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Ueber  die  Theorie  des  Winkelspiegels. 

Von 

H.  Maurer. 


Eine  allgemeine  Theorie  des  Winkelspiegels  pflegt  man  im 
physikalischen  Unterrichte  nicht  zn  geben,  obwol  oiue  Ausfahrung 
derselben  wegen  des  elementaren  Charakters  dieses  Themas  und  der 
schönen  Resultate,  die  sich  dabei  ergeben,  wol  am  Platze  wäre. 
Man  begnügt  sich  meist  damit,  einen  Satz  aus  dieser  Theorie  anzu- 
führen, nämlich  den  folgenden :  Ist  der  Winkel  zwischen  zwei  Plan- 
spiegeln der  nte  Teil  des  Kreisumfangs ,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ist, 
so  ist  die  Anzahl  der  Bilder  =  n  —  1. 

Die  Erkenntniss  nun,  dass  dieser  einzige  Satz,  der  wol  aberall 
vorgetragen  wird  und  sich  in  vielen  Lehrbachern  der  Physik  findet 
(z.  B.  Wüllner,  Bd.  II.  S.  61),  falsch  ist,  veranlasste  mich,  eine  all- 
gemeine Theorie  des  Winkelspiegels  aufzustellen.  Nach  Vollendung 
der  Arbeit  erfuhr  ich,  dass  bereits  mehrere  Arbeiten  aber  diesen 
Gegenstand  vorliegen ,).  Da  indessen  in  meiner  Arbeit  ein  anderer 
Gang  als  in  den  früheren  eingehalten  ist,  und  auf  diesem  Wege  eine 


1)  H.  Klein,  Poggend.  Ann.  CLII.    8.  506—512. 

E.  Riteert,  8chl6mileh,  Zeitechr.  f.  Math.  n.  Phys.  XVIII.  8.  339  -346. 
B.  Heft,  Marburger  Sitzungsberichte  Jan.  1879.    8.  7  n.  ff 
Schobert,  Mitteilungen  der  math.  Oea.  in  Hamburg  1889  Nr.  2.  (war 
Mir  sieht  tugtnglicb). 

L.  Mack,  Grunert's  Archir.    N.  F.    Bd.  IL    1885.    8.  I  ff. 

K.  Mach,  Qrunert'e  Archir.    N.  F.    Bd,  II.    1885.    S.  930-912. 

Ate*.  4.  aUtk.  m.  Pkj».  f.  Koih«,  T.  IX.  1 
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einfachere  Grnppirnng  der  Resultate  erreicht  wird,  da  ferner  das 
Problem  nicht  nur  auf  mathematische  Punkte  als  gespiegelte  Gegen- 
stände beschränkt  wird  uud  endlich  der  zweite  Teil  der  Arbeit  ein 
neu^s  Problem  der  Theorie  behandelt,  nämlich  die  Frage  nach  der 
Anzahl  der  von  einem  gegebenen  Orte  aus  sichtbarcu  Bilder  *), 
welche  zu  sehr  einfachen  und  allgemeinen  Sätzen  geführt  hat,  so 
glaube  ich  mich  doch  zur  Veröffentlichung  meiner  Arbeit  berechtigt 

Jedenfalls  kann  es  ja  auch  von  Nutzen  sein,  wenn  von  neuem 
darauf  hingewiesen  wird,  dass  hier  allgemein  in  den  Schulen  ein 
falscher  Satz  gelehrt  wird,  uud  dass,  obwol  das  Richtige  erkannt 
ist,  in  den  Lehrbühern  ein  Irrtum  uoch  immer  weiter  geführt  wird. 
Der  Umstand,  dass  in  den  früheren  Arbeiten  das  genannte  neue 
Problem  nicht  ausgeführt  wurde,  kaun  zu  dem  Irrtume  führen,  man 
sähe  von  jedem  Orte  zwischen  beiden  Spiegeln  sämtliche  goometriscii 
construirbaren  Bilder.  Wir  werden  finden,  dass  dies  nur  iu  dein 
Specialfall  eintritt,  wo  der  Winkel  zwischen  den  Spiegeln  ein  gerad- 
zahliger Teil  des  Kreisumfangs  ist. 

I 

Besondere  Erwähnung  verdieut  die  neuerdings  erschienene  Arbeit 
von  M.  Koppe 2).  In  dieser  sehr  kurz  gehaltenen  Arbeit  wird  anf 
die  Anzahl  der  geometrisch  construirbaren  Bilder  gar  nicht  einge- 
gangen, sondern  direct  das  Problem  gelöst,  wie  viele  Bilder  eines  an 
einem  bestimmten  Orte  befindlichen  Gegenstandes  ein  au  einem  be- 
stimmten Orte  befindliches  Auge  sieht,  falls  der  Wiukel  zwischen  den 
Spiegeln  gegebeu  ist.  Diese  Aufgabe  löst  der  Verfasser  sehr  ciu- 
fach  und  klar.  Dagegcu  wird  durch  diese  Art  der  Fragestellung  die 
Bedeutung  der  geometrisch  construirbaren  Bilder  nicht  entsprechend 
gewürdigt.  Ich  möchto  diese  deshalb  schon  hier  klar  stellen.  Be- 
findet sich  ein  leuchtonder  Punkt  zwischen  zwei  geneigten  Planspie- 
geln, so  siud  sämtliche  auftretende  Lichtstrahlen  Strahleu  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Strahlenbündeln,  d.  h.  jeder  scheint  vom  Ccntrom 
eines  solchen  Strahlcnbüudcls  herzukommen. 

Und  diese  Centren  sind  der  leuchtende  Punkt  selbst  und  seine 
geometrisch  construirbaren  Bilder.  Die  Anzahl  und  Lage  dieser 
Punkte  hängt  von  der  Grösse  des  Spicgelwiukcls  und  dem  Orte  des 
Gegenstandes  in  ihm  ab.  Nehme  ich  nun  in  einem  Ort  des  Raumes 
ein  beobachtendes  Auge  an,  so  werde  ich  im  allgemeinen  nicht  von 
jedem  Orte  aus  alle  diese  Bilder  sehen;  ja  es  kann  vorkommen,  dass 


1)  Auch  angedeutet  bei  H.  Klein  a.  a.  O. 

2)  Koppe,  Theorie  des  Winkelspicgels,  Ztschr.  f.  d.  phys.  und  ehem.  Un- 
terricht.   Jahrg.  II.    Heft  III.  Febr.  1889.    S.  1-4. 
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es  gar  keinen  Punkt  im  Räume  Riebt,  vou  dem  aus  ich  alle  Bilder 
erblicke.  Um  alle  zu  sehen,  muss  ich  dann  eben  meinen  Standort 
verändern.  Und  wie  viele  von  allen  entstehenden  Bildern  ich  vou 
einem  bestimmten  Orte  aussehe,  ist  jedenfalls  eine  secundäre  Frage; 
zunächst  fragt  es  sich,  wie  viele  Bilder  es  überhaupt  giebt. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  daher  im  ersten  Teile  die  An- 
zahl der  tatsächlich  entstehenden,  im  zweiten  diejenige  der  von  einem 
bestimmten  Orte  aus  sichtbaren  Bilder  bestimmt. 

L 

Ein  Wiukelspiegel  besteht  aus  zwei  gegen  einander  geneigten 
Plauspiegeln.  Zwischen  beiden  Spiegeln  befinde  sich  ein  Gegenstand, 
den  wir  zunächst  punktförmig  annehmen  wollen ,  in  G  (siehe  Figur) 

OSj  und  OS,  sind  die  Schnittlinien  der  beiden  Spiegelebcnen  mit 
der  Ebene,  die  normal  zur  Kanto  der  boiden  Spiegel  durch  G  geht. 
In  dieser  Ebene  liegeu  alle  Bilder,  da  nach  dem  Reflexionsgcsetze 
Bild  und  gespiegelter  Punkt  auf  einem  Lote  auf  die  Spiegelcbeue 
sich  befiuden.  Aus  dem  Urnstand,  dass  der  gespiegelte  Puukt  und 
sein  Bild  auf  diesem  Lote  gleiche  Entfernung  von  der  Spicgclebeue 
besitzen,  ergiebt  sich,  dass  alle  Bilder  auf  dem  Kreise  liegen,  der 

mit  dem  Radius  OG  um  O  beschrieben  wird. 

Wir  gehen  zur  Coustruction  der  Bilder  über.  Der  Winkel  zwischen 
den  Spiegeln,  Wkl.  S,0S,  werde  mit  o  bezeichnet.    Der  Radiusvector 

OG  bilde  mit  dem  Spiegel  OSx  den  Winkel  y,  also  mit  dem  andern 
den  Winkel  (a  -  y). 

Man  erhält  das  Bild  (1),  d  h.  den  Punkt,  von  dem  die  Licht- 
strahlen zu  kommen  scheinen,  die  nur  au  OS,  reflectirt  sind,  indem 
man  auf  dem  Kreise  vou  S,  aus  nach  rechts  den  Bogen  y  abträgt, 
analog  das  Bild  (2)  durch  Abtragen  des  Bogens  (o  —  y)  von  S,  aus 
nach  links. 

Von  dem  Bilde  (12)  scheinen  die  Strahlen  herzukommen,  welche 
zuerst  an  OS,,  dann  an  OSt  reflectirt  wurden;  es  ist  also  das  Spie- 
gelbild von  (1)  im  zweiten  Spiegel. 

Man  erhält  demnach  (12)  durch  Abtragen  des  Bogens  (a-f-y) 
von  S,  aus  nach  links.  In  der  entsprechenden  Weise  sind  die  übrigen 
Bilder  zu  construiren.  Man  hat  zu  diesem  Zweck  folgende  Bögen 
abzutragen: 

von  Sj  nach  rechts:  y(2o— y)  (2a-fy)(4a  —  y)  (4a  +  y)  (6«  —  y) 

(6«  +  y)  etc. 
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von      nach  links:  (a— y)(«  +  y)(3a  —  y)(3o  +  y)(5o  —  y)(5o+  y) 

etc. 

Dieses  Abtragen  von  Bögen  darf  nach  rechts  von  Sx  aus  nur 
solange  fortgesetzt  werden,  als  der  Punkts,'  noch  nicht  überschritten 
ist,  da  die  Lichtstrahlen,  die  von  allen  so  gefundenen  Bildern  her- 
zukommen scheinen,  zuletzt  am  Spiegel  OSt  reflectirt  wurden,  sodass 
alle  dieser  Bilder  hinter  dem  Spiegel  OS1  liegen  müssen.  Ebenso 
dürfen  wir  beim  Abtragen  der  Bögen  von  S,  nach  links  den  Punkt 
£g'  nicht  überschreiten,  da  alle  hier  construirten  Bilder  hinter  den 
Spiegel  OS,  fallen  müssen. 

Von  besonderem  Interesse  sind  diejenigen  Bilder,  welche  im 
Wiokelraum  S/OS/  liegen;  sie  können  in  keinem  der  beiden  Spiegel 
mehr  gespiegelt  werden,  da  sie  sich  hinter  beiden  befinden.  Ferner 
ist  klar,  dass  die  Bilder  nicht  von  jedem  Orte  im  Winkelraum  StOSi 
aus  erblickt  werden  können;  denn  die  Strahlen,  die  von  einem  sol- 
chen Bild  herzukommen  scheinen,  müssen,  wie  es  bei  jedem  anderen 
Bilde  auch  der  Fall  ist,  ihre  letzte  Reflexion  an  einer  bestimmten 
der  beiden  Spiegelflächen  gefunden  haben.    Es  sei  diese  z.  B. 

der  Spiegel  OS, ;  dann  ist  das  betreffende  Bild  nur  von  solchen  Orten 
des  Sectors  5,  OS,  zu  sehen,  von  denen  aus  gezogen  die  Verbiudungs- 

gerade  mit  dem  Bilde  auch  wirklich  den  Spiegel  OS,  und  nicht  seine 
gedachto  Verlängerung  und  den  wirklichen  Spiegel  ÖS,  trifft.  In- 
folgo  dessen  kann  die  Anzahl  der  von  einem  bestimmten  Orte  ans 
sichtbaren  Bilder  kleiner  als  die  der  tatsächlich  entstehenden  sein; 
ja  es  kann  vorkommen,  dass  man  von  keinem  einzigen  Punkte  des 
Raumes  aus  alle  entstehenden  Bilder  zugleich  sehen  kann.  Empirisch 
können  wir  dann  dio  wahre  Anzahl  der  Bilder  nur  dann  aus  dem 
Umstände  erkennen,  dass  beim  Bewegen  des  Auges  ein  Bild  ver- 
schwindet, und  später  an  cinor  anderen  Stelle  ein  anderes  erscheint, 
das  bis  dahin  unsichtbar  war.  Wie  die  die  Anzahl  der  sichtbaren 
Bilder  vom  Orte  des  Auges  abhängt,  werden  wir  später  bestimmen; 
zunächst  wollen  wir  dio  Abhängigkeit  der  Anzahl  geometrisch  con- 
struirbarer  Bilder  von  den  Winkeln  a  und  y  angeben. 

Die  Bogendistanzcn  der  Bilder: 

von  S,  aus  nach  rechts:  y(2a— y)(2a-f-y)(4a  — y) (4er -fy)  etc. 
von  S,  aus  nach  links:  («— y)(«  +  y)(3a— y)(3«-|-y) (5a  —  y)  etc. 

beweisen,  dass,  wenn  man  von  S,  nach  rechts  und  von  S,  nach  links 
successive  die  Bögen  a,  2a,  3a,  4a  etc.  abträgt,  in  die  aufeinander- 
folgenden Iutervalle  von  0  bis  a,  a  bis  2a,  2a  bis  3a  u.  s.  w.  auf 
beiden  Seiten  jedes  mal  ein  und  nur  ein  Bild  fällt.  Können  wir  also 
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aaf  dem  Halbkreis  5,5,'  rechts  herumgehend,  und  dann  natürlich 
auch  auf  S^S^'  links  herum  gehend,  den  Bogen  a  pmal  abtragen, 
sodass  der  restirende  Bogen  a>  der  Ungleichung: 

0<o><a 

genügt,  so  können  wir  bis  dahin  2p  Bilder  construiren.  Die  Grössen 
psund  9  hangen  also  nur  von  o,  aber  nicht  von  y  ab,  und  zwar 
nach  der  Gleichung 

mit  den  Zusätzen: 

p  ist  ganze  Zahl  und  0  <  q>  <  o 

Ist  nun  p  eine  gerade  Zahl,  so  können  wir  von  £,  aus  rechts 
herum  gehend  noch  ein  weiteres  Bild  zeichnen,  falls  <p  >  y  ist ,  da 
alle  ungeradzabligen  Bilder  dieser  Serie  von  St  einen  Bogenabstand 
Ton  der  Form:  2ma-f-y  hahen.  Links  herumgehend  von  aus 
können  wir  ein  ferneres  Bild  finden,  wenn  <p>>a  — y  ist,  da  die 
ungeradzahligen  Bilder  dieser  Serie  von  S,  Bogenabstande  von  der 
Form:  2wo+(a  —  y)  haben.  Ist  p  ungerade,  so  erhalten  wir  umge- 
kehrt auf  dem  Wege  nach  rechts  noch  ein  Bild,  wenn  <p  >>  o  —  y 
ist,  links  noch  eines,  wenn  tp^>  y  ist.  Man  sieht  hieraus,  dass  es 
für  die  Anzahl  der  Bilder  gleichgültig  ist,  ob  p  gerade  oder  ungerade 
ist,  und  ob  y  oder  (o — y)  der  grössere  Winkel  ist;  denn  es  kommt 
nur  darauf  an,  ob  a>  grösser  oder  kleiner  als  jeder  dieser  beiden 
Winkel  ist,  oder  drittens  zwischen  beiden  liegt  Für  die  Lage  der 
Bilder  sind  diese  Fragen  von  Wert,  weshalb  wir  später  noch  darauf 
zurückkommen  müssen. 

So  lange  wir  es  unbestimmt  lassen  können,  welche  von  beiden 
Grössen  y  oder  (a — y)  die  kleinere  ist,  werden  wir  uns  erlauben, 
die  kleinere,  um  von  ihr  in  Kürze  reden  zu  können,  mit  A  zu  be- 
zeichnen. 

Wir  müssen  3  Fälle  unterscheiden: 
1)     0  <C  9  <C  f  und  0  <C  (p  <C  a  ~  y»   kurz  0  <  q>  •<  A 

wir  können  dann  nach  keiner  Seite  hin  ein  weiteres  Bild  construiren, 
sodass  die  Bilderzahl ,  die  wir  mit  n  bezeichnen  wollen,  =  2p  bleibt 

n  —  2p 

Die  Bogenabstände  der  letzten  Bilder  beider  Serien  von  den 
ihnen  entsprechenden  Spiegeln  (der  rechten  Serie  entspricht  der 
ßpiegel  OS,,  der  linken  05,)  sind: 
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9+y   und  y) 

Da  beide  kleiner  als  a  sind,  so  liegen  diese  Bilder  beide  im  Raum 
Sj'OSs  und  fallen  zusammen,  wenn  ( 

(<7> +  +      y)  =  «   oder  9—0 

ist  g>  hängt  nicht  von  y  ab;  für  9  =  0  bat  also  ein  Zusammen- 
fallen der  Bilder  statt  für  jeden  Wert  von  y.  Handelt  es  sich  also 
auch  um  die  Spiegelung  eines  ausgedehnten  Gegenstandes,  fOr  dessen 
Punkte  ja  y  variirt,  so  nimmt  die  Anzahl  der  Bilder  um  eins  ab' 
wenn  9  —  0  sich  ergiebt.  Die  vorletzten  Bilder  beider  Serien  fallen 
nicht  in  den  Raum      OS,'.  Wir  haben  also  für 

9  =  0    n  =  2p  —  1      n5*<P5"y      1"  -  2p 
^  0<9<a-y  )  ^ 

2)  A  <><«-* 

9  liegt  zwischen  den  Werten  y  und  («— y). 

Nun  kann  noch  ein  Bild  in  der  Serie  gezeichnet  werden,  in 
welcher  das  neu  zu  construirende  Bild  von  dem  zuletzt  construirten 
den  Abstand  2A  bat  (für  y  <  a  —  y  oder  y  =  X  ist  es  bei  gerad- 
zahligem p  die  rechte,  bei  ungeradzahligem  p  die  linke  Serie;  für 
(«  —  y)  <1  y  oder  o—  y  — >  X  ist  es  bei  geradzahligem  p  die  linke,  bei 
ungeradzahligem  p  die  rechte  Serie).  In  der  andern  Serie  kann  kein 
Bild  mehr  construirt  werden.  Das  letzte  Bild  der  Serie,  welche 
(j>-r-l)  Bilder  umfasst,  und  das  vorletzte  derselben  haben  vom  zu- 
gehörigen Spiegel  die  respectiven  Bogenabstände  (9  —  X)  und  (9-h*)i 
Beide  sind  kleiner  als  «;  beide  Bilder  liegen  im  Raum  5,'QS,'.  Zu- 
sammenfallen können  Bie  nicht,  da  es  wenig  Sinn  hat,  ihren  Abstand 
2y  resp.  2(o-  y)  verschwinden  zu  lassen;  dies  hiesse  den  Gegen- 
stand in  die  spiegelnde  Fläche  legen.  Das  letzte  Bild  der  andern 
Serie  hat  vom  zugehörigen  Spiegel  den  Bogenabstand  (9-}-«  —  X). 
Dieser  ist  >  er.  Er  wird  =  o  in  dem  Grenzfalle  9  =  A.  Da  dann 
zugleich  der  Bogenabstand  (9  —  X)  des  letzten  Bilds  der  erstgenannten 
Serie  vom  zugehörigen  verschwindet,  so  fallen  hier  au  der  einen 
Grenze  des  Gebietes  zwei  Bilder  zusammen. 

Dieses  Zusammenfallen  ist  aber  grundverschieden  von  demjenigen, 
welches  wir  im  Falle  9  —  0  constatirten  Dort  trat  ein  Zusammen- 
fallen für  jeden  beliebigen  Wert  von  y  ein.  Jetzt  aber  tritt  es  nur 
für  Punkte  ein,  deren  y  resp.  (a — y)  =»  9  ist,  wo  9  von  y  völlig 
unabhängig  ist.  Nehmen  wir  also  einen  ausgedehnten  Gegenstand 
an,  der  Punkte  enthält,  deren  X  <  9,  und  solche,  deren  A  >  9  ist, 
so  erhalten  wir  von  den  erstgenannten  Punkten  2p  +1,  von  den  an- 
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den»  2p  Bilder,  vom  ganzen  Gegenstand  also  2p-f-J  Bilder,  wo  \  in 
der  volkstümlichen  Auffassung  zu  nehmen  ist,  in  der  es  den  einen 
von  zwei  Teilen  bedeutet.  Für  einen  mathematischen  Punkt,  dessen 
i  =  <p  ist,  haben  wir  also  2p  oder  2p -f-l  Bilder  anzunehmen,  je- 
Dachdem  wir  die  Lage  X  =  <p  von  der  Soito  der  grösseren  X  oder 
tod  der  Seite  der  kleineren  X  erreichten.  Die  allgemeine  Formel, 
welche  wir  später  aufstellen  werden,  liefert  uns  für  den  Fall  q>  «=»  X 
den  Mittelwert  n  =-  2p-f-£-  Wir  wissen  nunmehr,  wie  dies  zu  ver- 
stehen ist   Unser  Resultat  ist: 

X  <  <p  <  a—  X;sn  —  2p  +  l    (p  =  X :  n  —  2p  +  $ 

3)      a  —  y  <  9  <  «   und   y  <  9  <  «,   kurz   a  —  A  <  <p 

In  beiden  Serien  lässt  sich  noch  ein  Bild  construiren,  sodass] 

n  -  2p  +  2 

wird.  Die  Bogenabstände  dieser  Bilder  von  ihren  zugehörigen  Spie- 
geln sind:  tp  -  y  und  <p  —  (« —  y);  beide  kleiner  als  a.  Diese  beiden 
Bilder  fallen  also  in  den  Raum  S^OS^'.  Zusammenfallen  können  sie 
nicht;  dazu  müsste 

(p — y+qp  — (« — y)  —  «   oder  9  —  « 

sein,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Die  beiden  vorletzten 
Bilder  der  Serien  besitzen  von  ihren  zugehörigen  Spiegeln  die  Bogen- 
abständc  g>  +  y  und  g>-\-(ct  —  y),  beide  grösser  als  c.  Im  Grcnzfallo 
9>  —  X  aber,  wird  der  eine  =  «;  zugleich  wird  der  Bogenabstand 
qp—  (o  —  A)  =  0.  Es  fallen  also  wieder  an  einer  Grenze  des  Ge- 
bietes S,'OS2'  zwei  Bilder  in  der  früher  geschilderten  Weise  punkt- 
weise zusammen.  Von  einem  ausgedehnten  Gegenstand  erhalten  wir 
dann  analog,  wie  im  Falle  2  es  gezeigt  wurde,  2p+l  +  $  Bilder. 
Es  kann  sich  nun  auch  ereignen,  dass  <p  —  a  —  y  wird,  während  zu- 
gleich o  —  y  =  y  ist.  In  diesem  Falle  tritt  das  geschilderte  punkt- 
weise Zusammenfallen  an  beiden  Grenzen  des  Sectors  S/OS»'  auf, 
wir  erhalten  noch  ein  halbes  Bild  weniger  als  im  vorigen  Special- 
falle, sodass  n  —  2p +  $  zu  setzen  ist.  Die  beiden  ungleichen  Hälften, 
welche  hier  auftreten,  geben  zwar  zusammen  ein  Bild  des  ganzen 
Gegenstandes,  liegen  aber  an  getrennten  Stellen  des  Raumes. 

Wir  stellen  nun  nnscre  Resultate  in  einer  Tabelle  zusammen, 
indem  wir  zu  jedem  Falle  ein  praktisches  Beispiel  fügen. 

Die  Grössen  p  und  q>  sind  aus  der  Gleichung 

180°  =  p.a  +  <p 
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wo  p  ganze  Zahl  und  0  ^  <p  <  a  ist,  zu  bestimmen.  Ferner  ist  vor- 
ausgesetzt:  1  die  kleinere  der  beiden  Grössen  y  nnd  (a— y). 
Werte  für  <p|  Werte  für  n  [  Beispiele 


<p — u 

n — ä/j — l 

CC — DU  ,  y  DOlieoig,  p — t),  fl — O,  <JP=— 

n=2p 

a=85°,  y=25°,  j>=2,  n=4,  qp=10° 

<P=l 

«=55°,  y=15°,  j>=3,  n=6+J,  9=15° 

n=2p+l 

o=40°,  y=5°,  j>=4,  n=9,  9=20° 

<p=«-i 

n=2p+Hi 

o=100°,  y=20°,  p=l,  n=3+i,  9=80° 

«=2j>  +  | 

«=72°,  y=36°,  j>=2,  n=4+J,  <p=36° 

o — *<qp<a 

n=2p+2 

0=100°,  y=40°,  p=l,  n-4,  9=80° 

Eine  einheitliche  Formel,  welche  alle  diese  Fälle  umfasst,  ist 
die  folgende: 

n  =  2p  +  *  (2  -  [y  -  9]  -  [«  -  y  -  9])  -H<P]  - 1 
wop  nnd  9  ans  der  Gleichung 

180°  =  j>.«4  <p    (p  ganze  Zahl  und  0  5g>  <<r^ 

zu  berechnen  sind,  und  wo  das  8ymbol  [x]  das  Vorzeichen  der  in 
der  Klammer  stehenden  Grösse  bedeutet,  also 

[*]=-U   falls  *>0;   [*]  =  —  1   falls  *<0 

Ist  x  =  0,  so  soll  auch  [«]  =  0  angenommen  werden. 

Der  letate  Teil  der  Formel  [>]— 1  ist  also  stets  =0,  ausser 
in  dem  Specialfall  9  =  0,  wo  er  =  —  1  wird.  Durch  diesen  Zusatz 
genügt  die  Formel  auch  für  den  Fall,  wo  durch  das  Zusamenfallen 
zweier  Bilder  die  Bilderanzahl  um  eine  Einheit  abnimmt. 

Nach  einer  von  K.  Mack  *)  und  früher  von  Schubert  *)  ange- 
gebenen Regel  bestimmt  man  die  Bilderanzahl,  indem  man  diejenigen 
beiden  ganzen  Zahlen  Je  und  k'  addirt,  welche  um  weniger  als  eine 

180°  A 

Einheit  grösser  sind  als  die  resp.  Quotienten:   und 


180°  — (o—i) 


Dass  diese  Regel  in  den  drei  Hauptfallen  dieselben 


])•.«.  0.  S.  SSO. 


3)  a.  ».  O.  8.  I. 
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Resultate  wie  meine  Formel  ergiebt,  erkennt  man  leicht;  denn,  is 
1809  =  j>.«  +  <p  und  bedeuten  f,  und  f,  positive  Brüche,  so  ist: 

_      .  lW-l-dp-D.+tt« 

rnr  *  ^  x.  180o  (,,__!)„+ i,a 

also :  A?  —  j>   *i— p   n  —  2p 

_    ,        ^       .  180°  — A  =  p.o4-i,o 
III.  ForA        <  a"~*:180°— (er — A)  — (p— l)a-j-fi° 

also:  Ar  —  p  +  1  p   n  =  2p  +  l 

tt.    ^  ,    .        .      180° — A  «—  p.ct-4-f.« 

180° — (er — A)— p.o-j-fso 

also:ife=p4-l   k\  —  p+1  »-2p+2 

was  mit  unserer  Formel  abereinstimmt  In  den  Uebergangsfallen 
s>  =  A  und  <p  —  a— A  liefert  die  Mack'sche  Regel  die  halben  Bilder, 
die  meine  Formel  giebt,  nicht,  was  ja,  wie  wir  gezeigt  haben,  anch 
statthaft  ist,  wenn  der  gespiegelte  Gegenstand  ein  mathematischer 
Paakt  iat  Unsere  Formel ,  in  der  es  nnr  auf  das  Vorzeichen  der 
Grössen  (y  —  <p)  nnd  (o  —  y—  <p)  ankommt,  bestimmt  ans  nun  direct 
drei  Intervalle  für  y,  sodass  innerhalb  eines  jeden  die  Büderanzahl 
coDstant  ist  Somit  können  wir  auch  für  einen  ausgedehnten  Gegen- 
staad die  Anzahl  der  Bilder  leicht  bestimmen,  wenn  wir  nur  wissen, 
ia  welchem ,  resp.  in  welchen  der  Intervalle  für  y  er  sich  befindet. 
Ohas  die  Uebergangsfalle  zu  berücksichtigen,  betrachten  wir  die  drei 
HaaptftUe: 

L 


Bestimmung  Uber  <p 

|d.  h. 

Intervall  für  y     |  Bilderzahl 

|d.  h. 

II. 

7<?<«-y  reBp.  a-y<<p<y|d.  b.|^£_  ^  resp.  J_Jn==2p+l 

III. 

»>y  <P>«-y                  |d.  h.!o--V<y<9  |n-2p+2 

Diese  Tabelle,  in  Worte  umgesetzt,  ist  der  Fondamentalsatz,  der 
ws  die  Theorie  des  Winkelspiegels  klar  vor  Augen  legt:  Ist  a  der 
Winkel  zwischen  zwei  Planspiegeln,  so  bestimme  man  aus  der  Gleichung 

180°  —  p.a+9 

*°  P  gaaie  Zahl  nnd  0  _  o  <  <p  ist ,  die  Zahl  p  und  den  Winkel 
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9>;  diesen  trage  man  auf  beiden  Schenkeln  des  Winkels  a  nach  innen 
zn  ab.  Dann  wird  dadurch  <*  in  drei  Sectoren  zerlegt  Liegt  nun 
ein  ausgedehnter  Gegenstand  in  einem  der  beiden  Randsectoren ,  so 
entstehen  von  ihm  2j>-|-1  Bilder,  liegt  er  im  mittleren  Seetor,  so 

a  er 

entstehen  2/>-f-2  resp.  2p  Bilder,  jenachdera  <p  >  ^  oder  <P  <. 

ist,  d  h.  jenachdem  die  abgetragenen  Wiukel  tp  übereiuandergreifen 
oder  nicht.  Hierbei  drängt  sich  uus  die  Betrachtung  zweier  interes- 
santen Grenzfälle  auf: 

Der  erste  ist  derjenige,  bei  welchem  der  mittlere  Sector  so  gross 
ist ,  dass  die  beiden  Randsectoren  verschwinden ;  dies  ist  der  Fall : 
<p  —  0.  Dann  kann  man  also  deu  Gegenstand  im  ganzen  Winkel- 
raum a  an  jeden  beliebigen  Ort  legen,  immer  erhält  man  2p  Bil- 
der. Indessen  haben  wir  schon  früher  S.  6  gezeigt,  dass  im  Fall 
tp  =  0  zwei  Bilder  vollständig  zur  Deckung  kommen,  man  erhält  also 
2p  —  1  Bilder.    Zufolge  der  Gleichung: 

180°  «=>  p.a-\-(p 
bedeutet  der  Fall  ?  «  0  soviel  als: 

360°  —  2p  a 

Ist  also  «  ein  geradzahliger  Teil  des  Kreisumfangs,  so  ist  die  Anzahl 
der  entstehenden  Bilder  um  1  kleiner  als  die  Teilzahl  uuabbäogig 
von  der  Lage  des  gespiegelten  Gegenstandes. 

Der  andere  Specialfall  ist  der,  bei  welchem  die  Randsectoren 
derartig  gewachsen  siud,  dass  der  mittlere  Sector  verschwindet.  Dies 

ist  der  Fall  tp  —       Dann  mag  der  Gegenstand  im  Winkelraum  a 

an  jeder  beliebigen  Stelle  liegen,  stets  erzeugt  er  2p+l  Bilder; 

<p  —  )|  bedeutet  zufolge  der  Gleichung 

soviel  als: 

360°  =  (2p  +  l)a 

Ist  also  a  ein  ungeradzabliger  Teil  vom  Kreisumfang,  so  ist  die  Au- 
zahl  der  entstehenden  Bilder  gleich  der  Teilzahl  unabhängig  von  der 
Lage  des  Gegenstandes. 

Abgesehen  von  diesen  beiden  Grenzfallen  sind  im  Winkeiraum  o 
für  die  Lage  des  Gegenstandes  hinsichtlich  der  Anzahl  geometrisch 
construirbarer  Bilder  stets  drei  Sectoren  zu  unterscheiden. 
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II. 


Wir  wenden  ans  nun  zur  Bestimmung  der  Anzahl  von  Bildern, 
welche  von  einem  bestimmten  Orte  des  Sectors  5,05,  aas  gesehen 
werden  können.  Alle  Bilder,  welche  nicht  in  den  Raum  5,'05,' 
fallen,  werden  von  jedem  Punkte  im  Winkelranm  5,05,  erblickt; 
denn  die  gerade  Verbindungsstücke  jedes  solchen  Bildes  mit  dem  im 
Räume  5,  OS,  beliebig  angenommenen  Angpunkte  schneidet  stets  den 
zum  betreffenden  Bilde  gehörigen  Spiegel,  d.  b.  den  Spiegel,  an  wel- 
chem die  Strahlen,  die  vom  betreffenden  Bilde  herzukommen  schei- 
nen, zuletzt  reflectirt  werden. 

Besondere  Berücksichtigung  beanspruchen  also  nur  die  im  ßector 
5,' 05,'  gelegenen  Bilder.  Diese  sind,  wie  in  den  früher  unterschie- 
denen Fallen: 

1)   0<9<y  2)    A<?<a — A  3)  a~y<g><« 

0<<p<«-y     A  das  kleinere  von  y  und  <T^y  y<g><« 
einzeln  gezeigt  wurde,  nie  mehr  als  zwei  Bilder. 

Coincidiren  diese  beiden,  also  im  Fall  <p  —  0,  so  sind  auch  sie 
im  ganzen  Winkelraum  5,05,  sichtbar,  da  ja  dann  vom  Coincidenz- 
punkte  sowohl  solche  Strahlen  her  zu  kommen  scheinen,  die  zuletzt 
an  05,  reflectirt  wurden,  als  auch  solche,  die  zuletzt  an  05,  re- 
flectirt sind.  Dieser  Fall  q>  —  0,  wo  «  ein  geradzahliger  Teil  des 
Krei8umfangs  ist,  ist  der  einzige,  in  dem  das  Auge  von  jedem  Orte 
aus  stets  die  gleiche  Anzahl  von  Bildern  erblickt 

Coincidiren  die  Bilder  im  Räume  5,'05,'  nicht,  so  teilt  sich  für 
die  Lage  des  Augpunktes  der  Winkelraum  5,05,  nach  der  Anzahl 
der  sichtbaren  Bilder  in  drei  Sectoren,  und  zwar  ganz  in  der  glei- 
chen Weise,  wie  der  Raum  S,'05/  durch  die  beiden  in  ihm  liegen- 
den Bilder  in  drei  Teile  zerlegt  wird.  Die  drei  8ectoren  von  5,05, 
sind  in  der  Figur  mit  /,  77,  III  bezeichnet.  Messbar  sind  diese 
Sectoren  durch  den  Winkel  0,  den  die  durch  den  Augpunkt  und  die 
Spiegelkante  gelegte  Ebene  mit  dem  Spiegel  05,  bildet.  Die  Grösse 
der  Sectoren  variirt  mit  a  und  y,  und  um  zu  bestimmen,  wieviel 
Bilder  das  Auge  sieht,  wenn  es  sich  in  eiuem  Sector  befindet,  müssen 
wir  wissen  ob  p  gerade  oder  ungerade  ist,  und  ob  y  oder  (<*— y)  die 
kleinere  Grösse  ist.   Wir  unterscheiden  deshalb  folgende  Fälle: 


CK9<er.y 
Ia.  p  gerade 


IIa.  p  gerade 
1)  A-y  2)  A~a-y 


II.    A<<p<«— X 


III.  a-r<9<« 

y<9><« 

IHa.  p  gerade 
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Ib.  p  ungerade      IIb.  p  ungerade  Illb.  p  ungerade 

1)  i—y  2)  i-u-y 

Ia.  0<?<y;  p  gerade;   n  —  2p 

0  <  9 <«-y 

In  den  Baum  S/OS,'  faUen  die  letzten  Bilder  beider  Serien, 
das  letzte  der  rechten  Serie  hat  von  den  Bogenabstand  y  +  y, 
ist  also  im  Sector  0  <  0  <  g>-f  y  sichtbar.  Das  letzte  Bild  der 
linken  Serie  bat  von  den  Bogenabstand  9+o-y.  Es  ist  also 
im  Sector  o  >  8>  o  —  (?  +  a— y)  zu  sehen.  Diese  beiden  Rand- 
sectoren  greifen  übereinander,  da  qp-|-y>  y  — 9»  »st.  In  dem  mitt- 
leren Sector  II,  welcher  beiden  gemeinschaftlich  ist,  sind  also  alle 
Bilder  sichtbar.   Wir  haben  also  das  Resultat: 


Im  Sector         j  #-=  Anzahl  der  sichtbaren  Bilder 


o  <  e  <  y-9 

• 
• 

n-1  =2p  — 1 

y  —  g><3<g>+y 

• 
• 

n  2p 

9+/ <  S  <a 

• 
• 

»-1  -  2p-  1 

Beispiel  hiezn :  o  —  85°   y  —  25°  p  —  2   n  —  4   ?  —  10° 
Die  Anzahl  der  sichtbaren  Bilder  werde  mit  #  bezeichnet: 
0  <  0  <  15°  •  =  3    15°  <  8  <  35°  #  -  4    36*  <  ©  <  85°  «  =  3 

Ib.  0  <  p  <  y  p  ungerade  n  =  2p 
0  <  9  <  a-y 

In  8/ 08^'  liegen  die  letzten  Bilder  beider  Serien.  Das  letzte 
der  rechten  8erie  bat  von     den  Bogenabstand  — y),  ist  also 

im  Sector  0<0<?+a—  y  sichtbar.  Das  letzte  der  rechten 
Serie  bat  von  £»'  den  Bogenabstand  ?  +  y,  ist  also  im  Sector  o  < 
ß  <  a-(9+y)  zu  sehen.  Die  beiden  Randsectoren  greifen  wieder 
übereinander,  da  qp-f-o  —  y  >  «— (9-f-y).  Im  mittleren  Sector  sind 
wieder  alle  BUder  sichtbar,  also: 


Auge  im  Sector 

> 

0<  e<«-(v-f.y) 

n-1-  2p  — 1 

«-(*+y)  <  e  <  9+«-y 

»  -  2p 

9+a-y  <  ®<o 

«  — 1  =  2p- 1 

Beispiel  hiezu:  a  —  55°  y  —  25°  p  —  3   n  —  6   9  —  15° 

0<e<15°  #-5;      16°<e<46°  «  =  6 
45°<e<56°  *  =  5 
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IIa.   X  <  9  <  «—1  p  gerade   n  —  2p-}-l 

In  den  Raum  ^'OS,'  lallen  die  beiden  letzten  Bilder  der  Serie, 
in  welcher  (j>+1)  Bilder  constrnirbar  sind.  Dies  ist  bei  gerad- 
zahligem p  für  y  =  X  die  rechte,  für  «  —  y  =  A  die  linke. 

Im  Fall  y  —  l  hat  das  letzte  Bild  der  rechten  Serie  von  St' 
den  Bogenabstand  (q>  —  y) ,  ist  also  im  Sector  0  <  8  <  <p  —  y  zu 
sehen.  Das  vorletzte  hat  von  S/  den  Bogenabstand  (*  +  y),  ist  also 
vom  Raum  0<£.<9-)-y  aus  sichtbar.  Im  restirenden  Sector 
V+y<C®<C«  sieht  man  keines  von  beiden  Bildern,  im  gemein- 
schaftlichen Sector  0  <  B  <  tp— y  beide.   Also  ist  das  Resultat: 


Im  Sector 

OOKv-y 

„-2p  +  l 

9  — y<  0  <;  <p  +  y 

«-1  =  2p 

9+y<9  <  « 

n— 2  —  2p  — 1 

Beispiel  biezu:  «  —  40°  y  —  5°  p  —  4  n  =  9   9  =  20° 

0°  <  6  <  15°   «  —  9;      15°<0<25«  #  =  8 
25°  <  8  <  40°   *  -  7 

Im  Fall  o— y  —  i  hat  das  letzte  Bild  der  linken  Serie  von 
den  Bogenabstand  9  —  (a  —  y),  ist  also  im  Sector  «  — [9  — (a-y)] 
^  9  <  a  sichtbar.  Das  vorletzte  hat  von  5,'  den  Bogenabstand 
9-f  («— y),  ist  also  im  Sector  a-  (9  +  «  — y)  <  *  <  «  siebtbar. 
Im  restirenden  Sector  ü  <  B  <  y  —  9  ist  keins  von  beiden  sichtbar, 
im  gemeinschaftlichen  Sector  sind  beide  sichtbar;  wir  haben  also  das 


Im  Sector 

o<e<y-v 

n  — 2  =  2p-l 

y-*<*<2«-(9  +  y) 

«-1  -  2p 

2«-(9  +  y)<  0  <a 

n  -  2p  +  l 

Beispiel:  «  =  40°  y  -  35°  p  —  4  n  -  9   9  =  20° 

()•  <  0  <  150  *  -  7;      150  <  O  <  25°  •  =  8 
25»  <  8  <  40«  «  -  9 


IIb.  1  <  9  <  a  -  l  p  ungerade  »  —  2p  + 1 

In  5,'OS,'  liegen  die  beiden  letzten  Bilder  der  Serie,  zu  welcher 
p+1  Bilder  gehören;  bei  ungeradzahligem  p  ist  dies  für  den  Fall 
7  —  l  die  linke,  für  den  Fall  a— 7  —  1  die  rechte. 
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Im  Fall  y  —  k  hat  das  letzte  Bild  der  linken  Serie  von  S^'  den 
Bogenabstand  ?-y,  ist  also  vom  Sector  a—  (<p  —  y)  <  &  <  o  aas 
za  sehen.  Das  vorletzte  Bild  hat  von  5/  den  Bogenabstand  (y-f-y), 
ist  also  im  Raum  a  —  (?+y)  <  8  sichtbar.  Im  restironden 
Sector  0<  8<a— (<p-f-y)  ist  keins  von  beideu  Bildern,  im  gemein- 
schaftlichen Sector  a  —  (y  —  y)<  ö  <  «  sind  beide  za  sehen.  So- 
mit ist: 


Im  Sector 

*  . 

o<e<«-<<H-y) 

n--2  =  2p  — 1 

«-(*+y)<  3 

n  -  1  —  2p 

«-(<p— y)<  ©<« 

n  =  2p  +  l 

Beispiel :  a  -  100°   y  =  10°  p  -  1   n  =  8   <jp  -  80° 

o<e<io°  #  — i;     io°<e<3o°  «-2 

30°  <  O  <  100°   *  -  3 


Im  Fall  a  —  y  k  hat  das  letzte  Bild  der  rechten  Serie  von  St' 
den  Bogenabstand  9-(a  —  y),  ist  also  im  Sector  0<  8  <g>  — -(<*  -y) 
sichtbar.  Das  vorletzte  Bild  hat  von  5,'  den  Bogeuabstand  <r>-\-a-  y, 
ist  also  im  Räume  0  <C  &  +  «  —  y  zu  sehen.  Im  restireuden 
Sector  g>-|-a  —  y  <  ö  <«  sieht  mau  keins  von  beiden,  im  gemein- 
schaftlichen Sector  0  <  3  <  g>  —  (o—  y)  beide  Bilder.  Wir  erhalten 
also: 


Im  Sector 

* 

o  <  e  -y) 

n  -  2p-fl 

<*>-(«  —  y)  <  ö  <<*>  +  («  —  y) 

n  -  1  =r  2p 

9>+(«  — y)  <  ö  <  « 

n -2  -  2p  -1 

Beispiel:  «  -  100°  y  =  90°  j>  =  1    n  =  3   9  -  80° 

0  <  0  <  10°   *  =  3;       10°  <  S  <  30°   *  -  2 
30°  <  6  <  100°  #  -1 


In  allen  Fällen  II.  siebt  das  im  mittleren  Sector  befindliche  Auge 
n  —  1  =  2p  Bilder,  im  einen  Randsector  n  —  2  =  2p—  1,  im  andern 
n  =  2p-f-l  Bilder. 

lila,   o  —  y  <  v  <  «  j>  gerade   «  «  2p  -\-  2 

y<g><o 

In  5,'  OSt  fallen  die  letzten  Bilder  beider  Serien.  Das  letzte 
der  rechten  bat  von  S»'  den  Bogenabstand  (a>  —  y),  ist  also  vom 
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Sector  0  <  &  <  <p—  y  aus  sichtbar.  Das  letzte  Bild  der  linken 
Serie  hat  von  S^'  den  Bogenabstand  <p  -  ■  (a  —  y),  ist  also  vom  Räume 
a  —  [<P  ~  (a  ~  y)]  <  ^  <  a  au8  zu  sehen.  Beide  Sectoren  liegen 
völlig  getrennt  von  einander,  da  <p  —  y<2a  —  ?  —  y  ist.  Im  mitt- 
leren Sector  sieht  man  also  kcius  von  beideu  Bildern,  so  dass: 


Im  Sector 

0<  S  <9)-y 

«-l=2p  +  l 

<P~Y  <  ö  <  2*-<p— y 

n— 2  =  2p 

2a  —  <p  —  y  <  6  <  « 

«  — 1  =     +  l 

Beispiel :  a  =  65°   y  =  30°   p-2   n-6   <p  -  50° 

0°  <  8  <  20°  *  =  5;      20°  <  B  <  50°   «  -  4 
50°  <  0  <  65°   s  =  5 

Illb.   a  —  y  <  <j>  <  a   p  ungerade   n  —  2p  -f  2 

In  Si'OSi'  liegen  die  letzten  Bilder  beider  Serien.  Das  letzte 
der  rechten  hat  von  St'  den  Bogenabstand  <p  —  (o  —  y),  ist  also  vom 
Sector  0  <  6  <  <p  —  (a  —  y)  aus  sichtbar.  Das  letzte  Bild  der  linken 
Serie  hat  von  S^'  den  Bogeuabstand  ff  —  y,  ist  also  vom  Räume 
a  >  #  >  a  —  (<p  —  y)  aus  zu  sehen.  Beide  Randsectoren  liegen 
völlig  getrennt,  da  g>  — («— y)  <  «  y).    Im  mittleren  Sector 

sieht  man  also  keins  von  beiden  Bildern,  so  dass: 


Im  Sector 

0  <  e<  fp  ~(«-y) 

n-1  =  2p-f  1 

q>  —  (a  —  y)  <  0  <  er  —  (g>  -  y) 

u-2  — 2p 

«  —  (<p  —  y)  <  ö  <  « 

n-1  =  2p  +  l 

Beispiel  hiezu:  «  =  100°   y  -  40°  p  -  1    n  =  4   <p  -  80° 

0<ä<20°   *»3;      20°<;e<600  #-2 
60°  <  e  <  100°  *  =  3 

Wir  stellen  zum  Schlüsse  auch  die  Resultate  dieses  zweiten  Teils 
der  Arbeit  in  einer  Tabelle  znsammcu ;  dabei  stehen  iu  der  ersten 
Colonne  Angaben  über  g>,  das  aus  der  Gleichung 

180°  —  a.p  +  <p 
bestimmt  wird,  wo  P  ganze  Zahl  und  0  ^  q>  <  a  ist 

Die  zweite  Colonne  giebt  die  Anzahl  aller  entstehenden  Bilder. 
In  den  drei  letzten  Colonnen  stehen  die  Anzahleu  der  Bilder,  welche 
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das  Auge  sieht,  wenn  es  sieb  bezugsweise  in  den  Sectoren  I9  II  oder 
IE  befindet 


Werte  für  9 

• 

$  in  I 

•  in  n 

s  in  III 

0  <  9  <  y 
0  <  9  <  «— y 
y<9><a-y(f>  gerade) 
oder 

«-y<9<y(p  ungerade) 
y  <9  <  o-y  ungerade) 
oder 

0  —  y  <  <p  <,  y  (p  gerade) 

«  -  y  <  <p  <  0 
Y  <  9  <  « 

+  l 

2p+2 

2p-l 

2p  +  l 

2/>-l 
2p+l 

2P 

2p 

2p 
2P 

2p-  1 

2p-l 

2F  +  1 
2p+\ 

Diese  Tabelle  lässt  uus  zwei  merkwürdige  Sätze  erkennen,  wel- 
chen wir,  um  deutlicher  zu  sein,  einen  schon  früher  gefundenen  vor* 
ausschicken  wollen: 


Satz  I.:  Von  einem  Gegenstand,  der  sich  zwischen  zwei  ge- 
neigten Planspiegeln  befindet,  erhält  man  zwei  Bilder,  die  in  den 
Raum  fallen,  welcher  hiuter  jedem  von  beiden  Spiegeln  liegt.  Diese 
fallen  nur  dann  zusammen,  wenn  der  Winkel  zwischen  den  Spiegeln 
ein  geradzahliger  Teil  des  Kreisumfauges  ist. 

Satz  IL:  Teilt  man  den  Winkelraum  zwischen  zwei  Planspie- 
geln in  derselben  Weise  in  drei  Sectoren,  wie  der  hinter  jedem  von 
beiden  Spiegeln  liegende  Raum  durch  die  beiden  in  ihn  fallenden 
BUder  eines  Gegenstandes  in  drei  Sectoren  zerlegt  wird,  so  erblickt 
das  Auge  vom  mittleren  Sector  aus  stets  eine  gerade  Anzahl  von 
Bildern  des  Gegenstandes,  von  den  beiden  Randsectoren  aus  siebt 
es  eine  ungerade  Zahl  von  Bildern;  die  Lage  des  Gegenstandes  und 
die  Grösse  des  Winkels  zwischen  den  Spiegeln  ist  dabei  gleichgültig, 
sie  bestimmt  nur  die  Grösse  der  Sectoren. 

Satz  III.:  Die  Anzahl  der  Bilder,  die  ein  im  mittleren^ Sector 
befindliches  Auge  sieht,  hängt  nur  von  dem  Winkel  o  ab,  den  beide 
Spiegel  miteinander  bilden.  Genügt  p  der  Gleichung: 

180°  =  a.|>  +  9 

wo  p  ganze  Zahl  und  0  ^  q>  <C  a  ist,  so  erblickt  man  vom  raitt- 
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leren  Sector  ans  2p  Bilder,  wo  auch  immer  der  Gegenstand  zwischen 
beiden  Spiegeln  liegen  mag. 

Dieser  mittlere  Sector  verschwindet  nur  in  dem  Specialfalle,  wo 
«ein  geradzahliger  Teil  von  360°  ist ;  alsdann  sieht  von  jedem  zwischen 
den  Spiegeln  gelegene  Orte  aus  das  Auge  2p  —  1  Bilder. 

Zum  Schlüsse  möge  noch  eine  interessante  specielle  Combination 
der  Resultate  des  ersten  und  zweiten  Teiles  angefügt  werden: 

Erhält  man  von  einem  Gegenstand,  der  sich  zwischen  zwei  Plan- 
spiegeln befindet,  die  den  Winkel  a  miteinander  bilden,  stets  die 
gleiche  Anzahl  geometrisch  construirbarer  Bilder,  man  mag  den 
Gegenstand  im  Winkelraum  a  verschieben,  wie  man  will,  so  ist  diese 

360° 

Bilderanzahl  stets  eine  ungerade  und  o  —  — — ,  wo  v  eine  ganze 

Zahl  ist.  Bewegt  man  nun  auch  das  Auge,  und  erblickt  auch  von 
jedem  Orte  im  Sector  a  sämtliche  Bilder,  so  ist  v  eine  gerade 
Zahl,  und  es  sind  v  —  1  Bilder.  Sieht  man  dagegen  nicht  von  jedem 
Orte  aus  die  sämtlichen  Bilder,  so  ist  v  eine  ungerade  Zahl,  und 
es  sind  v  Bilder. 


Aich.  4.  M.th.  «.  Phy».  S.  K«Ut*,  T.  IX. 
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II. 

Ueber  das  allgemeine  circuläre  Polarsystem. 

Von 

Theodor  Meyer. 


In  der  Ebeue  sei  M  ein  fester  Punkt  nnd  jedem  Punkte  P  werde 
diejenige  Gerade  p  zugeordnet,  welche  senkrecht  steht  zu  der  Geraden 

PM  und  diese  in  einem  Punkte  Q  so  schneidet,  dass  das  Product 
PM .  MQ  einen  constanten  Wert  a'  hat.  Errichtet  man  dann  unter 
der  Voraussetzung,  dass  das  Product  positiv  ist,  M  also  zwischen  P 
und  Q  liegt,  in  dem  Punkte  M  die  Normale  MO  «  0  zur  Ebene, 

denn  ist  wegen  MO*  —  PM.  MQ  der  Strahl  OP  normal  zu  der  Ebene 

Op.  Der  Strahlenbündel,  welcher  aus  das  ebene  System  projicirt, 
ist  also  ein  orthogonaler,  und  da  ein  solcher  polare  Eigenschaften 
hat,  so  gilt  dies  auch  von  seiuem  Schnitte,  dem  ebenen  System.  Ist 
hingegen  das  Product  PM .  MQ  negativ,  teilt  also  M  die  Strecke  PQ 
äusserten ,  dann  sind  P  uud  p  Pol  uud  Polare  in  Bezug  auf  einen 
Kreis,  der  M  zum  Mittelpunkt  und  a  zum  Radius  bat.  Wenn  jenes 
constante  Product,  die  Potenz  des  Systems,  den  Wert  O  hat,  dann 

geht  die  zu  PM  normale  Gerade  p  durch  M  selbst ,  die  involutori- 
sche  Beziehung  zwischen  P  und  p  bleibt  aber  nach  wie  vor  bestehen. 

Welchen  Wert  also  auch  das  constante  Product  besitzen  mag, 
stets  erhalten  wir  durch  .die  augegebene  Zuordnung  von  Punkten  und 
Geraden  ein  ebenes  Polarsystem.  Dasselbe  ist  von  besonderer  Art 
und  kann  wegen  der  Tatsache,  dass  seine  Ordnungscurve  ein  reeller 
oder  imaginärer  Kreis  ist,  ein  circuläres  genannt  werden.  Dieses 
Polarsystem  ist  allgemein  bekannt,  wird  jedoch  meistens  nur  unter 
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Voranssetznng  einer  reellen  Ordnungscurve  betrachtet.  Von  beson- 
derer Wichtigkeit  ist  es  für  dte  Curven  II.  0.,  insofern  es  die  Mög- 
lichkeit liefert,  zu  den  Sätzen  über  den  Kreis  andere,  auf  die  Brenn- 
punkte jener  Curven  bezügliche  Sätze  abzuleiten,  und  zwar  lassen 
sich  nicht  nur  Sätze  über  Lagenverhältnisse  von  Punkton  und  Ge- 
raden fibertragen  sondern  auch  solche,  in  denen  Winkeigrössen  und 
Producte  von  Strecken  auftreten,  was  bei  Zuhttlfenabme  eines  allge- 
meinen Polarsystoras  nicht  möglich  ist.  Diese  Uebortragungen  sind 
noch  in  dem  Masse  durchgeführt,  als  es  die  Einfachheit  der  Methode 
wünschenswert  erscheinen  lässt.  Abgesehen  von  eiuzelnen  Hinwei- 
sungen auf  die  Anwendbarkeit  des  Polarsystems  bat  nur  Salmon 
in  seiner  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte,  im  23sten  Capitel, 
zu  einer  grösseren  Anzahl  von  Kreissätzen  die  reeiproken  bezüglich 
der  Brennpunkte  von  Curven  II.  0.  gebildet,  aber  durchgehends  unter 
der  Annahme,  dass  die  Ordnungscurve  des  Systems  ein  reeller  Kreis 
ist.  Setzt  man  aber  ein  allgemeines  circuläres  Polarsystem  voraus, 
in  welchem ,  wie  wir  gesehen  haben  ,  die  Potenz  des  Sysems  nicht 
nur  negative,  sondern  auch  positive  Werte  aunebmen  kann,  dann 
lassen  sich,  namentlich  Uber  die  Dreiecke,  noch  verschiedene  allge- 
meingültige und  zum  Teil  weniger  bekannte  Sätze  aufstellen,  die  bei 
Zuhülfenahme  eiues  circulären  Polarsystems  mit  reeller  Ordnungs- 
curve nur  für  stumpfwinkelige  Dreiecke  sich  aussprechen  Hessen. 
Dies  werden  wir  in  mehreren  Fällen  zur  Genüge  im  Folgenden  er- 
kennen, wo  nach  einer  kurzen  Darlegung  der  Eigenschaften  des  all- 
gemeinen circulären  Polarsystems  mit  Hülfe  desselben  eine  Reihe 
von  geometrischen,  besonders  auf  das  Dreieck  bezüglichen  Sätzen 
abgeleitet  werden  soll. 

Nach  der  eingangs  dieser  Arbeit  angegebenen  Erzeugungsmethode 
lässt  sich  die  Haupteigenschaft  des  allgemeinen  circulären  Polar- 
systeios  wie  folgt  aussprechen: 

„Die  Kormalen  aus  den  Punkten  des  circulären  Polarsystems 
„auf  die  entsprechenden  Geraden  gehen  alle  durch  denselben  Punkt 
„3/  und  werden  von  ihm  so  geteilt,  dass  das  Product  der  entstan- 
denen Abschnitte  einen  constanten  Wert  hat.  M  ist  der  Träger 
„eines  circulären  Strahlensystems  und  zugleich  der  Pol  der  unend- 
lich fernen  Geraden,  also  der  Mittelpunkt  des  Systems." 

Letztere  Behauptung  ergibt  sich  am  einfachsten  mit  Benutzung 
des  orthogonalen  Strahlenbündcls,  wenn  die  Potenz  des  Systems 
positiv  und  mittelst  des  Kreises  M ,  wenn  die  Potenz  negativ  ist. 
Auch  wenn  die  Potenz  null  ist,  hat  die  unendlich  ferne  Gerade,  wie 
dann  aber  auch  jede  Gerade  der  Ebene,  den  Punkt  M  zum  Pol. 
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Ist  ABC  irgend  eiu  Poldreieck  des  Systems,  dann  liegt  jede  Höhe 
desselben  auf  einer  Geraden,  die  durch  einen  Punkt  des  Systems 
normal  zu  seiner  Polaren,  also  durch  M  geht.   Mithin  gilt  der  Satz: 

„Alle  Poldreiecke  des  circulären  Polarsystems  haben  den  Mittel- 
punkt desselben  zum  gemeinsamen  Höhenpunkt." 

Die  Potenz  des  Systems  ist  gleich  dem  Prodncte  der  Höhenab- 
schnitte eines  Poldreiecks.  Ist  dieselbe  positiv,  so  hat  das  System 
nur  spitzwinklige  Poldreiecke,  ist  sie  negativ,  so  siud  alle  Poldrei- 
ecke stumpfwinklig,  und  hat  die  Potenz  den  Wert  null,  dann  gibt 
es  nur  rechtwinklige  Poldreiecke  in  dem  Polarsystem. 

Bewegt  sich  P  auf  einer  Curve  II.  0.  1,  dann  durchläuft  seine 
Polare  p  einen  Strahlenbüschel  II  0.  Wird  dabei  M  von  der  Curve 
k  eingeschlossen,  dann  lassen  sich  von  diosem  Punkte  keine  reellen 
Tangenten  an  k  ziehen,  folglich  hat  die  von  dem  reciproken  Strahlen- 
büschel II.  0.  eingehüllte  Curve  p  keine  uuendlich  fernen  Punkte, 
d.  h  sie  ist  eine  Ellipse.  Geht  aber  k  durch  Af,  dann  bat  diese 
Curve  in  M  eine  Tangente  und  folglich  p  einen  unendlich  fernen 
Punkt,  d.  h.  letztere  Curve  ist  eine  Parabel.  Liegt  schliesslich  M 
ausserhalb  A,  dann  hat  diese  Curve  zwei  in  M  sich  schneidende 
Tangenten,  folglich  besitzt  die  reciproke  Curve  p  zwei  unendlich 
ferne  Punkte,  sie  ist  eine  Hyperbel.  Ferner  erkennt  man  leicht, 
dass  jedem  Kreise  k  eine  Curve  p  entspricht,  die  den  Punkt  M  zu 
einem  Brennpunkt  hat,  und  dass  umgekehrt  jede  Curve  p  mit  M  als 
Brenupuukt  zur  entsprechenden  Curve  einen  Kreis  k  hat  Ist  M  der 
Mittelpunkt  von  ky  dann  ist  er  es  auch  von  p,  beide  Curven  sind 
dann  ähnlich  und  ähnlich  gelegen. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Frage,  ob  die  Curven  k  und  p 
zusammenfallen  können,  d  h.  ob  bei  der  Bewegung  von  P  auf  k  die 
Polare  p  auf  derselben  Curve  als  Tangente  gleitet.  Eine  einfache 
geometrische  Betrachtung  lässt  erkennen,  dass  dieser  Fall  bei  nega 
tivem  Werte  dor  Potenz,  also  bei  reeller  Ordnungscurve,  nur  dann 
eintreten  kann,  weun  k  diese  Curve  selbst  ist.  Jedem  Punkte  von  A 
entspricht  alsdann  seine  eigene  Tangente.  —  Ist  abee  die  Potenz 
des  Systems  positiv,  die  Ordnungscurve  also  imaginär,  dann  ver- 
einigen sich  alle  diejenigen  Curven  k  mit  ihren  reciproken  p,  welche 
aus  O,  dem  Mittelpunkt  des  mit  dem  Polarsystem  perspectivisch 
liegenden  orthogonalen  Strahlenbündels,  durch  rechtwinklige  Rota- 
tionskcgel  projicirt  werden,  die  einzigen  Kegelflächen  II.  0.,  welche 
sich  mit  ihren  reciproken  ganz  decken.  Da  nun  durch  O  unendlich 
viele  solcher  Kegelflächen  gehen,  so  gibt  es  auch  in  der  Ebene  des 
Polarsystems  unendlich  viele  Curven  II.  0.,  die  gauz  mit  ihren  re- 
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ciprokcn  zusammenfallen.  Man  erkennt  leicht,  dass  die  Hauptachsen 
aller  dieser  Cnrven  durch  M  laufen,  und  dass  die  Verbindungsgera- 
den der  Curvenpunkte  P  von  X  mit  den  Berührungspunkten  P'  auf 
den  entsprechenden  Geraden  p  sich  in  demjenigen  Punkte  R  der 
Hauptachse  von  X  schneiden,  durch  welcheu  die  Achse  des  die  Curve 
aus  O  projicirenden  rechtwinkligen  Rotationskegels  gebt.  Dieses 
Punktepaar  >/,  i?,  zu  welchem  es  noch  ein  anderes  bezüglich  des 
Mittelpunktes  der  Curve  symmetrisch  gelegenes  M\  R'  gibt,  hat 
also  für  X  folgende  Bedeutung:  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt 
P  von  X  mit  M  und  R  durch  2  Gerade ,  so  steht  die  Tangeute  in 

dem  zweiten  Curvenpunkt  P'  von  PR  normal  zu  den  Geraden  PM. 
Diese  Beziehung  der  Punkte  M  und  R  zu  X  liefert  uns  also  eine 
einfache  Construction  der  Tangenten  in  den  Punkten  der  Curve,  und 
man  erkennt  leicht,  dass  diese  die  Verallgemeinerung  der  bekannten 
Kreistaugenten-Construction  ist,  wenn  man  noch  beachtet,  dass  für 
den  Kreis  jene  beiden  Punktepaare  in  dem  Mittelpunkt  zusamen- 
fallen.  In  T.  V.,  S.  211  des  Jahrgangs  1887  dieser  Zeitschrift  hat 
Verfasser  mit  Benutzung  des  rechtwinkligen  Rotationskegels  bereits 
den  Nachweis  geführt,  dass  eine  Curve  II.  0.  im  allgemeinen  2  jener 
ausgezeichneten  Punktepaare  (die  dort  £,  R  und  S\  R'  genannt 
sind)  besitzt,  dass  jedes  derselben  durch  die  beiden  Brennpunkte  der 
harmonisch  getrennt  ist,  und  dass  die  geometrische  Bestimmung  dieser 
Punkte  sich  einfach  ausführen  lässt.  Besonders  leicht  ist  die  Er- 
mittelung derselben,  abgesehen  vom  Kreis,  für  die  Parabel  und  die 
gleichseitige  Hyperbel.  Bei  ersterer  Curve  fällt  nämlich  M  in  den 
Scheitelpunkt  und  R  in'denjenigen  Punkt  auf  der  Hauptachse,  welcher 
die  doppelte  Brennweite  besitzt ;  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  hin- 
gegen liegt  M  im  Mittelpunkt  der  Curve  und  R  fällt  auf  den  unend- 
lich fernen  Punkt  der  Hauptachse.  Aus  den  an  der  angegebenen 
Stelle  mitgeteilten  Coordinaten  der  Punkte  lässt  sich  für  die  Ellipse 
und  die  Hyperbel  noch  entnehmen,  dass  die  halbe  kleine  Achse  einer 
dieser  Curven  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  halben  grossen 
Achse  und  der  Strecke  MO  ist  Nehmen  wir  also  in  dem  Polar- 
system auf  einer  durch  M  gehenden  Geraden  eine  Strecke  AB  so 
an,  dass  sie  aus  O  durch  einen  rechten  Winkel  projicirt  wird,  dann 
gibt  es  eine  bestimmte  Curve  X,  die  AB  zur  Hauptachse  hat,  und 
deren  reeiproke  mit  X  zur  Deckung  kommt  Alle  Parabeln  des 
Systems,  welche  mit  ihren  reeiproken  zusammenfallen,  haben  M  zum 

MO 

gemeinsamen  Scheitelpunkt  und  ihre  Brennweite  ist  gleich  -g-,  also 

coestant;  mithin  sind  alle  diese  Parabeln  congruent.  —  Der  Beweis 
des  Satzes  über  die  Existenz  der  beiden  Punktepaare  Af ,  R  und  M% 
R'  einer  jeden  Cure  II.  0.  ist,  wie  bereits  gesagt,  mit  Hülfe  des 
rechtwinkligen   Rotatiouskegels  erfolgt;   wir  erkennen  aber  jetzt 
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auch,  wie  dio  Betrachtung  des  circulären  Polarsystems  mit  imagi- 
närer Ordnungscurve  auf  ihu  führen  müssto. 

Wir  setzen  nun  in  der  Ebene  eino  beliebige  Curvo  II  0.  X 
voraus  und  denken  uns  derselben  ein  Dreieck  ABC  eingeschrieben. 
Dann  ist  dieses  ein  Poldrcieck  desjenigen  circulären  Polarsystems, 
welches  den  Höhenpunkt  H  des  Dreiecks  zum  Mittelpunkt  und  das 
Product  der  Höhenabschuitto  zur  Potenz  hat.  Ist  nun  P  irgend  ein 
anderer  Punkt  von  A,  und  schneidet  seine  entsprechende  Gerade  dio 
Curvo  in  den  Punkten  S  und  r,  dann  geht  die  Polare  von  S  durch 
F,  und  ihr  Schnittpunkt  mit  ST  möge  T'  geuaunt  werden.  Weil  nun 
stets  durch  dio  6  Eckpuukto  zweier  Poldreiecke  eino  Curve  It.  0. 
geht,  und  in  unsorm  Falle  von  den  Poldrciccken'  ABC  und  PST'  5 
Punkte  nämlich  A,  B,  C,  P  und  S  auf  k  liegen,  so  ist  auch  T'  ein 
Punkt  dieser  Curve,  also  identisch  mit  T.  Wir  sehen  also,  dass  in 
jedem  Punkte  von  k  ein  Eckpunkt  von  einem  bestimmten,  der  Curvo 
eingeschriebenen  (reellen  oder  auch  imaginären)  Dreieck  liegt,  wel- 
ches mit  dem  Dreieck  ABC  den  Höhonpunkt  //  und  das  Product 
der  Höhenabschnitte  gemoin  hat.  Da  alle  diese  Dreiecke  Poldrei- 
ecko  des  circulären  Polarsystems  sind,  und  ihre  Eckpunkte  auf  k 
liegen,  so  bilden  ihre  Seiten  einen  Strahlenbüschel  II.  0.  Zugleich 
erkennen  wir,  dass  diese  Dreiecke  entweder  alle  spitzwinkelig,  oder 
alle  stumpfwinkelig,*  oder  endlich  alle  rechtwinkelig  sind.  In  letz- 
terem Fallo  ist  der  Uöhenpuokt  eiu  gemeinsamer  Eckpunkt  der 
Dreiecke,  und  der  Strahlenbüschel  II.  0.  zerfällt  in  2  Strahlenbüschcl 
I.  0.,  von  denen  die  Katheten  den  einen  und  die  Hypotenusen  den 
andern  bilden.  —  Es  fragt  sich  nuu  noch,  ob  der  Curve  k  auch 
Dreiecke  eingeschrieben  worden  können,  welche  zwar  denselben  Höhon- 
punkt wie  das  Dreieck  ABC,  aber  ein  anderes  Product  der  Höhcu- 
abschuitte  haben.  Dies  ist  offenbar  dann  immer  möglich ,  wenn  k 
eino  gleichseitige  Hyperbel  ist.  Denn  in  diesem  Falle  ist  der  Höhen- 
punkt H  dos  eingeschriebenen  Dreiecks  PST  ein  Punkt  der  Curve, 
und  er  ist  folglich  auch  Uöhenpunkt  aller  derjeuigen  der  Hyperbel 
eingeschriebenen  Dreiecke,  welcho  mit  ersterem  einen  Eckpunkt  ge- 
mein haben,  nnd  in  welchen  dio  diesem  gegenüberliegenden  Seiten 
normal  zu  der  Verbindungsgcradcu  des  Eckpunktes  mit  dem  Punkte 
H,  also  parallel  mit  einer  Seite  des  Dreiecks  PST  sind.  Setzen  wir 
nun  aber  k  als  verschieden  von  einer  gleichseitigen  Hyperbel  voraus 
und  nehmen  wir  an,  es  gäbe  ausser  dem  der  Curve  eingeschriebenen 
Dreieck  PST  noch  ein  audercs,  ebenfalls  k  eingeschriebenes  Dreieck 
Pb'T',  welches  mit  orsterom  ausser  dem  Eckpunkt  P  auch  den  Uöhen- 
punkt n  gemeinsam  habe,  daun  gienge,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, die  durch      S,  7\  H  und  S'  gelegte  gleichseitige  Hyperbel 
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auch  durch  T\  hätte  also  mit  X  5  und  folglich  alle  Punkte  gemein. 
Dies  widerspricht  aber  unserer  Voraussetzung,  und  folglich  müssen 
wir  die  Annahme  fallen  lassen,  dass  durch  den  Punkt  P  von  k  ausser 
J*ST  noch  ein  anderes  eingeschriebenes  Dreieck  PS'T'  gelegt  werden 
kann,  welches  denselben  Höhenpunkt  wie  das  erstero  hat. 

Wir  können  daher  nunmehr  den  folgenden  Satz  als  bewiesen 
aussprechen : 

„Die  Seiten  aller  einer  Corvo  II.  0.  eingeschriebenen  Dreiocke 
,rait  gemeinsamem  Höhenpuukte  bilden  im  allgemeinen  einen  Strah- 
„lenbüschel  II.  0.  Dieso  Dreiecke  haben  alle  dasselbe  Product  der 
„Höhenabschnitte  und  sind  daher  Poldreiecko  eines  circuläron  Polar- 
„systems.  —  Nur  wenn  die  Cnrve  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist, 
„erhält  man  unendlich  viele  Strahlcnbüschcl  II.  0.,  von  denen  ein 
„bestimmter  von  den  Seiten  aller  der  Hyperbel  eingeschriebenen 
„Dreiecke  gebildet  wird,  die  in  dem  Producte  ihrer  Höhcnabschnitto 
„Obereinstimmen.  Alle  diese  Strahlenbüschel  II.  0.  haben  dio  un- 
endlich ferue  Gerade  und  zwei  in  dem  gemeinsamen  Höhenpunkte 
„normal  sich  schneidende  Geraden  gemeinsam,  sind  also  alle  Para- 
beln" 

Diesem  Satze  steht  ein  anderer  gegenüber,  von  dessen  Beweise 
wir  in  Anbetracht  der  vorhergehenden  Ausführungen  abstehen  dürfen : 

„Die  Eckpunkte  aller  einer  Cnrve  II.  0.  umgeschriebenen  Drei- 
„ecke  mit  gemeinsamem  Höhenpunkte  liegon  im  allgemeinen  auf  einer 
„Curve  II.  0  Die  Dreiecke  haben  alle  dasselbe  Product  der  Höhen- 
Abschnitte  und  sind  daher  Poldreiecke  eines  circuläron  Polarsystems. 
„—  Nur  weun  die  Curve  eine  Parabel  ist,  erhält  man  unendlich 
„viele  jener  Cnrven  II.  0.,  von  denen  eine  bestimmte  von  den  Eck- 
punkten aller  der  Parabel  umgeschriebenen  Dreiecke  gobildet  wird, 
„die  in  dem  Producte  ihrer  Höhenabschnitto  übereinstimmen.  Alle 
„diese  Curven  haben  den  Höhenpunkt  und  zwei  unendlich  fern  in 
„normaler  Richtung  zu  einander  gelegenen  Punkte  gemeinsam ,  sind 
„also  alle  gleichseitige  Hyperbeln." 

Bevor  wir  nun  zu  den  Anwendungen  des  circulären  Polarsystems 
auf  das  Dreieck  übergehen,  wollen  wir  zunächst  noch  zeigen,  wie 
sich  der  folgende,  bekannte  Satz  äusserst  einfach  mit  Hülfe  des  Sy- 
stems ergibt: 

„Errichtet  man  zu  einer  um  einen  festen  Punkt  M  der  Ebene 
„sich  drehenden  Geraden  in  ihren  Schnittpunkten  mit  einem  Kreise 
„die  Normalen,  so  bilden  dieselben  einen  Strahlenbüschel  II.  0., 
„welcher  den  Punkt  M  zu  einem  Brennpunkt  hat.   Die  Einhüllungs- 
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„curve  ist  eine  Ellipse  der  Hyperbel,  je  nachdem  M  innerhalb  oder 
„ausserhalb  des  Kreises  liegt,  nnd  der  Strahlenbüschel  U.  0.  zerfallt 
„in  2  Strahlenbüschel  I.  0. ,  wenn  M  ein  Punkt  der  Peripherie  des 
„Kreises  ist." 

Maeht  man  nämlich  M  znm  Mittelpunkte  eines  allgemeinen  cir- 
cularen  Polarsystems  und  das  constante  Product  der  Abschnitte 
seiner  Sehnen  oder  Secanten  zur  Potenz  desselben,  so  erkennt  man 
unter  Beachtung  früherer  Ausführungen  sofort  die  Richtigkeit  des 
Satzes. 

In  der  Absicht,  nunmehr  eine  Reibe  von  Dreieckssätzen  mittelst 
des  allgemeinen  circulären  Polarsystems  abzuleiten,  bestimmen  wir 
uns  zunächst  ein  solches,  indem  wir  den  Eckpunkten  A,  jB,  C  eines 
Dreiecks  die  ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  nnd  dadurch  dem 
Höhenpunkt  H  desselben  die  unendlich  ferne  Gerade  als  ent- 
sprechende Elemente  zuweisen.  Dann  ist  die  Potenz  des  Systems 
gleich  dem  Producte  der  Höhenabschnitte  des  Dreiecks,  also  positiv, 
negativ  oder  null,  je  nachdem  dieses  spitz-,  stumpf-  oder  rechtwin- 
kelig ist 

Durchschneiden  wir  nun  die  Seiten  des  Dreiecks  mit  einer  Ge- 
raden g  in  den  Punkten  At,  JBU  Clt  dann  schneiden  sich  die  diesen 
Punkten  entsprechenden  und  durch  die  gegenüberliegenden  Eckpunkte 
A,  By  C  gehenden  Geraden  a, ,  ,  ct  in  einem  Punkte  O ,  welcher 
auf  der  Normalen  von  H  zu  g  liegt.  Da  ferner  diese  drei  Geraden 
normal  zu  den  Verbindungsgeraden  von  H  mit  den  Punkten  Au  Bly 
Ct  sind,  so  gilt  folgender,  übrigens  auch  leicht  elementar  abzuleiten- 
der Satz: 

„Verbindet  man  die  Punkte,  in  welchen  die  Seiten  eines  Drei- 
„ecks  von  einer  Geraden  getroffen  werden,  mit  dem  Höhenpunkt 
„desselben,  dann  gehen  die  drei  Normalen  ans  den  gegenüberliegen- 
den Eckpunkten  zu  diesen  Verbindungsgeraden  durch  einen  Punkt, 
„welcher  mit  dem  Höhenpunkt  auf  einer  Normalen  zu  jener  Geraden 
„liegt" 

Diesem  Satze  steht  ein  anderer  gegenüber,  zu  dessen  Ableitung 
es  keiner  weiteren  Erläuterung  bedarf: 

„Fällt  man  aus  dem  Höhenpunkt  eines  Dreiecks  die  Senkrechten 
„auf  drei  in  einem  Punkte  sich  schneidende  Ecktransversalen,  dann 
„liegen  die  Schnittpunkte  dieser  Senkrechten  mit  den  Gegenseiten 
„der  Transversalen  auf  einer  Geraden,  welche  normal  zu  den  Ver- 
„bindungsgeraden  jenes  Punktes  mit  dem  Höhenpunkt  ist." 
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Dem  Mittelpunkte  o  der  Seite  «  entspricht  diejenige  Gerade  a' 

darch  welche  normal  zu  der  Verbindungsgerade  aH  ist.  Da  nun 
o  Ton  der  unendlich  fernen  Geraden  g&  durch  die  Eckpunkte  B 
und  C  harmonisch  getrennt  ist,  so  ist  auch  die  Gerade  a'  von  dem 
Höhenpunkt  H  harmonisch  getrennt  durch  die  Seiten  b  und  c  Wir 
haben  also  folgenden  Satz: 

„Die  durch  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  von  dem  Höhenpunkt 
„desselben  harmonisch  getrennte  Gerade  ist  normal  zu  der  Geraden, 
„welche  den  Hühenpunkt  mit  der  Mitte  der  dritten  Seite  verbindet." 

Dem  Punkte  A\  in  welchem  die  Seite  a  von  der  Geraden  af 
getroffen  wird,  und  welcher  folglich  von  der  Höbe  zu  o  durch  die 
Eckpunkte  B  und  C  harmunisch  getrennt  ist,  entspricht  die  Mittel- 
linie ~Äa\  folglich  können  wir  sagen: 

„Die  Normale  aus  dem  Höhenpunkt  eines  Dreiecks  zu  einer 
„Mittellinie  desselben  trifft  die  gegenüberliegende  Seite  in  einem 
„Punkte,  welcher  von  der  Höhe  der  Seite  durch  die  Eckpunkte  der- 
„selben  harmonisch  getrennt  ist" 

Bestimmen  wir  nun  zu  jeder  Mittellinie  des  Dreiecks  den  ent- 
sprechenden Punkt,  so  erhalten  wir,  weil  die  drei  Mittellinien  durch 
einen  Punkt  S  gehen ,  drei  Punkte  einer  Geraden  #„  und  wir  er- 
kennen jetzt,  dass  diese  die  sogenannte  Harmonikale  des  Höhenpunktes 
ist   Zugleich  sehen  wir: 

.,Die  Harmonikale  des  Höhenpunktes  eines  Dreiecks  steht  senk- 
recht zu  der  Euler'schen  Geraden  desselben." 

Heisst  Q  der  Punkt,  in  welchem  #  von  HS  getroffen  wird,  dann 
ist  das  das  Product  SH.HQ  gleich  ;dem  Producte  der  Höhenab- 
scbnitte  des  Dreiecks.   Mithin  können  wir  weiter  folgern: 

„Die  drei  Kreise,  welche  durch  den  Schwerpunkt  eines  Dreiecks 
„gehen  und  die  Höben  desselben  als  Sehnen  fassen,  schneiden  sich 
„zum  zweiten  Male  in  demjenigen  Punkte  der  Euler'schen  Geraden, 
„durch  welchen  die  Harmonikale  des  Höhenpunktes  geht" 

Da  dem  Mittelpunkte  o  von  a  die  durch  H  von  b  und  e  harmo- 
nisch getrennte  Gerade  a'  entspricht,  so  hat  die  Mittelsenkrechte 
von  a  als  entsprechendes  Element  denjenigen  Punkt  von  a',  durch 
welchen  die  Paralleie  durch  H  zu  o  geht.  Weil  nun  die  drei  Mittel- 
senkrechten durch  einen  Punkt,  den  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck 
umgeschriebenen  Kreises  gehen,  so  ergibt  sich  folgender  Satz: 

„Bestimmt  mau  auf  den  3  Geraden,  welche  durch  den  Höhen- 
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„punkt  einos  Dreiecks  parallel  zu  den  Seiten  desselben  gezogen  sind, 
„die  vierten  dem  Höhenpunkte  harmonisch  zugeordneten  Punkte,  so 
„liegen  dieselben  auf  einer  Geraden,  die  normal  zu  der  Eulcr'schen 
„Geradon  des  Dreiecks  steht.  Dieselbe  ist  die  Polare  des  Höben- 
^punktos  bezüglich  derjenigen  Curve  II.  0.,  welche  die  Seiten  des 
„Dreiecks  berührt  und  den  Höhenpunkt  desselben  zu  einem  Brenn- 
punkt hat." 

Der  Satz  von  dem  Mittelpunkt  des  einem  Dreieck  eingeschrie- 
benen Kreises  lässt  sich  wie  folgt  übertragen: 

„Fällt  man  auf  die  Winkelhalbirungslinien  eines  Dreiecks  die 
„Seukrechton  aus  dem  Höhenpunkte  desselben,  so  liegen  deren  Schnitt- 
„puukte  mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  der  Halbirungslinien  auf 
„ciuor  Geradeu,  welche  normal  zu  der  Verbindungslinie  des  Höhen- 
„Punktes  mit  dem  Mittelpunkt  des  Inkreises  ist.  Diese  Gerade  ist 
„die  Polare  des  Höhenpuuktcs  bezüglich  einer  von  den  4  Curveu 
„II.  0.,  welche  durch  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  gehen  und  den 
„Höheupunkt  zu  einem  Brennpunkt  haben." 

Kino  interessante  Ucbcrtragung  gewährt  auch  der  Satz  vom 
Fouerbach'scheu  Kreise.  Den  Fusspunkten  der  Höben  enspreeben  in 
dorn  Polarsystem  die  Parallelen  durch  die  Eckpunkte  zu  den  gegen- 
überliegenden Seiten,  und  die  Mittelpunkte  der  Seiten  haben ,  wie 
bereits  früher  angegeben,  als  entsprechende  Gerade  diejenigen  Eck- 
transversalen,  welche  von  dem  Höhenpunkt  des  Dreiecks  harmouisch 
getreunt  sind  durch  dio  Seiten  desselben.  Ferner  entsprechen  den 
Mittelpunkten  der  oberen  Höhenabschnitte  diejenigen  Geradeu,  welche 
mit  den  Dreiecksseiteu  parallel  sind  und  von  ihnen  dieselbe  Ent- 
fernung haben  als  diese  von  dem  Höbenpuukt  des  Dreiecks.  Weil 
nun  die  erwäbuteu  D  Punkte  auf  einem  Kreise  liegen,  welcher  von 
den  vier  dem  Dreieck  an-  bzhw.  eingeschriebenen  Kreisen  berührt 
wird,  so  führt  uns  das  Polarsystera  zu  folgendem  Satze: 

„Zieht  man  durch  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  die  Parallelen 
„zu  den  Gegenseiten  und  von  dem  Höhenpunkt  durch  die  Seiten 
„harmonisch  getrennten  Geraden,  uud  bestimmt  man  ferner  die  zu 
„dem  Höhenpunktc  bezüglich  der  Seiten  symmetrisch  gelegenen  Ge- 
„radon,  so  umhüllen  diose  9  Geraden  eine  Curve  II.  0.,  welcho  den 
„Höhcnpuukt  des  Dreiecks  zu  eiuem  Brennpunkt  hat  und  von  den 
„vier  Curveu  II.  0.  berührt  wird,  welcho  durch  die  Eckpunkte  des 
»Dreiecks  gehen  und  ebenfalls  den  Höhenpunkt  zu  einem  Brennpunkt 
„haben." 

Hei  den  vorhergehenden  Betrachtungen,  die  sich  nach  vertchie- 
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denen  Richtungen  hin  noch  ausdehnen  Hessen,  war  der  Mittelpunkt 
des  Polarsystems  zugleich  der  Höhenpunkt  des  Dreiecks  ABC\  und 
dieses  selbst  ein  Poldreieck  des  Systems.  Wir  wollen  nun  das  Drei- 
eck ganz  beliebig  in  der  Ebene  des  Systems  annehmen,  so  dass  der 
Mittelpunkt  M  desselben  keine  ausgezeichneta  Lage  zu  ihm  bat. 
Dann  entsprechen  den  Eckpunkten  ABC  des  Dreiecks  die  Seiten 
ab'c'  eines  anderen  zu  ersterem  perspectivisch  gelegenen  Dreiecks 
and  den  Seiten  abc  des  ersteren  die  Eckpunkte  A'B'C'  des  zweiton. 
Die  unendlich  fernen  Puukte  auf  a,  b,  c  haben  als  entsprechende  Ele- 
mente die  Geraden,  welche  M  mit  A\  B\  C'  verbinden,  und  den 
Höhen  des  Dreiecks  ABC  entsprechen  diejenigen  Punkto  auf  den 
Seiten  a',  b',  c\  durch  welche  die  Normalen  des  Punktes  zu  seinen 
Verbindungsgeraden  mit  den  gegenüberliegenden  Eckpunkten  A'B'C" 
gehen.  Wail  nuu  die  Höhen  des  Dreiecks  ABC  in  einem  Punkte  // 
sich  treffen,  so  liegen  jene  3  Schnittpunkte  in  einer  Geraden  A,  wo- 
mit wir  folgenden  Satz  bewiesen  haben: 

„Die  Normalen  eines  Punktes  der  Ebene  zu  seinen  Vcrbiu- 
„dungsgeraden  mit  den  Eckpuukten  eines  Dreiecks  schneiden  dio 
„gegenüberliegenden  Seiten  desselben  in  drei  Punkten  einer  Gera- 
lden." 

Mit  Hülfe  dieses  so  einfach  gewonnenen  Satzes  lässt  sich  nun 
auch  sofort  der  Gauss-Bodenraillcr'sche  Satz  über  die  Kreise  ab- 
leiten ,  die  die  Diagonalen  eines  vollständigen  Vicrsoits  zu  Durch- 
messern haben.  Schneiden  sich  nämlich  in  dem  einfachen  Viereck 
ABCU,  dessen  beiden  Paare  von  Gegonseiten  durch  die  Punkto  B 
und  F  geheu  mögen,  die  über  den  Diagonalen  AC  und  BD  con- 

struirten  Kreise  in  den  Punkten  S  und  S',  dann  sind  SA  und  SD 
die  Verbindungsgeraden  des  Punktes  S  mit  den  Eckpunkten  A  uud 
D  des  Dreiecks  ADE,  uud  ihre  Normalen  durch  S  schneiden  dio 

gegenüberliegenden  Seiten  We  und  AE  in  den  Punkten  C  und  B. 
Folglich  wird  nach  dem  vorhergehenden  Satze  der  Punkt  F  ju  wel- 
chem die  Gerado  BC  die  dritte  Dreiecksseite  AD  schneidet,  mit  S 

durch  eine  Gerade  verbunden,  die  normal  ist  zu  der  Geradou  SE, 
oder  mit  anderen  Worten,  der  Kreis,  welcher  über  der  dritten  Dia- 
gonale EF  dos  vollständigen  Vicrseits  als  Durchmesser  coustruirt 
wird,  geht  auch  durch  S  und  S'. 

Aus  dorn  letzten  Satze  ersehen  wir,  dass  bei  einem  gegobenen 
Dreieck  zu  jedem  Punkto  M  eine  bestimmto  Gerade  h  gehört,  und 
es  lässt  sich  leicht  vermuten,  dass  bei  besonderer  Lage  des  Punktes 
M  zu  den  Eckpunkten  dos  Dreiecks  auch  die  Gerade  h  eine  aus- 
gezeichuetc  Lage  zu  demselben  einnimmt.   Wir  wollen  diese  Frage 
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untersuchen  für  den  Fall,  dass  M  mit  den  Eckpunkten  ABC  eines 
Dreiecks  auf  einem  Kreise  O  liegt.   Die  Geraden,  welche  durch  M 

normal  zu  MA  und  MB  gehen,  mögen  mit  v  unh  v'  and  ihre 
Schnittpunkto  mit  den  Seiten  a  und  b  mit  P  und  P'  bezeichnet 

werden,  so  dass  die  Gerade  h  identisch  ist  mit  PP\  Denkt  man 
sich  dann  die  Eckpunkte  A  und  B  fest,  den  Punkt  C  jedoch  auf  dem 

Kreise  beweglich,  dann  beschreiben  die  Geraden ~~ÄC  und  BC  zwei 
projectivische  Strahlenbüschel  I.  0.  und  mithin  ihre  Schnittpunkte 
P'  und  P  auf  den  Geraden  v'  und  v  zwei  projectivische  Punktroiben 
I.  0.  Diese  haben  den  Punkt  M  entsprechend  gemein,  folglich  gehen 
alle  Geraden  h  durch  einen  festen  Punkt.  Da  aber  sowol  der  durch 
den  zweiten  Kreispuukt  von  v  gehende  Durchmesser  des  Punktee  A, 
als  auch  der  durch  den  zweiten  Kreispunkt  von  v  gehende  Durch- 
messer von  B  zu  den  Geraden  h  gehört,  so  erkennen  wir,!  dass  der 
feste  Punkt,  um  den  sich  bei  der  Bewegung  von  C  auf  der  Peri- 
pherie des  Kreises  die  Gerade  A  dreht,  der  Mittelpunkt  O  dieser 
Curve  ist. 

Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 

„Zieht  man  durch  einen  Punkt,  welcher  mit  den  Eckpunkten 
„eines  Dreiecks  auf  einem  Kreise  liegt,  die  Normalen  zu  seinen 
„Verbindungsgeraden  mit  diesen  Eckpunkten,  so  treffen  dieselben  die 
„gegenüberliegenden  Dreiecksseiten  in  drei  Punkteu  einer  Geraden, 
„welche  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  geht" 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  führt  zu  folgender  Specialisirung 
des  Gauss-Bodenmiller'scben  Satzes: 

„Zieht  [man  eine  Gerade  durch  den  Mittelpunkt  des  Umkreises 
„eines  Dreiecks,  dann  liegt  auf  demselben  Kreise  der  eine  von  den 
„beiden  Schnittpunkten  der  drei  Kreise,  welche  die  Diagonalen  des 
„entstandenen  Yierseits  zu  Durchmessern  haben." 

Die  reeiproko  Figur  des  Kreises  O  in  dem  circulären  Polar- 
system, welches  den  Punkt  M  auf  der  Peripherie  zum  Mittelpunkt 
hat,  ist  eine  Parabel  mit  M  als  Brennpunkt.  Weil  nun  bezüglich 
jedes  dem  Kreise  eingeschriebenen  Dreiecks  die  Gerade  h  durch  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  geht,  und  diese  in  dem  reeiproken  Tangen- 
tendreieck der  Parabel  den  Höhenpunkt  als  entsprechendes  Element 
hat,  so  sind  wir  sofort  zu  dem  bekannten  Satze  geführt: 

„Der  Höbenschnittpunkt  aller  eigentlichen  Tangentendreiecken 
„einer  Parabel  liegen  auf  der  Directrix.u 

Wenn  der  Punkt  M  nicht  auf  der  Peripherie  des  dem  Drei- 
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eck  ABC  umgeschriebenen  Kreises  liegt,  dann  haben  die  projectivi- 
schen  Pnnktreihen  v(P)  and  t»*(i")  den  Punkt  M  nicht  entsprechend 
gemein.  Die  Geraden  * ,  welche  die  Punkte  P  und  P'  verbinden, 
beschreiben  also  jetzt  einen  Strahleubüschel  II.  0.,  von  welchem  2 
Strahlen,  nämlich  v  und  v  durch  M  gehen.  Durch  reeiproke  Ucber- 
tragung  dieser  Bdziehungeu  erhalten  wir  nun  folgenden  Satz: 

„Die  Höhenpunkte  aller  Tangentendreiecke  einer  Curve  II.  0., 
„welche  zwei  feste  Tangenten  mit  einer  beweglichen  bilden,  liegen 
„im  allgemeinen  auf  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  normal  zu 
„den  festen  Tangenten  sind." 

Dieser  Satz  kann  übrigens  auch  direct  mittelst  projectivischer 
Beziehungen  abgeleitet  werden. 

Kehren  wir  nun  wieder  zu  dem  ursprünglichen  Dreieck  ABC 
zurück,  um  vou  ihm  noch  einige  andere  Sätze  auf  seine  Polarfigur, 
das  Dreieck  A  B  C',  zu  übertragen. 

Wie  bereits  angegeben,  entsprechen  den  unendlich  fernen  Punkten 
auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  die  Geraden,  welche  den  Punkt 
M  mit  den  Eckpunkten  des  zweiten  verbinden.  Folglich  haben  die 
Mittelpunkte  der  Seiten  des  ersten  Dreiecks  in  dem  andern  diejenigen 
Ecktransversalen  als  entsprechende  Elemente,  welche  von  dem  Punkte 
3/  durch  die  Seiten  harmonisch  getrennt  sind.  Die  Schnittpunkte 
dieser  Ecktransversalen  mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  entspre- 
chen den  Mittellinien  des  Dreiecks  ABC  und  folglich  führt  uns  der 
Satz  von  den  Mittellinien  in  seiner  reeiproken  Uebertragung  zu  dem 
folgenden  bekannten  Satze: 

„Legt  man  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  die  Geraden,  welche 
„durch  die  Seiten  desselben  von  einem  Punkte  der  Ebene  harmo- 
nisch getrennt  sind,  so  liegen  deren  Schnittpunkte  mit  den  gegen- 
überliegenden Dreiecksseiten  auf  einer  Geraden/4 

Diese  Gerade  ist  die  Harmonikale  des  Punktes  M  in  Bezug  auf 
das  Dreieck  A'B'C  und  sie  werde,  weil  sie  dem  Schwerpunkt  S  des 
Dreiecks  ABC  entspricht,  mit  $  bezeichnet.  Lassen  wir  nun  M  mit 
S  zusamenfallen,  so  bewegt  sich  «  in's  Unendliche  und  folglich  er- 
kennen wir ,  dass  dann  auch  M  Schwerpunkt  des  zweiten  Dreiecks 
A'B'C  ist   Für  das  circuläre  Polarsystem  gilt  also  folgender  Satz: 

„Ist  der  Mittelpunkt  eines  circulären  Polarsystems  der  Schwer- 
punkt eines  Dreiecks  in  der  Ebene  desselben,  so  hat  auch  das  Polar- 
„dreieck  denselben  Punkt  zum  Schwerpunkt." 

Weiter  erkennen  wir  jetzt  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 
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„Legt  man  zu  jeder  Mittellinie  eines  Dreiecks  eine  Normale 
,,30,  dass  das  Product  der  beiden  Strecken  constant  ist,  in  welchen 
„die  Entfernung  eines  Eckpunktes  von  der  entsprechenden  Normalen 
„durch  den  Schwerpunkt  geteilt  wird,  so  liegt  das  von  den  Normalen 
„gebildete  Dreieck  zu  dem  ersteren  perspectiven  und  hat  mit  ihm 
„den  Schwerpunkt  gemein." 

Als  Anwendung  dieses  Satzes  ergibt  sich  weiter: 

„Zieht  man  zu  den  Mittellinien  eines  Dreiecks  in  ihren  zweiten 
„Schnittpunkten  mit  der  Peripherie  des  Umkreises  die  Normalen,  so 
„erhält  man  ein  Dreieck,  welches  mit  ersterem  perspectivisch  liegt 
„und  den  Schwerpunkt  gemeinsam  hat." 

Die  Sätze  über  die  andern  merkwürdigen  Punkte  lassen  sich  bei 
Voraussetzung^  einer  beliebigen  Lage  von  M  zu  dem  Dreieck  ebenso 
einfach  wie  die  vorhergehenden  übertragen. 

Wir  begnügen  uns  mit  dieser  Andeutung  der  leichten  Ausführ- 
barkeit und  wollen  nur  noch  folgendes  bemerken.  Fällt  der  Mittel- 
punkt des  dem  Dreieck  ABC  umgeschriebenen  Kreises  mit  M  zu- 
sammen, so  ist  dieser  Punkt  auch  der  Mittelpunkt  des  dem  Polar- 
dreieck A'B'C  eingeschriebenen  Kreises.  Mit  Hülfe  des  circulären 
Polarsystems  erkennt  man  daher  sofort  die  Richtigkeit  des  folgenden 
Satzes : 

„Ist  einem  Dreieck  ein  Kreis  umgeschrieben  und  zieht  man 
„durch  die  Gegenpunkte  des  Dreiecks  die  Tangenten,  so  erhält  man 
„ein  Dreieck,  welches  mit  ersterom  perspectivischo  Lage  hat." 
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III. 

Untersuchungen  zur  Theorie  der  Charaktere  der 
Krümmungslinien  auf  Röhrenflächen. 

Von 

A.  Ahrendt 

in  Rostock. 


Die  Charakteristikentheorie  der  Parallelcurven  ebener  Curven 
ist  zuerst  von  Cayley  gegeben  and  findet  sich  in  Salmon's  „Höheren 
Cnrven."  Die  den  ebenen  Parallelcurven  analogen  Gebilde  des  Rau- 
mes sind  die  Parallelflächen;  ihre  Charaktere  sind  in  ausführlicher 
Weise  von  Roberts  ')  untersucht.  Die  Untersuchung  der  Krümmungs- 
linien auf  Parallelflachen  hat  nun  das  Resultat  ergeben,  dass  sie  den 
Krümmungslinien  auf  den  Originalflächen  entsprechen*);  es  haben 
also  beide  Krümmungslinien  dieselbe  abwickelbare  Normalenflache. 
Oder:  Eine  Krümmnngsliuie  der  Parallelfläche  entsteht  als  Ort  der 
Endpunkte  gleich  langen  Strecken  o,  die  auf  den  Erzeugenden  der 
abwickelbaren  Nornialenflächo  längs  der  Origioalkrümmnngslinie  ab- 
getragen werden.  Die  Natur  der  abwickelbaren  Normalenfläche  hängt 
lediglich  von  der  Natur  der  Originalflache  ab.  Die  nachfolgenden 
Untersuchungen  sehen  nun  von  einer  bestimmten  Originalfläcbe  ab; 
zu  Grunde  gelegt  wird  eine  algebraische  Raumcurve,  und  untersucht 
wird  dann  diejenige  Curve,  die  entsteht  als  geometrischer  Ort  der 
Endpunkte  gleich  langer  Strecken,  die  auf  den  Erzeugenden  einer 
abwickelbaren  Flache  abgetragen  werden,  vorausgesetzt,  dass  diese 
Erzeugende  die  algebraische  Raumcurve  stets  senkrecht  schneiden. 


I)  Roberts,  Proceedinga  of  the  London  Math.  Society.  Vol.  IV.  1872. 
S)  Craig,  Crelkt  Journal,  Bund  93,  94. 
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Wie  gezeigt  werden  wird,  sind  solche  Curven  Krümmungslinien  auf 
Röhrenflächen.  Sie  Bind  Verall gemeinerangen  der  ebenen  Parallel- 
curven und  können  deshalb  anch  als  Parallelcurven  der  Raomcurve 
bezeichnet  werden. 

Die  folgenden  Untersuchungen  behandeln  das  Problem  nach  drei 
Seiten.  Sie  geben  erstens  eine  allgemeine  Theorie  der  Charaktere 
einer  räumlichen  Parallelcurve ;  sie  behandeln  zweitens  das  Problem 
für  den  Fall,  dass  die  Originalere  eine  Krümmungslinie  einer  Flache 
zweiten  Grades  ist,  und  sie  zeigen  drittens,  wie  die  Cayley'sche 
Theorie  der  ebenen  Parallelcurven  sich  durch  Special isirung  ergiebt 


I.  Allgemeine  Theorie  der  raumlichen  Parallelcurven. 

Es  sei  die  Curve  mter  Ordnung  C"*  ?orgelegt,  dann  versteht 
man  unter  der  Parallelcurve  derselben  eine  Curve,  die  als  geome- 
trischer Ort  der  Endpunkte  constanter  Strecken  g  entsteht,  die  auf 
den  Erzeugenden  einer  Torse  A  abgetragen  werden,  falls  diese  Er- 
zeugende die  C"*  stets  senkrecht  schneiden.  Es  soll  g  der  Para- 
meter oder  Modul  der  Parallelcurve  O"«  heisßen. 

Einem  jeden  Punkte  auf  C"  entsprechen  nach  dieser  Definition 
zwei  Punkte  auf  O"»,  und  daher  bat  C"«  doppelt  so  viele  Zweige 
als  C*. 

Von  vorn  herein  lassen  sich  zwei  Gassen  von  Parallelcarven 
unterscheiden.  Bei  der  ersten  ist  die  Torse  A  eine  Normalebene 
von  O",  und  C*«  daher  ein  Kreis  vom  Radius  g.  Die  Untersuchung 
dieser  Curven  soll  vorläufig  ausser  Acht  gelassen  werden. 

Der  zweiten  Classe  gehören  alle  Parallelcurven  an,  bei  denen  als 
Torse  A  keine  Normalebcne  zu  Grunde  gelegt  ist  Mit  ihnen  hat 
sich  die  folgende  Untersuchung  zu  beschäftigen.  Bleibt  der  Modul 
g  constant,  so  gehört  zu  C"  ein  einfach  unendliches  System  von 
Parallelcurven.  Denn  zu  einer  willkürlichen  Normale  von  O"  giebt 
es  nur  eine  einzige  sie  schneidende  Nachbarnormale,  da  die  Normal- 
ebene  im  benachbarten  Punkte  nur  einen  Punkt  mit  ihr  gemein  hat. 
Von  dieser  Normale  ans  lässt  sich  also  eine  Torse  A  obiger  Art 
nur  auf  eindeutige  Weise  bestimmen,  und  deshalb  giebt  es  zu  O*  so 
viele  Tonen  A,  als  es  Normalen  in  einem  willkürlichen  Punkt  giebt, 
d.  h.  ein  einfach  unendliches  System.  Eben  so  viele  Parallelcurven 
giebt  es  demgemass  vom  Modul  g.  Da  nun  g  auch  alle  Werte  von 
0  bis  00  annehmen  kann,  so  folgt,  dass  zu  O*  ein  zweifach  unend- 
liches System  von  Parallelcurven  gehört. 
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Eine  Röhreofläche  (raod  p)  lässt  sieb  definirea  als  geometrischer 
Ort  der  Endpunkte  von  Strecken  q,  die  anf  den  Normalen  von  C*1 
abgetragen  werden.  Jedem  Punkte  von  C*  entspricht  ein  Kreis  anf 
der  Röhrcufläche ,  uud  die  Tangentialebene  an  die  Röhreufl&che  in 
einem  Pnnktc  dieses  Kreises  ist  parallel  der  Tangente  an  O»  im 
entsprechenden  Punkte ;  überdies  ist  die  Verbindungslinie  des  Puuktes 
anf  C*  mit  dem  Berührungspunkte  der  Tangentialebene,  d.  i.  eine 
Kormale  zu  O",  auch  normal  zur  Taugcntialebeno.  Denn  sind 
die  laufenden  Coordinateu  von  Cm,  xyz  die  der  Röhrenfläche,  so  ist: 

x  =  £~\-QCt 

y  =  V+Qß 

nnd  es  gelten  dio  Bedingungen: 

ada  +  ßdß  +  ydy  —  0 
«d*  +  ßdn  +  yöt=0 

Hieraus  folgt 

<tdx-\-ßdy-\-  ydz  =  (a(K  +  ßdii+ydZ)-{-Q(ada-\-ßdß  +  ydy)  —  0 

nnd  dies  war  zu  beweisen. 

Nach  Dcfiuitiou  liegt  eino  Parallclcurvo  (mody)  auf  einer  Röh- 
renfläche (mod  q)  und  nach  Beweis  ist  die  Fläche  der  Normalen  der 
Röhrenfläche  längs  der  Parallelcurve  die  Torse  A\  mitbin  ist  dio 
Parallelcurvc  (modp)  eiue  Krümmuugsliuie  der  Röhrenfläche  (mode)- 
Und  wie  ersichtlich,  stellen  die  beiden  Classcn  von  Parallelcurven 
die  beiden  Schaaren  von  Krümmungslinien  dar;  die  eine  Schaar  be- 
steht aus  Kreisen  vom  Radius  q. 

Beschränkt  man  sich  auf  die  zweite  Schaar,  so  folgt,  dass  in 
entsprechenden  Punkten  P  und  Px  von  O"  und  Cm>  die  Tangenten 
parallel  sind.  Denn  die  Tangeute  in  Px  entsteht  als  Schnitt  der 
Tangentialebene  x  der  Torse  A  in  P\  die  Tangente  in  P  liegt  eben- 
falls in  x,  isi,  aber  parallel  der  Tangentialebene  der  Röhrenfläche; 
mithin  sind  die  Tangenten  in  P  uud  P,  parallel.  Die  Schmiegungs- 
ebenen  in  P  und  P„  als  durch  zwei  benachbarte  Tangenten  gehend, 
sind  hiernach  auch  parallel. 

Bezeichnen  nun  n  uud  v  die  Classe  und  den  Rang  von  O*,  so 
gehen  n  Schmiegungsebencn  von  Cm  durch  einen  willkürlichen  Punkt, 
nnd  v  Tangenten  durch  eine  willkürliche  Gerade;  n  Schmiegungs- 
ebenen  sind  einer  willkürlichen  Geraden ,  v  Tangenten  einer  will- 
kürlichen Ebene  parallel.  Daraus  folgen  für  d'ie  Parallelcurven  die 
Charaktere  nx  —  2n  und  v,  —  2v.    Hat  ferner  O  6  stationäre  Er- 

Ateh.  d  Math.  n.  Pbj».   2.  Reihe,  T.  IX.  3 
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zeugende,  so  folgt,  da  jeder  zwei  solche  auf  der  Parallelcurve  ent- 
sprechen, Bx  —  20. 

Zur  Bestimmung  der  Ordnung  m,  der  Parallelcurve  bestimmt 
man  dieselbe  für  den  Modul  null.  Die  Parallelcurve  besteht  für 
diesen  Fall  zunächst  aus  der  doppelt  zu  zählenden  Originalcurve,  da 
die  beiden  Zweige  dann  mit  der  Originalcurve  zusammenfallen.  Hinzu 
tritt  noch  ein  Gebilde,  dass  die  hinreichenden  und  notwendigen  Be- 
dingungen erfüllt,  zur  Curve  zu  gehören,  nämlich:  Erstens  muss  es 
zugleich  auf  der  Röhrenfläche  (modO)  und  auf  der  Torse  A  liegen; 
zweitens  muss  die  Torse  A  die  Röhrenfläche  längs  dieses  Gebildes 
orthogonal  schneiden;  drittens  müssen  die  Punkte  dos  Gebildes  von 
entsprechenden  Punkten  auf  Cm  den  Abstaud  0  haben.  Der  Begriff 
der  Orthogonalität  soll  in  der  Folge  so  gefasst  werden:  Eiuo  Ebene 
und  eine  Gerade  heissen  orthogonal  zu  einander,  falls  die  unendlich 
fernen  Elemente  dieser  Gebilde  sich  wie  Pol  und  Polare  in  Bezug 
auf  den  unendlich  fernen  Kugelkrcis  verhalten.  Betrachtet  man  nun 
einen  Punkt  P  auf  6™,  dessen  Taugente  durch  den  imaginären  Kugel- 
kreis geht,  so  kann  mau  die  durch  ihn  gehende  Erzeugende  e  der 
abwickelbaren  Fläche  A  als  Schnitt  der  Normalebene  v  in  P  mit  der 
entsprechenden  Tangentialebene  x  von  A  auffassen;  v  sowol  als  x 
gehen  durch  die  Taugente,  und  im  allgemeinen  coincidirt  r  nicht 
mit  v.  Dann  coiucidirt  aber  die  Normale  e  mit  der  Tangente  in  P, 
und  trägt  man  auf  der  Tangente  die  Strecke  p  =  0  ab ,  d.  h.  sehr 
klein,  so  sieht  man,  dass  die  Tangente,  die  ja  selbst  eine  Linie 
keiner  Länge  ist,  als  Teil  der  Parallelcurve  auftritt  Sie  erfüllt  alle 
obigen  Bedingungen,  da  die  Röhrenfläche  (modO)  identisch  ist  mit 
der  Torse,  die  C*  und  dem  Kugelkreis  zugleich  umschrieben  ist.  Man 
kommt  somit  zu  dem  Resultat,  dass  »4  gleich  2m  ist  vermehrt  um 
die  Zahl  der  Tangenten,  die  sich  von  dem  unendlich  fernen  Kugel* 
kreis  an  Cm  legen  lassen;  diese  Zahl  beträgt  2i>,  da  die  Ordnung 
der  Tangenteuflächc  vou  C*  gleich  v  ist;  mithin  hat  mau 

mt  -  2{m+v) 

An  diese  Grundformel  knüpfen  sich  zwei  Verallgemeinerungen 
an,  deren  erste  sich  auf  die  Natur  von  6™,  deren  zweite  auf  die  von 
A  sich  bezieht.  Wie  in  der  Geometrie  der  Ebene  folgt  nämlich, 
dass  falls  C™  $  mal  durch  deu  Kugelkrcis  geht  und  0  mal  die  un- 
endlich ferne  Ebene  berührt,  daun  die  Zahl  der  in  Rede  stehenden 
Tangenten  sich  um  2(s-{-o)  vermindert,  dass  also  ist 

w,  =  2(m-f  v)—  2(«  +  a) 

Wenn  zweitens  nicht  der  oben  genannte  allgemeine  Fall  eintritt, 
dass  v  von  x  verschieden  ist,  so  wird  e  nicht  mit  der  Taugente  in 
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P  coincidiren,  und  folglich  wird  sich  die  Ordnungszahl  am  eins  ver- 
ringern. Fallt  allgemein  in  X  Pnnkten  P,  durch  die  eine  imaginäre 
Kreistangente  geht,  die  Normalebene  v  mit  der  Tangentialebene 
t  zusammen,  so  wird  sich  die  Ordnung  um  X  verringern,  sodass 
die  Relation 

tJH  —  2(m-f-v)  —  2(£+o)  —  X 

stattfindet  Im  gewöhnlichem  Falle  wird  X  den  Wert  null  haben, 
wie  man  später  an  Beispielen  sehen  wird ;  aber  auf  eiuer  Röhren- 
tläche  kann  es  ausgezeichnete  Krümmungslinien  geben,  bei  denen  X 
einen  andereu  Zahlenwert  als  0  hat. 

Man  kann  dem  soebeu  gefundenen  Resultat  eine  geometrische 
Deutung  geben ,  falls  man  die  Zahl  der  durch  einen  willkürlichen 
Punkt  des  Raumes  gehenden  Normalebeuen  von  C"  bestimmt  Nimmt 
man  diesen  Punkt  im  Uuendlicheu  an,  so  bestimmt  sich  diese  Zahl 
zunächst  gleich  (m-{-v),  da  die  Normalebciie  iu  den  m  unendlich 
fernen  Punkten  von  C"  die  unendlich  ferne  Ebene  ist,  und  v  Tan- 
genten einer  Ebene  parallel  sind.  Iu  Abzug  kommt  die  Zahl  (f-{-<J) ; 
denn  jedesmal,  falls  Cm  durch  deu  Kugelkreis  geht,  fällt  nach  dem 
früher  gegebenen  Begriffe  der  Orthogonalität  die  Normalebeue  nicht 
mehr  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  zusammen;  und  jedesmal, 
falls  C*  die  unendlich  ferne  Ebene  berührt,  verringert  sich  die  Zahl 
der  einer  beliebigen  Ebene  parallelen  Taugeuten,  demnach  auch  die 
Zahl  der  Normalebenen  um  die  Einheit.  Man  kommt  somit  zu  dem 
Resultat,  dass  in  allen  Fällen  X  —  0  die  Ordnuug  der  Parallelcurve 
gleich  ist  dem  Doppelten  der  Anzahl  der  Normalebenen,  die  man 
durch  einen  willkürlichen  Punkt  des  Raumes  an  die  Originalcurve 
legen  kann. 

Berechnet  man  nun  für  deu  Fall  X  ■=  0  die  Zahl  der  stationären 
Punkte,  so  folgt 

ßt     3m, — 3vt  +1»!  +  0, 
-  2{3m-f  n+d  —  3t— 3a| 

Nach  Salmon,  Raum  II,  Art.  136.  ist  die  Ordnung  der  abwickel- 
baren Polarfläche  von  C*  gleich  (3m  -)-  n) ;  diese  Zahl  bestimmt  sich 
durch  Betrachtung  des  Schnitts  der  Polarfläche  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene;  hat  aber  O"  6  stationäre  Erzeugende,  so  treten  in 
den  unendlich  fernen  Schnitt  0  einfache  Gerade  ein ;  geht  C*  durch 
den  Kugelkreis,  so  kommt  eine  dreifache  Gerade  iu  Wegfall ;  berührt 
O»  die  unendlich  ferne  Ebene,  so  entsteht  eine  stationäre  Ebcuc; 
und  legt  man  durch  den  Berührungspunkt  einen  Schnitt  mit  Hülfe 
der  Schmiegungscbene ,  so  erkenut  man  nach  „Höhere  Curven,  Art. 
112**,  dass  eine  Verminderung  der  Ordnungszahl  um  drei  Einheiten 
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eintritt  Man  bat  also:  Die  Zahl  der  Cuspidalpunkte  einer  Parallel- 
curve  ist  gleich  dem  Doppelten  der  Orduungszahl  der  abwickelbaren 
Polarttächo  der  Originalcurve. 


II.   Untersuchung  der  Krümmungslinien  auf 
Röhrenflachen  der  Krümmungslinien  eines  Ellipsoids 

und  Paraboloids. 

Die  Krümmungslinien  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Grades 
haben  keine  speciellen  Lagen  zur  unendlich  fernen  Ebene  und  zum 
Kugelkreise;  es  ist 

t  =  a  =»  o 

Ferner  ist  nach  Salmon,  Raum  II,  Art.  110. 

m  =  4    n  =  12    v  =  8    0  =•  0 

Die  Charakteristik  X  hat  im  allgemeinen  don  Wert  0.  Denn 
bestimmt  man  die  Zahl  der  durch  ciuen  willkürlichen  Punkt  des 
Raumes  gehenden  Normalebeneu,  was  durch  eine  einfache  analytische 
Rechnung  geschieht,  so  fiudet  man  die  Zahl  l.\  Demnach  hat  man 
im  allgemeinen : 

2  . 12  =  2t4  +  8)-2(0+0)-A 
1  =  0 

Die  Ordnung  der  Krümmungslinic  der  Röhrenfläche  tist  somit  im 
Allgemeinen  gleich  24. 

Es  giebt  nun  auf  der  Röhrenfläche  zwei  ausgezeichnete  Krüm- 
mungslinicn,  deren  Ordnung  nur  gleich  16  ist;  sie  liegen,  die  eine 
auf  der  abwickelbarcu  Normalenflache  des  Ellipsoids,  die  andere 
auf  der  Normalenflächo  der  Confocalen,  falls  beide  Normalenflächen 
längs  der  Originalkrümmuugslinie  beschrieben  sind;  sie  liegen  also, 
die  eine  auf  der  Parallclflächc  des  Ellipsoids,  die  andere  auf  der  der 
Confocalen,  sind  Krümmungslinien  auf  diesen  Parallelflächen  uud 
sind  die  Berührungscurven  der  Parallel  flächen  mit  der  Röhrentiäche. 

Der  Nachweis,  dass  die  Ordnungszahl  der  so  definirten  ausge- 
zeichneten Krtimmungslinien  sich  auf  16  erniedrigt,  ist  durch  directo 
Gradabzählung  von  mir  geführt1);  es  erübrigt  nur  noch,  nachzu- 
weisen, dass  hier  die  vorhin  aufgestellte  allgemeine  Theorie  Gültig- 
keit hat.   Die  Originalcurve  C"  sei  definirt  durch 


1)  Untersuchungen  aber  üio  Purnllelflächen  der  Fliehen  tweiten  Grades. 
Dissen.    Rostock  1868. 
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a  a-j-u 

so  sind  die  Gleichungen  der  Flächennormale,  der  Tangente  an  O 
der  Normalen  zur  Confocaleu  (Normalen  zweiter  Art)  bezüglich: 

*— *o  r  _  y  — yo ,     «—  *o , 
'0  yo  ^0 

*—*a  y— y0  =—«o 


yoaoa(a+M)(*— "  «o'o^-f«)^- a)    f0yoc(c +M)(«— *) 
*o  y0  «o  r 

Bestimmt  man  diejenigen  Punkte,  für  die  die  Normalen  erster  Art, 
die  Tangenten  und  die  Normalen  zweiter  Art  durch  den  Kugelkreis 
gehen,  wofür  ja  die  Bedingung  gilt,  dass  die  Summe  der  Quadrate 
der  Richtungscosinus  gleich  null  ist,  so  findet  man  bezüglich: 

Ni  :    2o*(<:-*)(c-a)-c*(<?+M)  =  0 

?V  :    \^c-b){c-a)  —  c*{c  +  u)\\z<*{c-b){c-a)-c{c+u)*\ 

-  0 

Nui    zfic-tyic-a)  —  c(c+u)*  =  0 

Es  giebt  somit  16  Punkte  auf  Cm,  deren  Tangenten  durch  den  Ku- 
gelkreis gehen;  in  6  Punkten  von  diesen  geht  auch  die  Normale 
erster  Art,  in  den  8  übrigen  die  Normale  zweiter  Art  durch  den 
Kugelkreis. 

Berechnet  man  nun  die  Coordinaten  der  8  Punkte,  wo  die  Nor- 
malen erster  Art  durch  den  Kugelkreis  gehen,  und  bestimmt  für 
diese  Punkte  Px  das  Verhältniss  der  Richtungscosinus,  so  folgt: 

,V/  •  ]/  .  .  1/11«+« 

'    V  (a-c)(a  —  b)  '  V  (6  —  c)(6—  a)  '  V  (c—a){c—b) 

J*  '    V  (a-c)(a—b)  '  V  (b  —  c)(b—a)  '  \  (c  —  a)(c  —  b) 

„  a  b  

V{a  +  u)(a-c)(a-b)  ''  V(6+u) (b-c)(b-a) 

c 


V(c  +  u)(c-«).(c-A) 


d.  h.  in  den  8  Punkten  P1  coincidiren  die  Normalen  erster  Art  mit 
den  Tangenten.    Ebenso  folgt,  dass  in  den  8  Punkten  i',,  wo  die 
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Normaleu  zweiter  Art  durch  den  Kugelkreis  geben,  diese  mit  den 
Tangenten  coincidiren,  während  dasselbe  hier  nicht  von  den  Nor- 
malen erster  Art  gilt 

Man  betrachte  nnn  die  Parallelcurve,  die  auf  der  von  Normalen 
erster  Art  gebildeten  Normalenfläche  liegt,  dann  steht  Nu  stets 
senkrecht  zu  einer  Tangentialebene  x  dieser  Normalenfläche  A\  in 
den  Punkten  P,  sowol  als  in  P%  liegen  die  Normalen  erster  und 
zweiter  Art  in  den  betreffenden  Normalebenen  t;  in  P,  coincidirt 
nun  Ni  mit  Tg\  Nu  tut  das  nicht;  d.  h.  also,  es  coincidiren  x  und 
v  nicht  In  den  Punkten  P9  dagegen  coincidirt  iV/j  mit  Tg\  Ni  tut 
das  nicht;  folglich  coincidiren  in  diesen  Punkten  x  und  v.  Die 
Punkte  ij  sind  mithin  Ausnahmepunkte  im  froheren  Sinne;  und  da 
es  8  solche  giebt,  so  ist  X  =  8.  Eine  gleiche  Betrachtung  gilt  für 
diejenige  Parallelcurve,  bei"  der  als  Torse  A  die  Flache  der  Nor- 
malen zweiter  Art  zu  Grunde  gelegt  ist 

Wie  zu  erwarten,  gilt  eine  analoge  Betrachtung  für  die  Krüm- 
mungslinie  eines  Paraboloids.  Nach  Salmon,  Raum  II,  Art  111.  ist 
für  diesen  Fall 

m  «  4      n=  6      v  —  6      6  —  0 

und  da  die  Curve  den  Kugelkreis  nicht  trifft,  dagegen  die  unendlich 
ferne  Ebene  in  zwei  Punkten  berührt,  so  folgt 

c  «=»  0      o  —  2 

Durch  einen  willkürlichen  Punkt  des  Raumes  lassen  sich  nun  8 
Normalebenen  an  die  Curve  legen,  und  daher  ist 

2.8  =  2(4  +  6)-  2(2+0) -l 
X  =  0 

Es  giebt  nun  zwei  ausgezeichnete  Parallelcurven  der  Krümmungs- 
linie, dio  die  Charakteristik  X  —  4  besitzen.  Bei  ihnen  ist  entweder 
die  abwickelbare  Normal  fläche  des  Paraboloids  oder  die  der  Con- 
focalen  zu  Grunde  gelegt;  sie  sind  zugleich  Krümmungslinien  auf 
der  Röhrenflache  und  einer  der  Parallelflachen  entweder  des  Paro- 
boloids  oder  der  Confocalen;  die  beiden  Parallelflächen  berühren  die 
Röhrenfläche  längs  dieser  beiden  Krümmungslinien. 

Der  Existenzbeweis  für  die  ausgezeichneten  Parallelcurven  ist 
dem  vorigen  analog  und  soll  deshalb  nur  so  weit  durchgeführt  wer- 
den, bis  man  sieht,  dass  man  auf  A  —  4,  im  Gegensatz  zum  vorigen 
X  =  8  kommt  Die  Krümmungslinie  sei 
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so  sind  die  Gleichungen  der  Normale  erster  Art,  der  Tangente  and 
der  Nonnale  zweiter  Art: 


x  —  x0 


-"y0  =  -(*-*o) 


y0       ^  ^        *oyo       *  — « 

-^-(a+a;  =  — ^—(Ä+u)  —  — —  (c  +  u) 

Bestimmt  man  nun  die  Punkte  der  Krümmungslinie,  wo  die  Nor- 
malen erster  Art,  die  Tangenten  und  die  Normalen  zweiter  Art  durch 
den  Kugelkreis  geben,  so  findet  man 

2*o+u+a+&  =  0 
(2z0+u+a  +  b)(2z0+2u+a  +  b)  -  0 
2jzo  +  2M+a+&  =  0 

und  diese  Gleichungen  lehren,  dass  es  in  der  vorigen  Bezeichnung 
vier  Punkte  Px  und  vier  Punkte  P,  giebt.  In  bekannter  Weise  folgt 
dann  1  =  4. 

Fasst  man  die  bisherigen  Resultate  zusammen,  so  folgt,  dass  es 
auf  der  Robrenfläche  einer  Krümmungslinie  einer  Fläche  zweiten 
Grades  zwei  zweizweigige  ausgezeichnete  Krümmungslinien  giebt 
In  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Charaktere  der  Originalcurve,  die 
der  Krümmungslinien  der  Röhrenfläche  und  die  der  ausgezeichneten 
Krümmnngslinien  zusammengestellt;  dieselben  bestimmen  sich  auB 
vier  bekannten  Charakteren  mit  Hülfe  der  Cayley-Plücker'schen 
Formeln. 
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Ahrendt:  Untersuchungen  zur  Theorie  dir  Charaktere 


Cha- 
rakter 


Centrische  Fläche  zweitcu 
Grades. 


Krüm- 
ln ungs- 
linie 


Kl.  der 
Röh- 
renfl. 


Ausgez. 

Kl.  der 
Röh- 
renfl. 


Nicht  centrische  Fläche 
zweiten  Grades. 


Krüm- 
muugs- 
linic 


Kl.  der 
Röh- 
renfl. 


m 

4 

24 

16 

4 

16 

12 

n 

12 

24 

24 

6 

12 

12 

V 

8 

16 

16 

6 

12 

12 

ß 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

ß 

0 

48 

24 

0 

24 

12 

et 

16 

48 

40 

4 

16 

12 

h  +  D 

2 

196 

76 

3 

78 

42 

x+d 

72 

84 

6 

36 

42 

y+d 

t 

72 

76 

4 

40 

42 

9+* 

|  38 

196 

208 

6 

36 

42 

Ausgez. 

Kl.  der 
Röh- 
rentl. 


III.   Specialisirung  dos  Problems  für  ebene  Curven. 

Ist  dio  Originalcurvc  eben,  ist  also  n  =  0,  so  ist  auch  jedo  Pa- 
rallelcurve  eben ;  denn  es  ist  n,  -»  2n  =»  0.  Die  Ebene  *,  der  Pa- 
rallelcurve  ist  parallel  der  Ebene  c  der  Originalcurve ,  da  die 
Scbmiegungscbenen  in  entsprechenden  Punkten  parallel  sind.  Das 
Stück  einer  Erzeugenden  der  zu  Grunde  gelegten  Torso  A  zwischen 
beiden  Ebenen  ist  nach  Constructiou  von  constanter  Länge  p,  uud 
daraus  folgt,  dass  allo  Erzeugenden  gegen  e  gleich  geneigt  sind. 
Sieht  man  nun  C"  als  ebene  Krümmungslinic  an ,  so  ist  eine  der 
Torsen  A  die  abwickelbare  Normalenfläche,  und  man  hat  den  Satz: 
Besitzt  eine  algebraische  Fläche  eine  ebene  Krümmungslinie,  so  sind 
die  Erzeugenden  der  zu  ihr  gehörigen  abwickelbaren  Normalenfläche 
gegen  die  Ebene  der  Krümmunglinie  gleich  geneigt;  d.  i.  das 
Joachimstharsche  Theorem. 

Die  Krtimungslinien  der  Röhrenfläche  einer  ebenen  Curve  liegen 
in  Ebenen,  die  parallel  sind  der  Ebene  e  der  Curve;  jedoch  ist  zu 
beachten,  dass  ein  solcher  ebener  Schnitt  nicht  Krümmungslinie  ist 
im  früheren  Sinne,  da  diese  stets  aus  zwei  Zweigen  besteht,  die  iu 
getrennten  von  t  äquidistanten  Ebenen  liegen.  Bei  Röhrenflächen 
dieser  Art  giebt  es  nun  stets  zwei  ausgezeichnete  Krümmungsliuien-, 
die  erste  ist  der  Schnitt  der  Röhrenfläche  mit  der  Ebene  e,  und  sie 
ist  cbarakterisirt  durch  k  =  0,  d.  h.  X  Minimum;  sie  ist  die  ebene 
Parallelcurve  (modp)  von  Cm.   Die  zweite  ist  der  Schnitt  der  Röhren- 
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fläche  mit  dorn  über  O"  errichteten  Cylindcr;  sie  ist  charakterisirt 
durch  den  Maximalwert  von  A;  so  oft  sich  eine  Tangente  vom  Kugcl- 
kreise  an  C"  ziehen  lässt,  so  oft'  eoincidiren  x  und  v;  und  da 
sich  (2v  —  2t  —  2o)  Taugenten  ziehen  lassen,  so  folgt  m,  =  2m,  d.h. 
diese  Krümmuugslinie  ist  identisch  mit  der  doppelt  zu  zählenden 
Originalcurvc.  —  Für  die  nicht  ausgezeichneten  Krüramungslinien 
ist  i  =  0;  ihre  Projectionen  bestehen  aus  den  ebenen  Parallolcurven 
von  C»  (modp.cos«),  und  ihre  beiden  Zweige  liegen  in  Ebenen  t' 
und  t",  die  deu  Abstand  p.sina  zu  beiden  Seiten  vou  c  haben.  Die 
Charaktere  dieser  Krümmuugslinieu,  als  Raumcurven  angesehen, 
folgen  aus  den  allgemeinen  Formeln  für  n  0,  l  =  0.  Diese  Spe- 
cialisirung  bat  keine  Schwierigkeit  und  soll  deshalb  übergangen 
werden. 

Wichtiger  sind  die  Spccialisirungen ,  die  sich  für  die  ebenen 
Parallelcurven  ergeben.   Wir  bezeichnen  mit 

p  die  Ordnung,  x  die  Spitzenzahl 

v  die  Classe,  «  die  Inflexionspunktzahl 

ö  die  Doppelpunktzahl,  t  die  Doppeltaugentenzahl 

einer  ebenen  Curve,  und  die  Charaktere  einer  Raumcurvo  mit  den 
Zeichen,  wie  sie  Salmon,  Raum  II,  Art  88  einführt,  so  ist,  falls  dio 
Raumcurve  zur  ebenen  wird: 


m  —  fi 

6  =  i 

£ 

=  E 

n  -0 

D  -  S 

y  =  0 

o 

==  0 

V  =  V 

d    —  T 

h  -  0 

X 

=  0 

Hier  giebt  e  die  Zahl  an,  wie  oft  die  ebene  Curve  durch  einen  Kreis- 
punkt geht,  und  a  die  Zahl  ihrer  Berührungen  mit  der  uuendlich 
fernen  Geraden. 

Die  ebene  Parallelcurve  von  &  ist  ein  speciellcr  Fall  der  räum- 
lichen Parallclcurve ,  da  die  Ebene  von  O1  ein  specieller  Fall  der 
Torsen  A  ist.   Nach  früherem  bestehen  uuu  die  Gleichungen: 


=  2(m  +  v)-2(t  +  o)-k 

Vi 

=  2v 

=  2n 

—  26 

—  3m,—  $vl  +  n1  +  6l 

-  vi(v,-l)  — «,—3(11,  +  ^) 

2(*i  +  i>.) 

—  m^mj  — 10) -f-8v,  -3«,  -30! 
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und  diese  Gleichungen  gehen  für  den  Fall  der  ebenen  Parallelcurve 
über  in: 

f*i-2O*+v)-2(t  +  0) 
v,  ~  2v 
*i  =»  2t 

x,  —  2(x-f-3v)  — 6(«+«) 
2*,  =  f*1(fi1-10)  +  8v1-3*1 

d.  8.  die  Charaktere  der  ebenen  Parallelcurven,  wie  sie  Cayley  direct 
bestimmt  hat 

Ist  O"  eine  ebeue  Curve,  so  ist  die  Zahl  der  durch  einen  will- 
kürlichen Punkt  des  Raumes  gehenden  Normalcbencn  gleich  der  Zahl 
der  durch  einen  willkürlichen  Punkt  der  Curvenebene  gehenden 
Normalen ;  weil  für  ciue  ebene  Parallelcurve  überdies  il  «  0  ist,  so 
folgt,  dass  die  Ordnung  einer  ebenen  Parallelcurve  gleich  ist  dem 
Doppelten  der  Anzahl  von  Normalen,  die  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Ebene  an  O"  legen  kann.  Und  da  für  eine  ebene  Curve 
die  abwickelbare  Polarfläche  übergeht  in  den  Cylinder,  der  über  der 
Evolute  errichtet  ist,  dieser  Cylinder  aber  dieselbe  Ordnung  hat  wie 
die  Evolute,  so  folgt:  Die  Zahl  der  Spitzen  einer  ebenen  Parallel- 
curve ist  gleich  dem  Doppelten  der  Ordnungszahl  der  Evolute  der 
Originalcurve.  —  Diese  beiden  letzten  Sätze,  die  also  durch  Spe- 
cialisirung  erhalten  sind,  sind  bereits  früher  ausgesprochen,  cf.  Sal- 
mon,  Höhere  Curven",  Art  111,  112,  118. 
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IV. 

Zur  Goursat'schen  Reduction  des  Problems 
der  Bestimmung  der  Curven  durch  die  Relation 
zwischen  Krümmungs-  und  Torsionswinkel. 

Von 

R.  Hoppe. 


In  der  Abhandlung  C.  des  1.  Bandes  der  Annales  de  la  Faculte 
des  Sciences  de  Toulouse,  betitelt:  Snr  nn  probleme  relatif  aux 
courbes  ä  double  conrbure,  hat  £.  Goursat  das  Problem,  eine 
Curve  darzustellen,  deren  Krümmungs-  und  Torsionswinkel  in  ge- 
gebener Relation  stehen,  in  andrer  Weise  als  ich  es  in  Crelle  J.  LX. 
182  getan  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  2.  Ordnung  zurück- 
geführt. Die  zwei  Functionen,  welche  einzeln  den  zwei  Gleichungen 
genügen,  stehen  in  keiner  sichtlichen  Beziehung.  Auch  die  Coeffi- 
cienten  sind  anscheinend  von  verschiedener  Form-,  ihre  wirkliche 
sehr  einfache  Beziehung,  welche  von  Interesse  ist,  wird  sich  später 
ergeben. 

Es  ist  klar,  dass  das  Problem  kein  verschiedenes  ist,  mag  man 
die  Relationen  zwischen  Bogen,  Krümmung  und  Torsion  als  gegeben, 
die  Coordinaten  als  gesucht,  oder  die  Relation  zwischen  Krümmungs- 
und Torsionswinkel  als  gegeben,  die  Tangentialrichtung  als  gesucht 
aufstellen.  Denn  um  das  Problem  in  Angriff  zu  nehmen,  ist  man 
gleich  anfangs  genötigt,  von  den  Coordinaten,  deren  Differentiale 
sich  nur  durch  den  Factor  Bs  von  den  Richtungscosinus  der  Tangente 
unterscheiden,  auf  letztere  überzugehen,  und  von  da  an  hat  die  ganze 
Untersuchung  mit  dem  Bogenelement  d$  nichts  mehr  zu  tun.  Auch 
Goursat  erklärt  das  Problem  für  gelöst,  sobald  die  Tangentialrich- 
tungen  gefunden  sind,  da  ja  nur  Quadraturen  übrig  bleiben.  Aber 
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anstatt  nun  dio  Rechnung  von  dem  überflüssigen  Element  Bs,  welches 
sich  gleich  anfangs  als  Factor  weghebt,  zu  befreien,  behält  er  nicht 
nur  diesen  unnützen  Ballast  überall  bei,  sondern  führt  auch  *  als 
uuabhäugige  Variable  in  alle  Differentiationen  ein.  Infolge  dessen 
ist  nun  die  Untersuchung  weit  länger  und  umständlicher,  das  Re- 
sultat complicirter  geworden,  als  es  bei  richtiger  Erkenntniss  der 
Sachlage  der  Fall  gewesen  wäre. 

Dies  gibt  mir  Anlass,  die  von  Goursat  entdeckt«  Reduction,  im 
wesentlichen  nach  seiner  Methode,  aber  mit  Ausscheidung  des  nicht 
hingehörigen  Bogenelemeuts,  im  Folgenden  nochmals  herzuleiten, 
woran  sich  dann  weitere  Fragen  knüpfen  werden.  Um  Unterbrechun- 
gen zu  meiden,  schicke  ich  einige  Bemerkungen  über  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen 2.  uud  3.  Ordnung  voraus. 


§.  1.   Besondere  Form  der  zweiten  Lösung  einer 
linearen  G.leichung  2.  Ordnung. 

Sind  2  lineare  Gleichungen  2.  Ordnung 

y'+pv'+cy  =  0;     z"+qz'+dz  -  o  (l) 

gegeben,  so  lässt  sich  die  Bedingung,  unter  der  einer  Lösung  y  der 
ersten  Gleichung  eine  Lösung  der  zweiten 

*  =  uy' 

für  irgend  ein  u  entspricht,  für  beliebige  p,  q,  c  stets  durch  d  er- 
füllen. Diese  Bedingung  vereinfacht  sich  sehr,  wenn  c  constant  ist, 
was  wir  hier  annehmen  wollen.  Dann  findet  man  durch  Differen- 
tiation mit  Anwendung  der  ersten  Gl.  (1): 

z'  -=  («'—  pu)y'—  cuy 

z"  -  \u"  —  2pu'  +  (p*  —  p'  —  c)u)y'  —  c(2u'—  pu)y 

Führt  man  diese  Werte  in  die  zweite  Gl.  (1)  ein  und  lässt  letztere 
durch  die  Coefficienten  von  y  und  y'  erfüllen,  so  erhält  man  die  2 
Gleichungen : 

-  (2p -q)'£  +  p*-pq-p'-(c-d)  «  0 


und  nach  Elimination  von  -  : 
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Xp-q)(p+q)-i(p+<iY-(c-d)  -o  (3) 

Dies  ist  die  allgemeino  Bedingung.  Sind  hier  />,  q  uud  <?,  d 
conjugirt,  so  ist 

and,  wenn  man 

p  =  a4~^i       q=za  —  ü\       c  =  b-\-U\       d  =  b — ie 

setzt, 

a/  —  2« 

aiio  entweder  t  constant  oder  a  und  e  null.  Der  erste  Fall,  wo  alle 
Coefficienten  der  Gl.  (1)  constaut  sind,  hat  kein  Interesse.  Im  zweiten 
werden  die  Gl.  (1)  und  (2): 

y"  +  Üy'  +  cy  =  0;       «"  —  *«'  +  <*-(>  (4) 

u 

wo  i  nnd  c  reell,  nnd  c  constant  ist.  Da  nun  die  zweite  Gleichung 
für  den  conjugirten  Wert  von  z  in  dio  erste  übergeht,  so  ist  der 
conjugirte  Wert  von  ny'  eine  zweite  Lösung  der  ersten. 


§.  2.   Reduction  einer  linearen  Gleichung  3.  Ordnung 
auf  eine  solche  2.  Orduung. 

Sei 

»"  +  ^  +  ^-0  (5) 

und 

x  y* 

so  erhalt  man: 

x'  -  2yy' 
x"  -  2y'*-2ayy'-2by* 
x"  =  —  6«/*  +  2(af  —  a  —  U)yy' +  2(ab  -  b')y* 

und  nach  Elimination  von  y,%,  yy\  y*: 

+  3ax"  +  (2a*+a'+4b)x'+i2(2ab  +  b';z  =  Ö  (6) 

Damit  diese  Gleichung  mit  einer  gegebenen 

xm+Ax"+Bx'  +  Cx  -  0 

identisch  sein  köune,  haben  a  und  4  drei  Gleichuogcn  zu  erfüllen. 
Elimiuirt  man  a  und  6,  so  bleibt  die  Bedingungsgleichung: 

2A*  +  IbA  A'  +  9A" — 9  AB  —  27    +  54C  =  0  (7) 

Ist  diese  durch  C  erfüllt,  so  hat  mau  : 


Digitized  by  Google 


46    Hoppe:  Zur  Goursaf  sehen  Reduetion  de*  Probleme  der  Bestimmung 

Sind  y  und  »  zwei  nicht  linear  abhängige  Lösungen  der  Gl.  (5) ,  80 
ist  auch  oy-f*  ftz  für  constante  a,  ß  eine  solche,  folglich  sind 

*  =  y»,    z*  (oy 

nnd  eben  deshalb  auch 

r  =  *',    «*,    y»  (9) 
Lösungen  von  Gl  (5).   Wäre  aber  für  irgend  welche  constante  «, 

Ar 

so  wäre  auch  -  constant  Demoach  sind  auch  dio  Werte  (9)  drei 
linear  unabhängige  Lösungen  von  Gl.  (5). 


§.  3.   Gleichung  3.  Ordnuug  zur  Bestimmung  einer 
Cnrve  aus  der  Relation  zwischen  Krummungs-  und 

Torsionswinkel. 

Seien  f,  g,  h  die  Richtungscosinua  der  Tangente,  f\  g\  h*  die 
der  Hauptnorraale,  J,  w,  n  die  der  Binormale,  8t,  da  die  Winkel 
zwischen  der  Taugente,  Biuormale,  Hauptnormale  und  ihren  respee- 
tiven  Consecutiven  (mithin  t,  a  der  Krummugswiukel ,  Torsions- 
winkel und  Torsionsbogen)  und 

0T  =  a<rco8A;  =  da  sink 

Ferner  sei 

x-f+  ü 

dann  erhalt  man  durch  successive  Differentiation : 

-2.(*8inA-/C08i)^}  t~A 
und  nach  Elimination  von/,  /',  /  zwischen  allen  4  Gleichungen: 


+«EB+f'-«(S),+'S]£-Mg.-o  (,o, 


Dieselbe  Gleichung  muss  auch  hervorgehen,  wenn  man 
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x  =  g  — |—  1 77i    oder    x  =  A  +  tn 

setzt  ;  daher  ist 

x  -  a(/4-tf)+/5fo+*m)  +  y(Ä  +  »n) 

der  allgemeinste  Wert  jeder  Lösung  von  Gl.  (10)  und  dieser  gebt 
für  irgend  eine  Lage  des  Coordinateuaxensystems  oder  der  Curve 
relativ  zu  demselben  über  in 

«-&(/+.'!)  (11) 

Jede  Lösung  von  Gl.  (10)  entspricht  demnach  in  der  Bedeutung  (11) 
einer  Curve,  wie  umgekehrt  der  Wert  (11)  für  jede  Curve,  deren  l 
dieselbe  gegebene  Function  von  a  ist,  die  Gl.  (10)  befriedigt.  Statt 
der  Relation  zwischen  a  und  k  kann  aber  auch  die  Relation  zwischen 
t  und  #  gegeben  sein;  denn  jede  von  beiden  bestimmt  die  andre. 

Hierbei  ist  indes  zu  beachten,  dass  «,  /?,  y,  k  im  allgemeinen 
comp  lex  sind,  die  Lage  der  Curve  also,  wenn  nur  die  Gl.  (10)  zu- 
grunde liegt,  nicht  als  reelle  vorausgesetzt  werden  darf. 


§.  4.    Reduction  der  Gleichung  3.  Ordnung  auf  eine 
lineare  Gleichung  2.  Ordnung. 

Die  Gl.  (10)  stimmt  schon  völlig  mit  Gl.  (6)  ttberein,  wenn  man 

setzt.    Gl.  (5)  lautet  danu: 

d2y       dl  dy  . 

Jeder  Lösung  derselben  y  entspricht  eine  Lösung 
von  Gl.  (10). 

Gl.  (12)  hat  die  Form  von  Gl.  (4),  und  zwar  ist  daselbst  a  die 
unabhängige  Variable, 

Bl        du      iBk  a 
daher  genügt  der  conjugirten  Gleichung 

und,  wenn  y,  dem  y  conjugirt  ist,  so  sind 
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y,     |'e-'  (13) 

die  zwei  Lösuugeu  voii  Gl.  (12). 

Die  entsprechenden  Lösungen  von  Gl.  (10)  sind  3  homogene 
lineare  Functionen  der  3  Werte  (9).   Da  aber 

(/,+  Ä)1  +  ^  +  »m),  +  (A  +  ',»)f  -  0  (14) 

ist,  so  müssen  sie  eine  Quadratsummc  null  haben.  Dem  genügt  das 
System 

f+U  -  yr;       g  +  im  -  ^ +  A  +  i»  =         -  *f) 

Jedes  andre  System  würde  aus  diesem  speeielieu  durch  Orthogonal- 
substitution hervorgehen. 

§.  5.   Darstellung  der  Richtuugscosinus  der  Tangente, 

Haupt-  und  Biuormale. 

Jede  der  2  Lösungen  (13)  der  Gl.  (12)  ist  mit  einem  willkür- 
lichen constanteu  Factor  verbunden,  der  durch  die  Bedingung  (14) 
nicht  controlirt  wird.  Bezeichnet  y  eine  beliebige  Lösung,  so 
enthält  es  diesen  Factor  implicit.  Der  Factor  der  zweiten  Lusuug 
ergibt  sich  zuerst,  wenn  man  durch  Differentiation  von  g-\-im  den 
Wert  von  g'  entwickelt,  durch  die  Bedinguug,  dass  g'  reell  sei.  Er  ist 

c  «  2 

was  wir  im  voraus  annehmen  und  nachträglich  controliren.  Hann 
hat  man: 

f+il  -  2»  i  +  im  =  ^+4  g*)V^]  (15) 

*+»=j[»,-*(S',)Vm] 

Dies  differentiirt  und  mit  c'A  multiplicirt  gibt: 

/•-•SS?-»»*  <i6> 
'-■(»*c4-»2,«-a) 

sämtlich  der  Form  zufolge  reell. 
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Zum  Beweise,  dass  f,  g,  h  der  Tangente  einer  Curve  entspre- 
chen, ist  noch  die  Orthogonalität  derselben  und  der  Haupt-  und 
Binormale  zu  prüfen.   Es  muss  sein 

P  +  P+f*  -  9*+m*+9'*  -  A2+ n'+A'«  -  1  (16*) 
Man  findet  übereinstimmend: 

=       gjF+k*)*  (l7> 

Difforentiirt  man  die  Grösse  zur  Rechten,  so  kommt: 

Die  3  Quadratsummcu  (16*)  sind  daher  von  selbst  derselben  Con- 
stanten gleich,  und  diese  ist  =»  1  zu  setzen.  Bedingung  also  für  y 
ist,  dass  die  vermöge  der  Gl.  (17*)  constante  Grösse 

ist  Der  Ausdruck  dieser  Grösse  bleibt  immer  derselbe,  weun  man 
für  y  eiuo  Lösung  von  Gl.  (12) 

substituirt;  nur  kommt  der  constante  Factor  a'-|-jÄ*  hinzu. 

§.  6.   Reelle  Elemente  der  Lösungen  der  Gleichung 

2.  Ordnung. 

Sei  y  —  pe",  p  und  v  reell;  dann  gehen  aus  Gl.  (12)  die  2 
reellen  Gleichungen  hervor: 


W  80  8a  =  0 

8p  8»      8*t>  ,  8p  8JI 

2  sä  §s+,,är»+äff  ai_0 


(19) 


8/L 

woraus  nach  Elimination  von  ^ 


8p  8V,    Bp/dvy      tdv  8»v  8p 

8a  8"ö*  +  p8a^8öj  +  *  8a"  85*  +     8i  "  0 

integrirt  und  mit  Bestimmung  der  Constanten  durch  Gl.  (18) 

Areh.  4.  M.tk.  u.  Phy».   2.  Keih«,  T.  IX.  4 
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(»)Ä + pt  (£)Ä + ipt  -  con8t  ~  *  <*» 

Erfüllt  man  diese  Gleichung  durch 

8»  8» 
7)-V2sing>;    a~  -  fcos*;   a~  -  J cot <p sin y  (21) 

so  geben  die  Gl.  (19)  Übereinstimmend: 


da 


«=  —  cot2(psint//  (22) 


Die  4  Gl.  (21)  (22)  drücken  in  einfachster  reeller  Form  den  Zu- 
sammenhang zwischen  den  gegebenen  A,  a  und  gesuchten  p,  v  aus. 

§.  7.  Die  verschiedenen  linearen  Gleichungen 
2.  Ordnung,  auf  welche  das  Problem  zurückgefährt 
werden  kann,  und  deren  Beziehungen. 

Ich  gehe  von  derjenigen  Reduetion  des  Problems  aus,  welche 
ich  in  der  citirten  Arbeit  hergeleitet  habe.  Die  Gleichung  f*+f* 
+1*  =  1  ward  zerlegt  in 

/sinp  —  /'cosp  =  t/  ) 
Hierdurch  ist  ft  dofinirt,  und  durch  die  Relation 

bis  auf  einen  constanten  Factor  die  Function  r,  und  dieses  r  ge- 
nügt der  Gleichung: 

8*r      8#  8r 

Ri+'S?  K+*'-0  <25) 

Vermöge  einer  bekannten  Dualität  der  Curventheorie  folgt  hier- 
aus die  Existenz  einer  zweiten  Reduetion.  Man  kann  nämlich,  vor- 
ausgesetzt, dass  das  Bogenelement  elimiuirt  ist,  für /,  f,  /,  x 
substituiren  +  /,  f\  +  /",  +t,  mit  analoger  Substitution  in  Be- 
zug auf  alle  Axen.   Dann  muss  aus  (25)  eine  Gleichung 

d2«        8t  da 

hervorgehen,  in  welcher  nur  q  zu  bestimmen  bleibt.  Zur  Berech- 
nung liegt  das  Nötige  vor,  doch  ist  sie  langwierig.  Einfach  ist  da- 
gegen das  Resultat: 
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(-*£) 


eH*-»>  (27) 


die  Einsetzung  ergibt  sofort  seine  Richtigkeit. 

Eine  dritte  Rcduction  gleicher  Form  ist  nun  die  von  Goursat: 

8+4  £  +  *»-<>  (28) 

Diese  Form  besitzt  sie  in  des  Autors  Aufstellung  noch  nicht;  nament- 
lich hat  bei  ihm  der  letzte  Term  einen  variaboln  Coefficienten,  wel- 
cher die  hier  beabsichtigte  Anwendung  verhindern  würde. 

Die  Dualität  ergibt  keine  neue  Gleichung,  denn  a  bleibt  bei 
obiger  Substitution  unverändert,  und  X  geht  nur  in  A  +  R  über. 
Aber  das  durch  die  Dualität  im  ersten  Falle  gewonnene  Resultat, 
welches  in  einer  rein  analytischen  Transformation  ohne  geometrische 
Beziehung  besteht  ,  muss  auch  auf  Gl.  (^8)  anwendbar  sein.  Dem- 
nach hat  man  auf  Grund  der  Gl.  (26)  die  vierte  Reduction: 

d*z  ,  .8<j  dz     .  Ä 

und  zwar  genügt  dieser  Gleichung: 

2  -  (y  -  2»      cl'U-tf)  (30) 

was  sich  durch  Einsetzung  ebenso  bestätigt 

Nun  bleibt  noch  die  Beziehung  zwischen  y  und  r  zn  suchen. 
Die  Gl.  (23)  geben  je  2  Werte  für  tg}p,  aber  nur  eine  Wurzel  ist 
beiden  gemeinsam,  nämlich 

*äP=T+7   nach  Gl.  (24)  =?8£ 

daher  ist,  wenn  r,  conjugirt  zu  r: 

ar  ,  3r,  f'dx 
r  +  rx  -1+/ 

integrirt: 

rr,  =  C(l+n 
Bezeichnet  k  den  Modul  von  r,  so  hat  man: 

Andrerseits  ist  nach  Gl.  (16)  (18) 
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Hiernach  erhält  man  die  einfache  Beziehung  der  Moduln : 

B.k* 


~Bx 


Die  zugehörige  Amplitude  u  wird  durch  Gleichung  (20)  auf  p  zurück- 
geführt, lässt  sich  mitbin  stets  in  k  darstellen. 

Nun  stehen  aber  die  4  Reductionen  in  sehr  einfacher  geometri- 
scher Beziehung  unter  einander.  Betrachtet  man  nämlich  die  aus 
den  Functionen  r,  g,  y,  *  sich  bestimmenden  Curven  als  4  verschie- 
dene, so  werden  die  4  gegebenen  Verhältnisse 

Bfr  Bx  ol  da 
Bx'  Bfr'    Ba  Bk 

(abgesehen  vom  Vorzeichen)  identisch ,  nur  jedes  bezüglich  auf  eine 
andere  der  4  Curven,  wenn  die  zweite  die  Einhüllende  der  Krüm- 
mungsaxe  der  ersten,  die  vierte  die  der  dritten,  und  die  erste  die 
Einhüllende  der  rectificirenden  Geraden  der  vierten  ist.  Ich  ver- 
weise dabei  auf  meine  Curvontheorio  §  66  und  68,  wo  gleich  anfangs 
die  Relationen 

—      *i  i       &l  =  *4 

aufgestellt  sind,  so  dass  auch 

*♦  —  V>         —  *s 
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V. 

Ueber  die  von  Humbert  untersuchten 
Kugelflächenstücke. 

Von 

R.  Hoppe. 


Der  Aufsatz  von  Humbert:  „Sur  quelques  proprietes  des  airos 
sphäriques"  in  Jordan,  Journal  de  Math.  t.  IV.  p.  313  ist  sehr  ge- 
eignet, zu  weiterer  Verfolgung  des  Gegenstandes  anzuregen.  Was 
ich  im  Gegenwärtigen  dazufüge,  besteht  erstens  in  einer  neuen  Her- 
leitung des  Hauptresultats,  zweitens  in  der  Untersuchung  einer  das- 
selbe betreffenden  Frage  nebst  einigen  Anwendungen.  Bei  der  Be- 
rechnung der  durch  einen  Kegel  begrenzten  sphärischen  Flächen 
wendet  nämlich  Humbert  eine  mehrfache  Vermittelung  an,  indem  er 
eine  unendlich  vielseitige  Pyramide  erst  in  den  Kegel  Ubergehen 
liisst  und  von  den  Flächen  erst  nur  die  Variationen  bestimmt;  auch 
bedarf  er  zur  Darstellung  des  Resultats  der  Einführung  zweier  neuen 
Begriffe.  Mögen  nun  dieso  Umwege  vielleicht  einem  Zwecke  dienen, 
so  ist  jedenfalls  die  directe ,  weit  kürzere  Berechnung  und  die  Dar- 
stellung in  lauter  gegebenen  Grössen,  wie  ich  sie  gebe,  daneben  nicht 
ohne  Interesse. 

I. 

Die  Kugelfläche 

werde  von  einer  Geraden 

x  =  —  Ä-f ticosfl;    y  —  t*sin£cosg>;  *  —  wsinffsing»  (1) 

in  2  reellen  Punkten  (t^)  und  («,)  gesehnitten.  Dann  sind  ut  und 
die  Wurzeln  der  Gleichung: 
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u2— 2Aucos# 


woraus: 


Uj  —  Äcos#-f-f/5 


?ts  —  h  C08  #  —  q 


Ihnen  entsprechen  die  Werte: 


—  —  Äsin^  +  ^cos^ 
=.  —  Asin1^ —  qcosS- 


Ist  nun  h  >  r,  so  ist  die  Differenz  der  absoluten  Strecken  der  *  Axe 
innerhalb  der  Kugel  und  ausserhalb  der  2  Schnittpunktsprojectionen : 

(r- *,)-(*,+»•)  -  2Äsin«# 

Ist  h  <  r,  so  ist  deren  Summe: 

(r  — +        — r)  =  2Ä8in»# 

Multiplicirt  man  diese  Strecken  mit  dem  grössten  Kreise  der  Kugel 
4Rr,  so  drücken  die  Producte  die  Kugelzonen  aus,  deren  Höhen  die 
Strecken  sind.  Ein  Element  jeder  Zone  begrenzt  von  den  2  Meri- 
dianen <p  und  <p-\-dq>  erhält  man,  wenn  man  statt  des  Kreises  dessen 
Element  rdq>  setzt.  Daher  ist,  jenachdem  h  >  oder  <  r,  die  Dif- 
ferenz oder  Summe  der  2  Zonenelemento 


Beschreibt  nun  die  Gerade  (1),  indem  sie  beständig  durch  den 
festen  Punkt  der*  Axe  «  —  —  h  geht  und  die  Kugel  beständig  reell 
schneidet,  eine  geschlossene  konische  Fläche  ohne  Doppelgerade, 
innerhalb  deren  die  x  Axe  liegt,  so  begrenzt  sie  2  Kugelflächen- 
stücke, deren  Differenz  oder  Summe,  jenachdem  die  Kegelspitze 
ausser-  oder  innerhalb  der  Kugel  liegt,  =  w  sei.  Das  Element  der- 
selben ist  ausgedrückt  durch  (2).  Um  to  zu  erzeugen  hat  <p  von  O 
bis  4R  zu  variiren.   Folglich  ist 


Der  als  letzter  Factor  hier  auftretende  Integralausdruck  hängt 
von  der  Kugel  gar  nicht,  sondern  allein  vom  Kegel  (wie  wir  zur 
Kürzung  die  geschlossene  konische  Fläche  nennen)  und  von  der  Rich- 
tung der  x  Axe  relativ  zum  Kegel  ab.  Daher  variirt  a>  nur  propor- 
tional mit  h  und  r,  wenn  man  den  Kegel  in  der  Richtung  der  x  Axe, 
d.  h.  der  Verbindung  von  Spitze  und  Mittelpunkt,  verschiebt  und 


2/trögp  sin2t> 


(2) 


4R 
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die  Kogel  bei  festem  Mittelpunkt  verändert  Es  bleibt  nun  die  Frage, 
wie  sich  cd  mit  der  Richtung  der  Axe  ändert.  Diese  wollen  wir  jetzt 
untersuchen. 

II. 

Hier  sei  die  Kegelspitzo  Anfang  dor  xyz,  dio  *  Axe  beliebig 
innerhalb  des  Kegels, 


x—  wcosO;  y  =  MSin#C08g>;   a  =  t*sin  #ain<p 


(4) 


und  der  Kegel  gegeben  durch  die  periodische  eindeutige  Function: 

Eine  zweite  Axe  bilde  in  der  xy  Ebene  mit  der  ersten  den 
Winkel  *.  Die  Coordinaten  derselben  Erzeugenden  (4)  werden  in 
Bezug  auf  diese : 

or,  —  gCOSt  —  ysin«  —  ucosdj 

y,  —  xsnu+ycosi  —  usin^cosgp, 


woraus : 
das  ist: 


V\  hl 


x  dx 
z  dz 


sme+l  -a, 


|  *  oz 


COS* 


,  =  dqpsin'd'COBe 
+  (9£  sin  <p+d<p  sin  £  cos  £  cos  <p)  sin  * 

Geht  also  a>  für  die  neue  Axe  in  o»,  Ober,  so  ist 

mt  —  <ocos*  +  2x8in« 

wo  nach  einer  teilweisen  Integration 

4R 

wird. 


4tt 


Die  y  Axe  hatte  noch  beliebige  Richtung.  Aondert  sich  jetzt 
die  Richtung  der  Ablenkung  der  x  Axe,  so  ändert  sich  nur  der  An- 
fang der  q>.   Es  geht  <p  über  in  <p+t,  also,  wenn 


4R 


gesetzt  wird,  %  in 


^sin^cosqpfy) 
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4R 

Bei  fester  Lage  dos  Axensystoms  der  xyz  wird,  wenn  der  Kugel- 
mittelpunkt die  Coordinaten 

x  —  äcob«,  y  =  Äsinfcos£,  *  =  Asinfsinf 

hat, 

£)  —  w(0,  0)co8e+2xain«coB|;+2^8in«8in{; 

sein,  woraus: 

w(f,  0)  =  w(0,  0)  cos  «+2*  sin* 
R)  —  w(0,  0)cos£+2^8in« 

uud  man  bat  die  Relation: 

w(f,  t)  —  w(0,  0)(1  —  cos  £- sin  £)  +  »(*,  0)  cos  t+  »(* ,  R)sin£ 

Der  Fall,  wo  %  und  i/>  verschwinden,  läset  sich  leicht  speciell 
herbeiführen.   Ist  &(q>)  =  #(ip  +  2R),  so  ist 

4R 

f  ^(9>)sin^sin(9+f)a(p  =  0  (5) 
daher  für  jedes  e  und  jedes  f 

0>(f,  £)  =  W(0,  0)C08£ 

Ist  statt  dessen  &(<p)  =  #(4R — g>),  so  verschwindet  nur  Gl. 
(5)  ist  im  allgemeinen  nur  f  ür  £  0  oder  =»  2R  erfüllt,  und  es  er- 
gibt sich  der  Satz: 

„Teilt  eine  durch  die  Spitze  gehende  Ebene  den  Kegel  in  2 
congruente  Hälften,  so  variirt  w  bei  beliebig  veränderter  Lage  des 
Kegels  relativ  zur  Kugel  nur  mit  dem  Factor  Ärcose.  Teilt  sio  ihn 
in  2  symmetrische  Hälften,  so  kann  der  Kugelmittelpuukt  noch  längs 
der  Symmetrieebene  beliebig  verschoben  werden,  während  w  propor- 
tional kr  cos  t  bleibt." 

Beide  Fälle  finden  zugleich  statt,  wenn  der  Kegel  von  2  Ebenen 
symmetrisch  geteilt  wird,  z.  B.  beim  Kegel  2.  Grades. 

(4R\ 
<p  +  —  J  ,  wo  n  ganze  Zahl  >>  l,  so  ist  die  Grösse- 

(5)  gleichfalls  null,  weil 

£  smU+-   +t)  -  0 
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ist.  Für  ungerades  n  hat  dann  der  Kegel  n  Symmetrieebenen,  für 
gerades  2  orthogonale. 

Beziehen  sich  also  £ ,  q>  als  Polarcoordinaten  auf  eine  beliebig 
gewählte  Kegelaxe,  und  bedeutet  A  die  Protection  der  Entfernung 
des  Mittelpunkts  von  der  Spitze  auf  die  Kegelaie,  so  gilt  der  Wert 
(3)  in  den  genannton  Fällen,  wo  ^  —  %  —  0  ist,  für  jode  Lage  des 
Kegels  zur  Kugel. 

m. 

Zur  Anwendung  auf  ebenflächige  Kegel,  d.  h.  Pyramiden  oder 
Ecken,  wollen  wir  das  Integral  (3)  transformiren.  Des  bequemern 
Ausdrucks  wegon  beschreiben  wir  um  den  Scheitel  der  Ecke  mit 
dem  Radius  1  eine  Kogel.  Diese  wird  vom  Kegel  in  der  Linie  «, 
von  seiner  Axe  im  Punkte  O  geschnitten.  Die  sphärische  Tangente 
in  *  im  laufenden  Punkte  Psei  PTy  und  der  Normalbogen  OT  senk- 
recht auf  ihr. 

Vermöge  der  Sinusproportion  in  dem  sphärischen  Dreieck  zwi- 
schen dem  Bogenclement  ds  und  dem  Punkte  0  und  im  Dreieck 
OPT  hat  man: 

•  d<P  .  u  sinor 

woraus,  weuu  OT  =>  rj  gesetzt  wird: 

c(p  sin*#  —  örBiniy 

Ist  nuu  der  Kegel  eine  Ecke,  deren  n  Seiten  *„  ...  «M,  und 
sind  rjiy  yt,  ...  tjH  die  normalen  Winkclabständo  der  Axe  von  den 
Seiten,  so  ist  rj  längs  jeder  Seite  constant,  und  man  erhält: 

*=» 

w=  2  Ar  £$kBiur}k  (6) 

i=i 


IV. 

Das  einfachste  Beispiel  eines  Kegels,  der  keine  Symmetrieebene 
und  doch  eine  Periode  Über  den  halben  Umlauf,  mithin  auch  eine 
Ccntralaxe  bat  derart,  dass  jede  durch  sie  gehende  Ebene  den  Kegel 
in  2  congrueutc  Teile  teilt,  ist  eine  vierseitige  Ecke  mit  gleichen 
Gegenseiten. 

Eine  solche  Ecke  (oder  sphärisches  Viereck)  hat  mit  dem  ebenen 
Parallelogramm  die  Eigenschaften  gemein,  dass  auch  die  Gegenwinkel 
gleich  sind,  und  dass  ihre  Diagonalen  einander  halbiren. 
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Die  Suiten  seien  <z,  6,  die  Winkel  a,  ß,  dio  Diagonalen  <?,  rf,  so 
dass  r  die  Winkel  0  in  0,  und  0a  teilt  bzhw.  zwischen  b,  c  und  a,  c 
liegend.  Im  Droieck  abc  liegen  den  Seiten  a,  i,  c  bzhw.  gegenüber 
0n  fc»  Ä;  daher  ist 

_      cosasinÄ  —  sin a cos* cosa       .   _  sinftsina 
cosft~-   5     8inft  =  -8in- 

a      cosfisina  — sin&cosacosa       .  Ä      sin a sin a 

CO802  «»   :  ;       SM  02  =»   :  

r*  sine  »         r*  smc 

Entwickelt  man  hieraus  den  Wert  von  8in(/71+/7s)  —  sin  ß  und  setzt 
zur  Kürzung 

X  —  cosa-f-cosd;      fi  —  co8acos&;      v  =  sin  a  sin  & 
drei  Grössen  dio  in  der  Relation  stehen 

so  erhält  man,  mit  Beachtung,  dass 

8in*c  =  1-  (p+veos*)*  (7) 

ist: 

.  Q  Asina 

sinß  —  —x  j   (8) 

und  analog: 

X  sin  ß 

sin  a  =  -  ,      ,  \—a 

1-f-fi-f-  vcos  p 

woraus  nach  Multiplication: 

(l+fl  +  VCOBa)(l+|K+VCOSjJ)  ~      =-  v» 

^„^+0+0^-  oder 
l-|-fi-|-vcosa 

(1  +  fi)  (cos  a + cos  0)  +  v(l + cos  a  cos  0) 

woraus  zu  ersehen,  dass  cosa-fcos/J  stets  negativ  ist,  weil  die  3 
übrigen  Factoren  positiv  sind  (wofern  a  und  b  nicht  >  2R).  Setzt 

sinasin* 

=  sin<   das  ist   ,  ,         „    .  —  sin« 


1^  —  »*   i  _j_  Cosa  cos  fi 

cosa-f-cos/J  sinasinß 
~1  +  cob«co70  =  CO8T   dttS,8t    f+"c^oT0  "  Bmt 

und  nimmt  t  und  r  im  ersten  Quadranten,  so  hat  man  zwischen 
Seiten  und  Aussenwinkeln  die  reeiproke  Beziehung: 
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Die  Centralaxe  habe  von  den  Seiten  o,  b  bzhw.  die  normalen 
Wiukelabstände  «,  /";  dann  ist 

c  sinasin« 
sin«  —  sin  ^  sin/?,  =  — 

2008^ 

.  e  .  0  Binftsina 
sin/  —  sin  0  sin  jJj  =  

2cos| 

ferner  nach  Gl.  (7)  nud  (8) 

2cob»^-  1  +  cos*?  =  1  +  p-f-vcOB«  =»  ~ryz-5" 

folglich 

.    i  /sin« Bin/f      .  M      .  .i/sinasinjS 
8ine  —  Bina  1/  — ;   sin/  —  sinft  1/  — 

Dies  in  Gl.  (6)  eingeführt  gibt: 

o  ,  ,    •     ,  ,  .  ,xi  /2sina  sin/3 

gültig  für  jede  Lage  der  Ecke  relativ  znr  Kogel ,  wenn  h  die  Pro- 
jection  der  Entfernung  des  Mittelpunkts  vom  Scheitel  auf  die  Cen- 
tralaxe  bezeichnet 

V. 

Ist  die  Ecke  regelmässig  nnd  bat  n  Seiten,  jede  —  a,  bezeichnet 
ferner  e  den  normalen  Winkelabstand  der  Centralaxe  von  der  Seite, 
so  ist 

2R 

sin«  —  tg^acot  — 

folglich 

2R 

a>  —  2nrÄatgJaC0t  — 

gültig  für  jede  Lage  der  Ecke  znr  Kugel,  wenn  *  die  Projection  der 
Entfernung  des  Mittelpunkts  vom  Scheitel  auf  die  Centralaxe  be- 
zeichnet 

In  den  zwei  von  Humbert  in  Compt  Hcnd.  CVII.  944  mitge- 
teilten Resnltatan  ist  gemeinsam  h  =  r,  n  —  3  und  einzeln  a  —  R 
und  {R.   Hier  wird  einzeln 

a>  —  2V3Rr»    und   o>  —  |Rr»  =  }  Kugelfiäche 

beides  übereinstimmend  mit  jenen  Angaben. 
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VI. 


Auswertung  einiger  bestimmten  Integrale  durch 
Anwendung  des  freien  Integrationsweges. 


Von 

Ulrich  Bigler 


Wie  die  mathematische  Litteratur  genügend  zeigt,  ist  der  Ge- 
brauch des  freien  Iutegrationswcges  noch  nicht  allgemeines  Eigentum 
der  Mathematiker  gewordeu.  Obschon  der  Beweis  für  die  Gültigkeit 
desselben  unantastbar  vorliegt,  so  zeigt  sich  doch  unter  den  meisten 
Mathematikern  immer  noch  eine  eigentümliche  Scheu  vor  dem  ima- 
ginären Gebiete  des  Zahleufcldes,  so  dass  das  Betreten  derselben  so 
viel  wie  möglich  vermieden  wird.  Allein  der  heutige  Stand  der 
math.  Disciplin  erfordert  nicht  nur  die  Kcnntniss  derselben,  sondern 
auch  seine  Anwendung.  Wie  schon  die  Ausmittlung  bestimmter  In- 
tegrale durch  den  Gebrauch  des  freien  Weges  oft  sehr  erleichtert 
wird,  so  gibt  es  auch  Gebiete,  die  in  ihrer  vollen  Allgemeinheit 
ohne  Anwendung  desselben  gar  nicht  betrachtet  werdeu  können.  Ich 
erinnere  hier  nur  an  die  Bessclschen  Functionen  und  an  die  Hoiue- 
schen  Kugelfunctionen  Pa(x)  und  Qa(x).  Aus  der  Scheu  vor  krumm- 
linigen Integrationswegen  erklärt  sich  denn  auch  der  Umstand,  dass 
oft  für  ein  und  dieselbe  Function  verschiedene  Integralformen  mit 
verschiedenen  Namen  unterschieden  werden,  die  doch  alle  hinsicht- 
lich der  Lage  dos  Weges  in  Bezug  auf  die  kritischen  Punkte  wesent- 
lich ein  und  dieselben  sind,  und  sich  nur  in  der  zufälligen  Form 
des  Weges  von  einander  unterscheiden.  Auf  diesen  UehelBtand  bat 
auch  schon  Herr  Prof.  Schläft  an  verschiedenen  Stellen  seiner  Ar- 
beiten hingewiesen.  Meiu  Aufsatz  enthält  nun  die  Auswertung  einiger 
bestimmten  Integrale  unter  diesem  allgemeineren  Gesichtspunkte.  Die 
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meisten  dieser  Integrale  sind  dem  Lehrbuch  von  Dienger  entnommen, 
wo  sie  nach  der  gewöhnlichen  Methode,  also  mittelst  Doppeliute- 
gralen,  bestimmt  wcrdeo.  Ich  habe  uun  in  allen  ausgewählten  Bei- 
spielen die  Doppelintegrale  durch  einfache  mit  freien  Integrations- 
wegen ersetzt  und  ich  glaube,  meine  Auflösungen  seien  natürlicher 
nnd  darum  auch  eiufacher  als  die  von  Dienger. 

Zur  Erklärung  schicke  ich  folgendes  voraus :  Wenn  eine  Variable 
x  durch  a-\-ü>  =»  me'&  dargestellt  ist,  wo  a,  6,  &  reell  uud  m  positiv 
sind,  so  schreibe  ich  a  —  rccp.  x,  b  imcp.  x,  m  —  mod.  x  uud 
nenne  m  den  absoluten  Betrag,  &  die  Phase  der  Fariabeln.  Die 
Ebene,  in  der  a  uud  b  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
sind,  der  den  augenblicklichen  Wert  der  Variabein  x  versiunlieht, 
nenne  ich  x  Feld,  die  Abscisseuaxo  Realitätsliuie,  die  Ordinatenaxo 
laterale  Axe  und  sage,  oo  sei  durch  den  Horizont  dargestellt.  Einen 
grossen  positiven  Wert,  der  bestimmt  ist,  unendlich  zu  werden,  nenne 
ich  Ostpunkt  uud  unterscheide  so  die  Woltgegendcn  des  Horizontes. 
Wenn  die  Phase  0  wächst,  so  nenuo  ich  in  Bezug  auf  den  Ursprung 
die  Bewegung  des  Punktes  x  positiv  oder  rechtläufig,  wenn  sie  abnimmt, 
negativ  od.  rückläufig.  Pole  eines  Integrals  nenue  ich  diejenigen 
Puukte,  in  deneu  die  zu  integrirende  Fuuction  den  Charakter  eiuer 
ganzen  Function  verliert.  Ein  Iutegrationswog,  dessen  Anfang  und 
Eude  zusammenfallen,  ohne  dass  der  Wert  des  Integrals  wiederkehrt, 
heisst  Schlinge,  geworfen  aus  dem  vereinigten  Anfangs-  und  End- 
punkte um  die  betreffenden  Pole.  Wenn  dagegen  der  Iutcgraud  auf 
denselben  Wert  zurückkommt,  so  heisst  der  Weg  ciuo  geschlossene 
Curve. 


n 

o 


J    2  —  sin** 


dt 

Wenn  *  —  sin**,  also  d»  =  2  sin  x  cos  «dar,  dx  —  —F=  ge- 
setzt  wird,  so  erhält  man 

Die  Pole  dieses  Integrales  liegen  nun  in  «  »  0,  1,  2.   Es  sei  nun 
Der  Weg  von  At  ist  eine  aus  dem  Pole  0  um  den  Pol  1  geworfene, 
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recbtläufige  Schlinge  (Fig.  1).  Im  Punkte  a  werde  log«  reell  and 
y»(t — 1)  positiv  verstanden.  Wird  nun  dieser  Schlingenweg  auf  das 
Stück  der  Realitätslinie  von  0  bis  1  zusammengedrängt,  so  erhält 
man 

1  o 

und  also  ist 

Ax  -  2iA 

somit 

A  -  s/iS  x  y^T)  (Weg  wie  in  Fig-  " 

Um  diesen  Weg  ausdehnen  zu  können,  muss  noch  der  Pol  2  durch 
die  Schlinge  eingeschlossen  werden.   Es  sei  deshalb 


A         I    /'-log*  v  ds 
A»-*J    2-*  XV,(,^i) 


Der  Weg  dieses  Integrals  ist  eine  aus  0  um  die  Pole  1  und  2  ge- 
worfene, rechtläufige  Schlinge  (Fig.  2).  Gibt  man  nun  derselben  die 
in  (Fig.  3)  gezeichnete  Form  und  beachtet,  dass  sich  die  Wege  von 
a  bis  b  aufheben,  so  erhält  man 


(Weg  eine  geschlossene  Curve  allein 
um  den  Pol  2). 


A»  -  hf  -jär  x  vtfy)  (Wcg  wie  in  Fig- 1} 

1   f-\og,  d. 
Non  ist  aber  nach  Cancby 

\.J  X  y^=zf}  (geschlossene  Cnrve  um  2)  =  |  V2  log  2 

somit  ist  also 

A  4-  -  V21oir2  -  X-  P^-  X  — Wie  in   Fig'  2* 
^  2  ViS10g<5     2iJ  #-2  A  l)     Erkennungsort  in  a) 

In  diesem  Integrale  tritt  nun  der  Ausdehnung  des  Weges  kein  Punkt 
mehr  hindernd  entgegen.  Man  führe  deshalb  den  Schlingenweg  von 
0  aus  auf  der  Realitätslinie  nach  dem  Westpunkte-,  von  hier  aus 
werde  der  ganze  Horizont  in  positiver  Richtung  durchlaufen  und  vom 
Westpunkte  kehre  derselbe  auf  der  Realitätslinie  zum  Anfangspunkte 
0  zurück  (Fig.  4).   Nun  aber  verschwindet  das  Integral  im  Horizonte 


durch  Anwendung  des  freien  Integrationsweges.  03 

wie  ~("~+~y    Im  Punkte  a  ist  log  *  verstanden.    Man  führe 

nun  s  von  hier  ans  dnreh  kleine,  negative  Halbkreise  um  die  Pole  auf 
die  Südseite  der  westlichen  Hälfte  der  Real  itütsli  nie.  Hier  ist  dem- 
nach log«  =  —  m-f  log(—  *)  nnd  auf  der  nördlichen  Seite  hat 
man  log«  =  w-f-log  (—  *).   Es  ist  somit 

— N 


also  anch 


2iJ      8~2  V(—J(l-.) 


2         6  ^  J  (2  +  0V<(l 


+0 
Setzt  man  hier 

1    _  t  ,  ,  ,  1  2(1-**) 

^      1-H*    l  +  <  ~  1_2x'    1+tmmr^9    1+2  ~  "1=2*"*" 

4z 

rß  = 


(2+0 
so  wird 


(1  -  2x*)* 

_dt   dx        V2(  1  1  \ 


V2 

^  =  -  *  V21og2  +  |  ^ i~J  * 


and  man  erhält  schliesslich 

^  -  *V21og(l  +  yj) 


00 

A«t  r>~  f   l  _2rC0S(r  +  r*  * 
Weil  ° 

1  —  2rC0S<p  +  r*-  r*_r(c'V +  +1  -  (r - e<* ) (r - e~f ) 
und 
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2* 

so  ist 


Sin  <p  -  \-  [(r  -  e-<9)  -  (r  -  «'*)] 


sing»  1  /   1   1  \ 

r* — 2f  COS  g>  + 1      2i        e**     r  -  «-»V 


und  somit 

CO 


„      .      1    /7_i   J        \  <P<i<P 

f\P,  r)  -  \r-e*P  r-e-'fj 


0 

oder  auch 


CO  oo 


M«,  r;     2|.  J  r  _clV>  A  vS_|_a»      2*  /  r  — «->  A  <p*  +  «* 
0  0 

Wird  nun  im  ersten  Iutcgral  tp  durch  —ü  und  im  zweiten  durch  ü 
ersetzt,  so  erhält  man 

Ich  nehme  nun  au  mod  r  <  1  und  reep.  a  —  pos.;  die  Polo  dieses 
Integrals  liegen  in  t  =  a,  —  a,  log*-|- 1^>,  wonn  r  =  ^'V.  Weil  uuu 
aber  log*  einen  negativen  Wort  hat,  so  liegen  die  beiden  Polo  — a 
und  log«-f~*a>  &uf  der  Westseite  der  lateralen  Axc  und  nur  a  liegt 
östlich  derselben.  Weil  das  Integral  im  Östlichen  Horizonte  ver- 
schwindet, so  schalte  mau  in  obigeu  Iutcgratiouswcg  den  rechtläu- 
tigen,  östlichen  Horizont  ein,  und  erhält  so  einen  neuen  Weg,  der 
den  Rand  des  Östlichen  Zahlenfeldes  umgibt  (Fig.  5).  Diese  ge- 
schlossene Curvo  lässt  sich  aber  auf  den  Pol  u  zusammenziehen  und 
man  hat  somit 

Aa,  r)  =  \.  f^rr  X  (Weg  wie  in  Fig.  6) 

also  nach  Caucby 

00 

fi    \    *    1        C      Bin(P       v  vdv 

n«,r)~2  ea_r'='J  i_2rcosy-fr*  *  <p*  +  a* 

Ware  die  reelle  Componentc  von  a  ncg.  angenommen  worden, 
so  würde  der  in  Fig.  5  dargestellte  Integrationsweg  nur  den  ein- 
zigen Pol  (— a)  eingeschlossen  haben.   In  diesem  Falle  ist  also 

00 

jr  1  P        sin  <p  <p  dtp 

A«,  r)  -  g  X  «-«  -r  "7  1  -  2rcosa>-fr"*  X  y'  +  a* 
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Ist  schliesslich  mod.  r>l,  so  ersetze  man  im  anfänglichen  Into- 
gralansdracke  r  durch  -,  wo  dann  wieder  mod.  r,  <  1  ist. 


HL    /(a,  r)=lf  l0g(l-2rC089  +  r«) 

0 

Weil 

1  — 2rC089  +  r*=  (r— <5+'V)(r  — =  (1  -  r«-''*)(l  —  rc*?) 
SO  ist 

QO  00 

/  log(l-r^)  -^t  +  lf  iog(l-re-f) 

Wird  nun  im  ersten  Integral  g>  durch  %t  und  im  zweiten  durch  —  ü 
ersetzt,  so  erhält  man 

-%x 

i    P  adt 

Die  Pole  dieses  Integrals  liegen  in  /  =  a,  — a,  logr.  Wird  nun 
mod.  t  <  l  und  recp.  a  =  pos.  angenommen,  so  liegt  nur  der  Pol  a 
auf  der  östlichen  Seite  der  lateralen  Axe,  und  weil  das  Integral  im 
Östlichen  Horizonte  verschwindet,  so  hat  man 

(der  Weg  wird  durch  den  Rand  des  östlichen  Zahlenfeldes  gebildet 

Fig.  5). 

Wird  nun  dieser  Wog  auf  den  Pol  a  zusammen  gezogen,  so  folgt 

(Weg  eine  geschlossene,  rechtläutige  Curve  um  a  (Fig.  6)) 
also  nach  Cauchy 

oo 

/(a,  r)  =  log(l-r«-«)  -  \  j  log  (1     2r C08 tp -f- r*) 

0 

Wird  recp.  a  «=  negativ  angenommen,  so  schliesst  obiger  Integra- 
tionsweg nar  den  Pol  (—  a)  ein,  und  man  erhält  in  diesem  Falle 

Aitk.  d.  Math.  «.  Phj».   2.  lUih»,  T.  II.  5 
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00 

/(a,  r)  =  log  (l-rrf»)  -  \f  log(l -2rc08  <p+r*) 


a* 


Ist  ferner  mod.  r  >  1 ,  so  liegt  auch  der  Pol  logr  auf  der  östlichen 
Seite  der  lateralen  Axe  und  der  Integrationsweg  längs  des  Randes 
des  östlichen  Zahlenfeldes  kehrt  nicht  mehr  auf  seinen  anfanglichen 
Wert  zurück.   In  diesem  Falle  setze  mau 


CO  00 

adtp 


0  '  'T  * 


-<N  -iN 


und  also  durch  Einschaltung  des  östlichen  Horizontes 

»*  P  adt 

J(a%  r)  -  -  logr y  (Weg  wie  in  Fig.  5) 

+  i-flog  (l-J«-1)  (Weg  wie  in  Fig.  5) 

t  /*  adt 

+  *-J  log(l-ie-<)  (Weg  wie  in  Fig.  6) 

und  somit 

f(a,  r)  =-  logr-f  log  (l—  *  e~*)  —  log(r  -  e~a) 

wenn  recp.  a  —  pos.  und 

f(at  r)  =  log(r  — ««) 
wenn  recp.  a  —  negativ. 

IV.    f(r)~  ^  log(l  —  2rcos(p-f  r*)d<p 

Weil 

2* 


/(«■)  =  ! y  log(l  — re<*)(l  —  re-tydip 
so  erhält  man  durch  die  Substitution  *  =  e<9 
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(Weg  der  Einheitskreis  in  positiver  Richtung  Fig.  7). 

Die  Pole  dieses  Integrals  liegen  in  x  =  0,  r,  Wird  nun 
mod.  r  <;  1  angenommen,  so  liegen  die  beiden  Pole  0  and  r  inner- 
halb, nnd  nur  -  liegt  ausserhalb  des  Integrationsweges.   Es  ist  nun 

f{r)  ~  \if  X  ~x    (Weg  wi0  in  Fi*  7) 

+  \if  log(l-rx)  X  ~   (Weg  wie  in  Fig.  7) 

Das  erste  Integral  scbliesst  2  Pole  ein  und  koinen  aus ;  man  kann 
deshalb  den  Weg  so  weit  ausdehnen,  bis  eine  Entwicklung  nach  fal- 
lenden Putenzen  von  x  möglich  ist.   Weil  aber 


lo»(1-;)--;+i2+-- 


so  kommt  im  Integrand  der  Term  ^  gar  nicht  vor;  der  Wert  des 

ersten  Integrals  ist  somit  null.  Das  zweite  Integral  scbliesst  nur 
den  Pol    —  0  ein ;  es  ist  somit 

f{r)  -  \.f  log(l-nr)  X  f  (Weg  wie  in  Fig.  7) 
also  nach  Caucby 

n 

ftr)—  f  log(l  — 2rcosg>+r*)<i<p  —  0 

wenn  mod.  r  <  1  ist. 

Ist  hingegen  mod.  r  >  1,  so  schliesst  das  Integral 


die  beiden  Pole  0  und  -  ein  und  r  aus. 

r 

Man  hat 


(r)  -  \.f  log  (r-     X  %   (Weg  wie  in  Fig.  8) 
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+  g.y* log(r-*)  X  ~   (Weg  wie  in  Fig.  8) 

Das  erste  Integral  enthält  nur  die  Pole  0  und  schliesst  also  beide 
ein  und  keinen  ans.   Nnn  ist 

\.f  log  (r-^)  X  f  (Weg  wie  in  Fig.  8) 

logr   Pdx  ,   1    /»      /      1  \    ,  dx 

den  Weg  des  zweiten  Integrals  dehue  man  so  weit  aus,  bis  eine 
Entwicklung  nach  fallenden  Potenzen  von  x  möglich  ist.   Weil  aber 

in  der  Entwicklung  der  Term  ^  gar  nicht  vorkommt,  so  ist  der  Wert 
des  Integrals         !<>8  (1—  ~)  X  ~  gleich  null.  Man  hat  somit 

+  \if  l0«(r-^  X  f  (Weg  Fig.  8) 


also 


n 

f(r)  —  2»rlogr  —  /  k>g(l  —  2rCOS  9>-f-r*)<fy> 

wenn  mod.  r  >  1.  Dieses  letzte  Resultat  erhält  man  aber  kürzer 
auf  folgende  Art.  Es  ist  unmittelbar 

n  n 

f(r)  —  2logr  J  d<p  +  j* log(l  -2  J  COS<p+  dq> 

0  0 

und  weil  nnn  das  zweite  Integral  den  Wert  null  bat,  so  hat  man 
sogleich 

/Xr)  =  2«l0gr 


V'    /(r)-  S-J  l-2rC0S9+^^ 
Man  betrachte  folgendes  Integral: 

(Weg  wie  in  Fig.  9) 
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durch  Anwendung  des  freien  Integrationsweges. 

Die  Variable  *  durchlauft  hier  den  Einhoitskreis  mit  Ausnahmo 
kleiner  Halbkreise,  eines  rechtlänfigon  um  1  und  einos  rückläufigen 
um  —1  (Fig.  9).  Ist  nun  mod.  r<l,  so  schliesst  dieser  Weg  die 

Pole  0,  r,  +1  ein  und  (—1),  *  aus.   Im  Punkte  a  (östlich  von  1) 
x*— 1 

habe  — —  eine  nulle  Phase  und  gewinnt  durch  die  positive  Vier- 
telsdrehung die  Phaso  |;  im  nördlichen  Halbkreise  ist  demnach 


2 

l0gZ-^  -  ^!+log28inV 


IT 


wenn  *  «=  «»*  gesetzt  wird.  Im  südlichen  Halbkreise  denke  man  sich 
x  —  e-»f  gesetzt;  hier  ist 


x*  —  1  in 
log         ~  -  +log2sinqp 

Demnach  ist 


2n 

o 


./[(y  +log2sin 


+(-;+hi^)].CTi^ 

also 

(Weg  wie  in  Fig.  9) 


Nun  ist  aber 


dx_ 
rx 


,    1     /Y    x— 1.   rfx    ,    1     /»_    x  — 1       rdx  (Weg 
+  W  l0«  —  x^~r+  2TnJ  lo*  —  X  1=S    Fig.  9.) 

Das  Integral  ^  /* log(x+l)  hat  nur  die  zwei  Pole  —1 
und  r,  von  welchen  nur  der  letztere  eingeschlossen  wird.  Demnach  ist 

±J*\og(x+l)^-r   (Weg  Fig.  9)  =log(l+r) 

Das  zweite  Integral  — J* log(x+l)  schliesst  seine  beiden 

Pole  -1  und  -  aus,  somit  ist  sein  Wert  null.     Das  Integral 
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1     C      x  —  1  dx 

tp-  I  log  X  bat  die  Pole  0,  1,  r,  welche  alle  oinge- 

schlosson  werden.  Man  kann  daher  den  Weg  so  weit  ausdehnen, 
bis  eine  Entwicklung  nach  fallenden  Potenzen  von  x  möglich  ist 

Weil  aber  in  dem  Producte  der  beiden  Reihen  für  log  ^1—  ^  und 


— ^—  der  Term  mit  x~l  fehlt,  so  ist  der  Wert  dieses  Intograles  eben- 

X  —  Y 

falls  null.  Das  vierte  und  und  letzte  Integral  ist  ^  /  log— —  X 

t  •  dasselbe  schliesst  die  Pole  0  und  1  ein  und  -  aus.     Man  gebe 

1  —  rx 1  r  ° 

nun  dem  Integrationswege  die  in  Fig.  10  gezeichnete  Form.  An- 
fangs- und  Endpunkt  sollen  mit  dem  West  punkte  zusammenfallen. 
Weil  das  integral  im  Horizonte  verschwindet,  so  setze  man  an  das 
Ende  des  obigen  Weges  den  ganzen  rückläufigen  Horizont  an  und 
weil  auf  diesem  Wege  den  Integrand  mit  dem  gleichen  Werte  im 
Westpunkto  anlangt,  mit  dem  er  ausgegangen  ist,  so  erhält  man 
eine  geschlossene  Curve ,  welche  die  Pole  0  und  1  ausschliesst,  da- 
gegen deu  Pol  -  rückläufig  umgibt  (Fig.  11).    Diesem  neuen  Wege 


r 

kann  man  nun  die  in  Fig.  12  gezeichnete  Gestalt  geben.  Man  hat  demnach 
1    P    «  —  1       rdx  _ 

=  i^f  l0*x-ir  x  -*r  (Weg  wie  in  Fi«- 12) 


x  

r 


also  nach  Cauchy 

1     /*.     x  —  1        rdx  ,„.„ 

log  —  Xj-^   (Weg  Fig.  9)  =log(l-r) 

Man  findet  schliesslich 

n 

A\      i    t-i       9x       1— r8   P  log2sin9 
r)  —  log(l      r2)  =  —         /  j — »d(f 

0 

wenn  mod.  r  <  1  angenommen  wird.  Ohne  die  Eigenschaft  des  Ver- 
schwindens  im  Horizonte  zu  benutzen,  kann  man  das  Integral 

— f  log  ^  X  (Weg  wie  in  Fig  9) 


auch  auf  folgende  Art  berechnen.  Weil  der  Pol  x  =  r  weggefallen 
ist,  so  kann  man  den  Weg  auf  die  Realitätslinien  von  0  bis  1  zusam- 
menpressen, und  erhält 
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-^j-logd-r) 


x  

r 


Ist  mod.  r  >  1,  so  hat  man 


n 

i1  r 

-  v   I  log  2  sin  y 

M  =  I  — — i — 7Trf* 

0       1-2-C089  +  -, 
and  weil  nun  hier  mod.  j-  <  1,  so  hat  man  sogleich 

-log^l-^-log^^ 


fix) 


Es  liegt  mir  nun  daran,  dieses  Resultat  auf  dem  gleichen  Wege  wie 
im  Falle  mod.  r  <  1  zn  erhalten.   Mau  bat  gefunden 


.     1    /*,     *-l     dz    ,    1    /*,     <r— 1  r<i 


rsc 

—  1  r<£c 
ras 

allen  4  Integralen  gemeinsame  Weg  ist  durch  Fig.  13  darge- 
stellt Derselbe  fallt  mit  Ausnahme  zweier  kleinen  Halbkreise  mit  dem 

Einheitekreise  zusammen  und  schliesst  die  Pole  0,  -,  1  ein,  während 
—  1 ,  r  ausserhalb  derselben  liegen.  Das  erste  Integral 

2^-  #  log(*+ 1)^7^;  n*t  nur  ~1  und  *"  ^8  Pole,  schliesst  also 
keinen  derselben  ein  und  somit  ist 

\f  log(*+D^  (Weg  Fig.  13)  -0 
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Das  zweite  Integral  im  Ausdrucke  für  /(r)  enthält  nur  die  Pole  —1 

und  -  und  schliesst  allein  den  letztern  ein.  Demnach  ist 
r 

^yW+l)^  (Weg  Fig.  13)  -.ogj^ 

Im  dritten  Integral  finden  sich  die  Pole  0,  1,  r,  von  welchen  die 
zwei  ersten  eingeschlossen  werden,  und  nur  der  dritte  ausserhalb  des 
Integrationsweges  liegt.  Man  gebe  nun  dem  Wcgo  die  in  Fig.  14 
gezeichnete  Form.  Als  Ausgangspunkt  werde  der  Westpuukt  ge- 
wählt. Weil  das  Integral  im  Horizonte  verschwindet,  so  darf  man 
in  den  so  eben  genannten  Weg  den  ganzen  rückläufigen  Horizont 
einschalten  und  erhalt  so  einen  neuen  Weg,  wio  ihn  Fig.  15  dar- 
stellt. Wird  nun  derselbe  ganz  in  das  endliche  Gebiet  gebracht,  so 
bat  man  eine  geschlossene  Curve,  die  nur  den  Pol  r  rückläufig  um- 
gibt, wie  Fig.  16  es  anzeigt  Man  hat  daher 

2^  /*l0«^  '  x^~r   (Weg  Wie  in  Fig'  13) 

also  nach  Cauchy 

hg  -=! .  _±L  (Weg  wie  in  Fig.  13)  -  .og  ^ 

Das  vierte  Integral  endlich  schliesst  alle  seine  Pole  ein.  Weil  der 
Horizont  zugänglich  ist,  so  verlege  man  den  Weg  dorthin,  und  weil 
hier  das  Integral  verschwindet,  so  ist 

if^-^k  ^eg  Fig.  13)  =0 
Es  ist  somit  für  mod.  r  >  1 

fix)  -  log^+log  ^  -  log 


VI.    f(a,  x)  -  f  e-*e>; 


dt 


-\-x 


Wenn  in  diesem  Integral  x  eine  von  null  verschiedene  Grösse  be- 
zeichnet, so  erfordert  die  Convergenz,  dass  a  +  1  positiv  sei.  ^Wir 
nehmen  ferner  an,  a  sei  keine  ganze  Zahl.  Ich  setze  nun 
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dt 
t+x 


und  der  Weg  sei  eine  ans  dem  Ostpunkte  um  die  Pole  — x  und  0 
geworfene,  rechtläufige  Schiingo  (Fig.  17).  Dieselbe  kann  nun  in  eino 
den  Pol  (— x)  rcchtläufig  umlaufende  geschlossene  Curve  und  in  eino 
aus  dem  Ostpunkte  allein  um  den  Pol  0  geworfene,  rechtläufigo 
Schiingo  verwandelt  werden  (Fig.  18).   Es  ist  somit 

/dt 
e-*  P  (Weg  eine  rechU.  geschlossene  Curve  um  0) 

,    P         dt     (Weg  eine  aus  dem  Ostpunkto  um  0  geworfene, 
+  /  e      t  +  *  rechü.  Schlinge) 

Der  Wert  des  ersten  Integrals  ist  aber  nach  Canchy  gleich 
2tT6-""*e*xa,  und  beim  zweiten  kann  man  die  Schlinge  auf  dio  Reali- 
tätslinie von  0  bis  +oo  zusammenpressen  und  findet 


dt    (Weg  eine  aus  dem  Ostpunkte  um  0  geworfene, 
€  rechü.  Schlinge  (Fig.  18)) 


CO  0 

OD 

=  €ina  2s  sin  <ik 
Also  ist 

S  —  2ine?**e*xa  +  2iJ*aBman  X/(«,  *) 


OD 

/d£ 
*  +  3 


'<«•  •>  "  2Ü?^f<-Ua7^  wie  in  Fig. 


17) 


rr 

-  e*x« 

sin  an 


Man  kann  nnn  diesen  Schiingenweg  so  weit  ausdehnen,  dass  auf  dem 
gauzen  Wege  mod.  t  >  mod.  *  und  also  {t-\-x)-*  nach  fallenden 
Potenzen  von  t  entwickelt  werden  kann.  Wird  diese  Entwickelang 
ausgeführt,  so  hat  mau 

A«,  *)  =  o  •  int  •        X=^  ("T1)  f  e-H*-i-*x*dt  (Weg  wie  in 

Fiff.  19)    —  .  n     .  e*  ar« 
*  *      7        sin  an 

Nun  ist  aber 
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-  üh~  x/ '-'^  (Wo«  wie  in  Fi«- 19) 

uud  mit  Hülfe  dieser  Formel  findet  man  schliesslich 

«>  -  ans  [S"(-1)A  rü$T^r«H 


00 

VII.   /(a)  =»  I   e  dx 
o 


Setzt  mau  hier  e       a  -»  ß>  wo  a  eine  reelle  Zahl  bedeutet ,  so  ist 


A«)~J  « 


0 

und  wenn  noch  x*  =»  t  gesetzt  wird,  so  hat 

/(«)  =  */  .       '.**--,,/•      (-0  '* 

0  o 

Es  sei  nun 


S=4, 

(Wog  von  — nach  0  mit  log*  —  —    -flogt*  und  Weg  von  0  nach 

— N  mit  logt  =  i»  +  log«)  —  A«) 

Ferner  sei 


(Wog  eine  aas  dorn  Wcstpnnkto  am  0  geworfene,  rechtlaafigo  Schlinge 

Fig.  20) 

gibt  man  nun  dieser  Schlinge  die  in  Fig.  21  gezeichnote  Gestalt,  so 
sieht  man,  dass 


4» 

(Weg  eino  von  0  aus  um  0  geworfene,  rechtl.  Schlinge  Fig.  22) 
und  somit  ist 
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f(a)  =  X-J,     '  t  *dt  (Weg  in  Fig.  20) 


(Weg  wie  iu  Fig.  22) 


Man  dehne  nan  den  Schiingenweg  des  ersten  Integrals  so  weit  aas, 
HL 

das«  « '  nach  fallenden  Potenzen  von  t  entwickelt  werden  kann. 
Weil 

1      'S  1 


so  ist 


(Weg  wie  in  Fig.  20) 
also  nach  der  bekannten  Formel  für  ~.  v 


4,  J    ■        <  Ä* 


(Weg  Fig.  20) 


=  -  - '  2  "  iTr(I+7)  "  T  '  ;f0  "2l!         2"  C0)2ß 


Im  zweiten  Integral  des  Ausdruckes  für  f(u)  ersetze  man  t  durch 
^  und  erhalt 


^.  /    t      '  t    '  dt    (Weg  wie  in  Fig.  22) 


(Weg  wie  in  Fig.  20) 


Hier  kann  man  wieder  den  Weg  so  weit  ausdehnen,  dass  e  t  nach 
fallenden  Potenzen  von  I  entwickelt  werden  kann.    Man  findet  so 
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ß  f  <+?  -i 

\J   e        t   Kit  (Weg  in  Fig. 
n     oo    ßiHi     1  / 


20) 


(Weg  Fig.  20) 


2  '  A=oA!/-(A+5)-  2  '  £0  (N  +  l)! 


Es  ist  somit 


oder 

00 


o 

QO 


—xa  — »-!  dx  —        „-av2c-fav  2 


Aus  diesen  2  Gleichungen  ergeben  sich  nun  noch  die  beiden  folgen- 
den: 

«-**  cos  -9dx  =  ^-  «-«  v»  cos  o V  2 

0 

QO 

ö-*"sin        =  -g-  ö-av28inov  2 


QO 


0 

Ersetzt  man  den  cos*  durch  !(«*»+«"'»),  so  ist  auch 

0  0 

Wird  nun  im  ersten  Integral  %  durch  i<  und  im  zweiten  durch  — it 
ersetzt,  so  lässt  sich  f(a)  wieder  durch  ein  einziges  Integral  dar- 
stellen.  Es  ist  also 
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Die  Pole  dieses  Integrals  liegen  in  t  =  a,  -  a.  Nimmt  man  nnn 
recp.  a  —  pos.  an,  so  liegt  nur  der  Pol  a  in  der  Osthälfte  des 
Zahlenfeldes.  Weil  das  Integral  im  östlichen  Horizonte  verschwindet, 
so  schalte  man  in  den  obigen  Weg  den  rechtläufigen  östlichen  Hori- 
zont ein  nnd  erhält  so  einen  neuen  Weg,  wie  ihn  Fig.  5  darstellt. 
Es  ist  somit 

/(fl) = hf  ^^qp  (Weg  in  Fig- 6)  =  le'a 

oder 

n 

/a  dx  tc 

o 

n 
2 

Setzt  man  hier  2«  —      so  folgt 
und  eine  partielle  Integration  ergibt  nnn 

m  -  \  +  t/Z  a-±^.* 

h  —n 

oder  auch,  da  der  eingeklammerte  Ausdruck  verschwindet, 

+* 

-  ty  log -^zrr- 
— * 

Wenn  nun      —  <  gesetzt  wird,  so  ist 

wo  nun  t  den  Einheitskreis  in  positiver  Richtung  durchläuft  Ist 
2a  —  a+£,  wo  mod.  «>  1,  so  liegen  die  Pole  des  Integrals  im 

*  ■  » 

t  =  o,  —  ?  von  weichen  nur  -  «  ausserhalb  des  Einbeitskreiaea 
liegt.   Man  setze  nun 
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f{a)~*\if  lo8('  +  a>7    <We8  der  Einheitskreis) 
.  1    P  dt 

+  2iJ  l0g  2^4)  X  7    (Weg  der  EiQheit8kreis) 
Das  erste  Integral  scbliesst  nur  den  einzigen  Pol  0  ein  and  somit  ist 

^.J*  log(<+«)  X  ~   (Weg  der  Einheitskreis)    =  ^log« 

Der  Integrationsweg  des  zweiten  Integrals  scbliesst  alle  seine  Pole 
ein  und  somit  tritt  der  Ausdehnung  des  Weges  kein  Punkt  hindernd 
entgegen.   Man  mache  von  dieser,  Eigenschaft  Gebrauch  und  dehne 

den  Weg  so  weit  aus,  bis  log  2t(a-\)  nach  fallenden  Potenzen  von 
t  entwickelt  werden  kanu.  Weil 

l0«2(^T)  =  -logä(«-D+ -4-  •  •  ■ 

so  ist  also 


L  f ,    t+°  ^* 

SiJ    10g2t(a~l)><  t 


(Weg  der  Einheitskreis) 

_  _  iog2g- 1) y  *  (Wcg  der  Einheit8krei8) 

 ^log2(a~l) 

und  somit 

/(a)-£(log«-log2(a-l)) 

a»+l  — 2«  (a-1)» 

^a  ~A'  «  «~~ 

so  ist  auch 


/(«)  - 
Weil  nun  aber 

2(a-l)~ 


/(«)  -  ?log^! 

oder,  da 

c  +  1  _  Va  +  1         a  Vo-f  1  +  Va  — 1 

a-l~ya_i,    «-i ~  2Yä-l 

ist, 
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    2 

,  Vo  +  i-f  Vg-i        /»  sin2* 

/(«)■=  ö  lOg  /   —    /  — j  ^~  ,xdx 

o 


Man  setze  =  <»  also 

dx  dl 


y*»+  i   y«»  -  i 

dann  ist 

CO 


Die  Pole  dieses  Integrals  liegen  in  t  —  a,  — a,  1,  — 1  nnd  die  Punkte 
1  and  — 1  sind  zugleich  Yerzweigungspuokte  eines  zweiblättrigen  t 
Feldes,  dessen  Uebergangslinie  die  Pole  (+1)  und  (—1)  verbindet. 
Nun  sei 

S=f  log  g±|)  X  ^===    (Weg  in  Fig.  23) 

Der  Weg  dieses  Integrals  ist  eino  aus  dem  Ostpunkte  um  den  Ver- 
zweigungspunkt  1  geworfene,  rechtläufige  Schlinge  Fig.  23;  b  sei 

/   1 4-  a 

Erkennungsort,  wo  yl—t*  pos.  und  log^j^  reell  verstanden  wer- 
den, wenn  a  reell  und  0  <  a  <  1  angenommen  wird.  Weil  nun  auch 

1  N 

s— ,/  ,0«^xy^WIog^xy^ 

1 

also 

togrT.  x  Ä^a) 

i 

so  ist 

f^  =  \f  l<*Hr!  X  (Weg  wie  in  Fig.  23) 

Für  dieses  Integral  ist  der  Horizont  zugänglich.  Man  dehne  deshalb 
die  Schlinge  so  weit  als  möglich  aus  und  gebe  ihr  die  in  Fig.  24 
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gezeichnete  Gestalt.  Weil  nun  aber  das  Integral  längs  des  Horizontes 
verschwindet,  so  hat  man 


Vi 

(der  Weg  ist  eine  ans  dem  Westpunkte  um  die  Pole  —  1 ,  —  a ,  a 

geworfene,  rechtl.  Schlinge  Fig.  25) 

Nach  einem  Umlaufe  um  die  logarithmischen  Polo  a  und  —  a 
allein  kehrt  aber  der  Iutegrand  auf  seinen  alten  Wert  zurück,  und 
somit  zerfallt  die  Schlinge  in  eine  nur  die  log.  Pole  umgebende  ge- 
schlossene Curve  und  in  eine  rechtl.  Schlinge,  geworfen  ans  dem 
Westpunkte  um  den  Pol  —1  allein  (Fig.  26).   Es  ist  somit 

1    P.    —  t  —  a    ,  dt 

(Weg  eine  aus  dem  Westpunkt  um  —1  geworfene,  rechtl.  Schlinge ; 
Erkennungsort  in  6,  wo  y'l—t*  pos.  und  log_*_|_q  reell  verstan- 
den werden  Fig. 


(Weg  eine  geschlossene,  rechtl.  Curve  um  a  und  — a;  Erkennungs- 
ort in  a,  Fig.  26) 

Nun  ist  aber 

\if  l0«=7^  X  y=  (Weg  obige  Schlinge) 

— jv  _i 
i    /\     — '  — «  <**      i  i    /*i     —t—a  dt 

— *  y  =j+-a  x    +*y ,o«  =7+-a  x 

-1  -JV 
-  -  W 

und  somit  ist 


1    /»      e-4-a  <ft 


Vi-/8 

(Weg  eine  rechtläufig  geschlossene  Curve  um  die  Pole  a  und  — a, 

Fig.  26). 

Man  dränge  nun  die  Curve  auf  das  Stück  der  Realitätslinie  von  -  a 
nach  a  zusammen.   Auf  dem  Hinwege  ist 

und  auf  dem  Herwege  hat  man 
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—a 


Vi-/* 

'2  J  y?r 


und  man  erhält  schliesslich 

f{a)  =  Trarcsin«  «  /*  log  ^'i1 v  — ^~ 

/    y**~+  t  - «   v**+ 1 


OD 


XI.    /(«,  r)  =  A  -  ?  x  .  adx_ 

J   l  +  2rcosx-f  r*  * 

Um  diesem  Integral  eine  für  die  Anwendung  des  freieu  Weges 
passende  Form  zu  geben,  beachte  man,  dass 


/ 


PO 

adx  tc 


«*  -f-  2 


ist  Dieses  Resultat  kann  am  einfachsten  auf  folgende  Art  gefunden 
werden.   Es  ist 

<x  -f  .v 

+  *  /  «*-f 

o  -.V 

in  diesen  Wog  schalte  man  den  nördlichen  Horizont  ein,  und  da  der 
Integrand  auf  den  nämlichen  Wert  zurückkehrt,  mit  dem  er  ausge- 
gaugen  ist,  so  erhält  man  als  neuen  Wcr  eiue  geschlossene,  rechtl. 
Curve  längs  der  nördlichen  Halbebene.  Wird  nun  a  pos.  angenom- 
men, so  schliesst  dieser  Weg  nur  den  einzigen  Pol  ia  ein,  und  somit 

ist  der  Wert  des  Integrals  nach  Cauchy  gleich  *  ;  daher  die  Gleichung 

oo 

/adx  y     P  adx 

7t 

(Weg  eine  geschlossene,  rechtl.  Curve  am  den  Pol  <*)   ■=  2 
Demnach  ist 

Arek.  i.  Math.  o.  Pkj».   2.  K«jb,,  T.  IX.  6 
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ao  ao 


o 


/»  2(1_ 4 


-J-rCOS*) 

C0Sx-{~r*  ^  a*  -}-  ar 


oder  auch 

x 


(1  -rV(«,  r)  +  2  -  y  (,+„.,+  1  +  r;_M)  X  jrqp,, 


0 


-/ 


1  +  re"  ~ 

— -V 

Ersetzt  man  hier  *  durch  //,  so  hat  man 

-i.Y 

/(«,  r)+  j  _  r,  -  x_rt  X  /  j \i_r<,-/  X  at  _  tt 

iS 

Die  Pole  des  ersten  Factors  sind  durch  logr-f-  in  ("In  -f- 1)  darge- 
stellt, wo  u  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  durchlaufen 
kanu,  liegen  also,  wenn  mod.  r  <  1  ist,  in  der  Wcsthalfte  des 
Zahlenfeldes.  Der  zweite  Factor  enthält  die  Pole  «  und  — «  Wird 
nun  reep.  a  =  pos.  angenommen,  so  liegt  a  allein  in  der  Osthälfte  des 
Feldes.  Um  den  vielen  Polen  in  der  Westhälftc  des  Zahlen feldes 
auszuweichen,  schalte  man  in  obigen  Integrationsweg  die  Osthälfte 
des  Ilorizoutes  ein,  wodurch  man  eiue  geschlossene  Curvo  erhält, 
die  den  Rand  des  östlichen  Zahlenfeldes  in  positiver  Richtung  um- 
gibt und  nur  den  einzigen  Pol  a  cinschliesst  (Fig.  ö).    Es  ist  somit 

n  2  i       f*      1  n  dt 

r)  -f  x        -  x  _  r,y  x  X  -  (Weg  in  Fig.  5) 

also  nach  Cauchy 
folglich 

-  A  1  +  r<f.a-y    14-2rcoSx  +  r"Xa»"4-*« 

0 

Um  diese  Formel  zu  erhalten,  ist  es  nicht  absolut  notwendig,  den 
östlichen  Horizont  in  den  Weg  cinzuseblicssen.  Wird  der  westliche 
Horizont  eiuges.'balti-t,  so  erhält  mau 
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/(-,  0  +  j  _  rI  =  i  _  r,J  t  +  — ;  X  -i  _  -i   (Weg  m  Fig.  27) 

Der  Weg  dieses  Integrales  umgibt  in  negativer  Richtung  den  Rand  des 
westlichen  Zahlenfeldes  und  schliesst  also  die  Pole  logr-f  h  (2n-\- 1) 
(für  n  =  ...  —3,  -2,  —  1,  ü,  1,  2,  3,  ...)  und  -  a  ein.  Weil  nuu 
aber  der  Iutegrand  nach  einem  Umlaufe  um  einen  dieser  Pole  auf 
seineu  anfänglichen  Wert  zurückkehrt,  so  zerfällt  dieser  Weg  in  eine 
Anzahl  isolirter,  geschlossener  Curvcn,  welcho  jeweilen  nur  einen 
einzigen  Pol  einschlicsscn  (Fig.  28).    Es  ist  somit 

(Weg  eine  rechtläufig  geschlossene  Curve  um  den  Pol  logr-f-<7r(2A-}-l)) 

.    _i_  C  L    v  (ldt 

(Weg  eine  rechtl.  geschlossene  Curve  um  dem  Pol  —  a) 
also  nach  Cauchy 

^  1-r«      l-^-A=_x  (|0gr  +  *»(21  +  l))*-a» 

oder  auch 

r>-1_r«-i4-r^--1_r«x 

/        logr—  a  logr-f  a  \ 

^  \w>Jt*-f  '(logi— tf)s      wJ,Äa  +  (logr+<ijV 

wo  in  der  Summe  die  Zahl  m  alle  positiven ,  ungeraden  Zahlen 
durchläuft.  Um  diese  Formel  mit  der  auf  dem  ersten  Wege  er- 
haltenen in  Ueberciustiinmung  zu  bringen,  müssen  wir  den  Wert  dieser 

Summe  ausmitteln.  Für  das  Integral  ^£  ^  f  l±re-t  ist 
der  ganze  Horizont  zugänglich  und  zwar  verschwindet  dasselbe  hier 
wie  j\  demnach  ist 

»       P     1  (Weg  der  rechtläufige  Horizont  Fig 

Pr"V    i  +  re--<>C<Y-«s  29)  -0 

N'uu  aber  kann  dieser  Weg  in  gesonderte,  rechtläufige  Curvcn  um 
die  eiuzelueu  Pole  aufgelöst  werden,  wie  Fig.  29  es  andeutet,  und 
der  Satz  von  Cauchy  gibt  sogleich 

6# 
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V 


">7t 


logr  —  a 


logr  -f  a 


1  -r*\intn*+(\Q£r  —  a)*      m«  rc*  +  (logrf 

3t  1  7t 


1 


wo  iu  der  Summe  die  Zahl  m  alle  ungeraden,  positiveu  Werte  durch- 
läuft. Wird  nun  dieser  Wert  für  die  Summe  oben  eingesetzt,  so  er- 
hält man 


/(«,  r) 


*/2_   1—  re" 
1-f  re" 


«    '  1 — r2 '  1  -fr  e"  ~^  1 — r*  '  1  +  r  e~ 


oder 


w/2       1  —  r^-fl 


also  wie  auf  dem  ersten  Gauge. 


XII.      -  /  -.  


Die  Pole  dieses  Integrales  liegen  in  1  und  —  1.   Es  sei  nun 

/X>dx 

(Weg  eine  rechtläufig  geschlossene  Curve  um  die  Pole  1  und  —  1; 
Erkennungsort  in  «,  wo  >V~^T  pos.  ist  (Fig.  30) ) 

Man  ziehe  den  Weg  auf  dio  Uebergaugsliuie  von  1  nach  —1  zu- 

P   x2»  dx 

sammen:  auf  dem  Hinwege  hat  man  — *  /  •  ,   und  auf  dem 

+1 


/*  X2"  dx 
,       ^  also  ist 


/x?»<lx 
Vi  —  x 


und  somit 


1    P  ^»dx 
A  ~  Vx*-1    (Weg  Wi°  iD  Fig*  3°) 

Der  Integrationsweg  schliesst  alle  Pole  des  Integrals  ein ;  man  kann 

daher  den  Weg  so  weit  ausdehnen,  bis  Vx*—  1  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  x  entwickelt  werdeu  kaun.  Weil 
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so  ist 


(Weg  cino  rechtl.  geschlossene  Curvo  um  den  Pol  0) 

also 


Die  untere  Grenze  dieses  Integrals  verlangt,  dass  0  <  «  und  die 
oben  a  <  w-f-1;  zugleich  nehmen  wir  an,  dass  «  keine  ganze  Zahl 
sei.   Mau  bilde  nuu  folgendes  Integral 


Der  Weg  ist  eine  aus  dem  Ostpunkte  um  die  Pole  —  1  und  0  ge- 
worfene, rechtläufige  Schlinge  (Fig  31).  Weil  der  Integrand  nach 
einem  Umlaufe  um  -1  auf  seinen  alten  Wert  zurückkehrt,  so  zer- 
fällt dieser  Weg  in  eine  reehtläulig  geschlossene  Curvc  um  —1  und 
in  eiue  aus  dem  Punkte  -f-A'  um  ü  geworfene  Schlinge  (Fig.  32). 
Also  ist 


r(n  +  l) 


XIII. 


(Weg  wio  in  Fig.  31) 


(geschlossene  Curve  um  — 1) 


Nach  Cauchy  ist  aber 


(Weg  eine  geschlossene  rechtl.  Curve  um  —  1) 


Den  Schlingcnweg  des  zweiten  Integrals  kann  man  auf  die  Rcalitäts- 
Viuie  von  -f  A'  bis  0  zusammenziehen  und  erhält 
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/dx 
(i4_x)n»i    (Weß  ciue  Schlinge  aus  N  um  ü) 


=  2iciTfa  sin««  xa~l 


00 

2x 


0 


somit  ist 


1  P      .  (IX 

A  =  2i**'sinnaJ  *      (T+7rH  in  Fiß'  32) 

+  ...»  (-1)" 
1  sin  arc v      '  V    n  / 

In  diesem  Ausdrucke  steht  nun  der  Ausdehnung  des  Weges  kein  Pol 
mehr  im  Wege.    Man  benutze  nun  diese  Eigenschaft  und  dehne  den 
Weg  bis   in  den   Horizont  aus,  und  weil  hier  das  Iutegral  wie 
verschwindet,  so  hat  man 

A  ~~  sin  anK      }  \  n   )  I\u  +  l) 

Man  kann  das  Integral  A  auch  auf  folgende  Art  auswerten.    Es  ist 

 1  /*  a_1  dx 

2U»'a$\ua7iJ  (i-f-^»+i 

(Weg  eine  rechtläufigc  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  den  Pol  U, 

Fig. 

und  wenn  man  nun  hier  an  das  Eude  dos  Weges  den  ganzen  rück- 
läufigen Horizont  anschliesst,  so  kehrt  der  Intogrand  auf  seinen  an- 
fänglichen Wert  zurück  und  man  erhält  als  neuen  lutegrationsweg 
eine  geschlossene  Curve ,  welche  nur  den  Pol  — 1  rückläufig  umgibt 
und  den  andern  Pol  0  ausschliesst  (Eig.  33).  Bringt  man  diesen 
Weg  ganz  in  das  endliche  Gebiet,  so  ist 


A  ~  2/sina*,  /  (  *)U 


t!x  

(1-|- 

(Weg  eine  rechtläufig  geschlossene  Curve  um  den  Pol  —  1;  Erken- 
nungsort in  <j,  Fig.  33) 

also  uach  Cauchy 


71  WOi  +  l-«) 

sin  a:i[         \   h  J  =3        l\n  -f-lj 
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00 

/xn    1  dx 


Die  Pole  dieses  Integrals  sind  durch  0  und  e  darge- 
stellt, wo  i  die  positiven  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  ...  (w  -1)  durch- 
laufen kann.    Es  sei  nun 


xa~ldx 

(Weg  eine  aus  dem  Ostpunkte  um  0  geworfene,  rechtläutigc  Schlinge 

Fig.  19) 

Wird  uun  dieser  Weg  auf  die  Realitätslinie  von  0  bis  -f-A*  zusam- 
mengezogen, so  erkennt  mau,  dass 

S  =  (Weg  wie  oben) 

x 

0 

ist,  und  somit 

J  r    x"-1  dx       (Weg  eine  rechtl.  Schlinge  aus  iV 

A  *~  27e'™s\ua7iJ  (l-fx'O'Ml  um  ü) 

An  das  Ende  dieser  Schlinge  werde  nun  der  ganze  rückläufige 
Horizont  angefügt,  und  da  der  Intcgraud  auf  diesem  Wege  auf  seinen 
alten  Wert  zurückkehrt,  so  erhält  man  eine  geschlossene  Curve, 
welche  alle  Pole  des  Integrals  mit  Ausnahme  von  0  einschliesst 
(Fig.  34).  Weil  nun  aber  der  Integrand  nach  einem  Umlauf  um 
einen  dieser  Pole  auf  seinen  ursprünglichen  Zustaud  zurückkehrt,  so 

zerfällt  diese  Curve  in  n  gesonderte  Curvcn  um  die  Pole  e 
wie  Fig.  34  es  anzeigt.    Es  ist  somit 

1  rj.-n-l     r*     j*  —  ldx 

A  ^  2iV*«  sino*  X  [        ,/  U-f-*'«)'»^ 


-(■  ■-  ), 


i: 

(Weg  um  den  Pol  e 

und  es  bleibt  noch  die  Aufgabe  übrig,  den  Wert  eines  solchen  Inte- 
grals ausznmitteln.  Zu  diesem  Zwecke  setze  ich 

x       r  -f  -  /« 
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wo  A  sehr  klein  ist,  und 


•»(2A4-1) 


r  =•  e 

bedeutet.   Dann  wird 


x"-1  dx 


1  r 

2*V'"»siua*l/   (l  +  x»)m+l 

-<-»-^ki/0+*T"'(('+9'-'r"'» 

wo  h  einen  positiven,  sehr  kleineu  Kreis  um  ü  beschreibt.  Setzt 
man  nun 

r  1 

so  hat  man 

1  P  xa-ldx  (— D'-r0  P 

2iV»«  sinajr  J  (l+x«r  +  l      -2i*»"s\nanJ  1  ' 

(Weg  ein  kleiner  pos  Kreis  um  1) 

-  (-D",+1ö^-^   /  (x  l)-"-1^ 

2*c,;r"  siuarc  n  /  7 

(Weg  ein  kleiner  pos.  Kreis  um  1) 


sin  an   '     '  c' 


•(•-') 

n  \    m  / 


Um  /4  zu  erhalten,  muss  mau  für  r  seineu  Wert  einsetzen  und  nach 
*  vou  0  bis  n — 1  summiren.    Demnach  ist 


sin  an'      n      \   m    /     x=0  cina 


A 

oder  also 


81 U 
n 


2  /»" 

xv.  y«  -  ;  /  si 


r/u 

sin  jw  .   ,  -~==== 
Vu*  —  1 


Hier  ist  es  die  Fuuction  sins«,  welche  das  Integral  an  der  obern 
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Grenze  schwierig  macht.  Mag  man  diese  Grenze  nach  N-\-ia  oder 
nach  iST—  »o,  wo  a  pos.  nnd  beliebig  gross  werden  soll,  verschieben, 
immer  wird  die  zu  integrireude  Function  unendlich,  wenn  mau  in 
eine  andere  Weltgegend  gelangen  will.  Man  inuss  durchaus  Visin  zu 
in  die  zwei  Functionen  e»»  uud  —  e~iMU  zerreissen  und  hat  dann 


.v  1 


(Die  Integrale  convergiren  in  u  —  N.  Beim  ersten  zum  Beispiel 
braucht  man  nur 

N  NN 

/.du       1  i       \\   ,    1     P  du 
u        tz  [       u)    1    IZj  Ii* 

zn  betrachten). 

Beim  ersten  Integral  kann  man  die  obere  Grenze  der  Nordhälfto 
des  Horizonts  entlang  fort  bewogen  und  beim  zweiten  die  untere 
Grenze  durch  die  Südhälfte;  hier  geschehe  es  bis  zum  Westpunkte. 

Am  Horizonte  ist  Vw*  —  1  —  u  uud  galt  im  Ostpunkto  als  positiv; 

also  ist  Vu2  —  1  im  Westpunkte  negativ.   Es  ist  also 

i 

1      P  du  1      P  du 

I  -     -  =  -   /  /      -    (Weg  wie  in  Fig.  35). 

Ersetzt  man  nuu  im  Integral  rechter  Hand  die  Variable  u  durch  — m, 
so  werden  die  neuen  Grenzen  zu  N  und  — 1  und  der  neue  Weg  liegt 

ganz  iu  der  Nordhälfte  (Fig.  35).  In  — N  war  Vw*—  1  ncg. ;  also 
ist  in  m  =  N  statt  des  vorigen  Vit*  —  1  jetzt  —Yn*—1  zu  setzeu, 
damit  V u*  —  1  in  u  —  N  dieselbe  positive  Bedeutung  habe,  wie  im 
ersten  Integrale.   Es  ist  also 

l 

1     P  du           1     P  du 

—    i   e—*tH  _   =:  —    /  e"M  —  —  -s 

inj  'inj  ytt*'-l 

(Weg  wie  in  der  Nordhälfto  von  Fig.  35) 

sein  Anfang  schliesst  sich  au  das  Ende  des  ersten  Integrals  au. 
Man  kann  beide  vereinigen  und  hat 

2   /»?  du         1     P  du 

(Weg  wie  in  Fig.  36) 
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Liesen  Weg  kann  man  nun  auf  die  Realitätslinio  von  1  nach  —  1 
zusammenziehen.  Im  Ostpuokte  war  yV2—  1  positiv  und  bleibt  es, 
bis  dass  u  kurz  vor  l  augelaugt  ist.  Weil  u  nur  durch  eine  halbe 
positive  Drehung  in  die  Strecke  zwischen  —1  und  1  kommen  kann, 

so  ist  längs  derselben  V«»— 1  -  »Vi  -  u*  nördlich  lateral.  Kehrt 
man  endlich  den  Weg  um,  so  ist 

oc  1 1 

iX     2    /*.  flu         1    P  du 

1)  /  sin*»*,   ,         -  =■        /  C"n    ,  : 


-;/• 


-1 

t 

du 

COS  ZU 

t 

CT  * 


Die  Polu  des  Iutegrals  liegen  in  1  und  — 1  und  dasselbe  sind  zu- 
gleich die  Verzweigungspunkte  eines  zweiblättrigeu  u-Feldcs  mit 
eiuer  Uebergaugslinie  von  1  nach  —1.    Es  sei  nun 


1     P  du 
2t7tJ        ytt«— 1 


(Weg  wie  iu  Fig.  37 ;  in  a  sei  V»*2  — 1  positiv) 

Der  Weg  ist  eiue  geschlossene  Curve,  welche  den  Pol  1  rechtläufig, 
hingegen  den  —1  rückläufig  umschliesst  (Fig.  37).  Zieht  man  diesen 
Weg  auf  die  Uebergaugslinie  zusammen,  so  folgt 

-ri 

„    i   r  du 

und  somit  ist 

M     2   /*X  du  1     f  .        du        (Weg  wie  iu 

2)  /  sin  im  =         /  r"u  -  „.  om 

*  j  V«--l       ~';i,f        >V— 1  Fig.  32) 

Um  noch  eine  dritte  Integralform  zu  erhalten,  schalte  man  in 
diesen  Weg  einen  doppelten  positiven  Umlauf  um  -1  ein,  längs 
desseu  das  Integral  0  beträgt  (Fig.  38).    Denn,  wenu  man 

M  ^  —  l  -  2/2 
setzt  (wo  /  abs.  <,  1)  und  sich       orientirt,  so  ist 

du  „  dt 

Vu»  - 1        K  Vi+t* 

der  doppelte  positive  Umlauf  der  Variabein  u  hat  sich  in  einen  ein- 
fachen positiven  Umlauf  der  Variabel»!  t  um  0  verwandelt  und  man  hat 
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—  t7i   I  e-0*'1  (geschlossene  Curve  um  0)    —  0 

(Die  Pole  —i  und  #  sind  durch  die  Bedingung  mod.  t  <  l  ausge- 
schlossen). Zerrt  man  nun  den  Teil  des  Weges,  der  im  zweiten 
Blatte  liegt,  durch  die  Uebergangslinie  hindurch  in  das  obere  Blatt, 
so  verwandelt  sich  der  erste  Weg  ohne  Aenderung  des  Integrals  in 
den  zweiten  (Fig.  39),  und  es  ist  somit 

2  du  1    f  du 

Es  sei  nun 
Hann  ist 


v..»-i  =  }(P-J) 


also  positiv,  wenn/»  positiv  und  grösser  als  1  ist;  p  beschreibt  einen 
rechtläutigcn  Kreis  um  0.    Setzt  man  noch 

p  M  _  i9 

so  beschreibt  auch  *  einen  rechtläutigcu  Kreis  um  0  mit  demselben 
Radius  wie  p  und  mau  hat 


(Wog  eine  geschlossene  Curvc  um  0) 


3)      -  /  sins/4     ,     —  =         f  e 


Wird  die  Bessel'schc  Function  mit  J(.r)  bezeichnet,  so  ist  die  Summe 

als  die  Detinitionsgleichung  zu  betrachten.  Was  nuu  auch  a  sein 
mag,  so  hat  man  immer 

1         1  f 

p.-\  =  o  •    /  tun-adu 

(Weg  eine  aus  dem  Westpunktc  um  0  gelegte,  rcchtläufigc  Schlinge 

Fig.  40) 

Man  darf  daher 
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setzen  und  weil 


so  hat  man 


•  ,  6)°  f      a  l 


du   (Weg  wie  in  Fig.  20 


Diese  Formel  gilt  für  alle  a  und  x.  Sio  couvergirt  stets,  welche 
endlichen  Werte  der  Parameter  a  und  das  Argument  x  auch  haben 
mögen.   Ist  x  pos.,  so  sei 

tt  =  \  xt 

der  Ausgangspunkt  der  Schlinge  bleibt  dann  für  t  derselbe  wie  für 
u,  und  man  bekommt 

1    r  ixV~}) 
JW  ~2hiJe  $—-hH   (Weg  in  Fig.  40) 

Ist  a  eine  ganze  Zahl,  so  schliesst  sich  der  Weg  im  Westen,  und  die 
Schlinge  verwandelt  sich  in  eine  geschlossene  Curve  um  0.  Ver- 
gleicht man  nun  Formel  3  auf  Seite  91  mit  diesem  Ausdrucko,  so 
erkennt  man,  dass 

/CK) 
sin  su  — -       ■=  J(z) 
yux—  l 

ist.  Wenn 

V  —  f  x«-i(l  -x)ß~*dx 

(Weg  eine  vom  Punkte  t  aus  um  0  gelegte  rechtläufige  Schlinge) 
und 

W=>f  x«~K(l -  (lx 
(Weg  eine  vom  Punkte  t  aus  um  1  gelegte,  rechtläufige  Schiingo) 
dann  ist 

vir')  -     v-^'-<"i,w  4i» 
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Ist  nun  a  pos.,  also  der  Pol  0  zugänglich,  so  verlege  man  den  Aus- 
jjaogspunkt  der  Schliugenwege  in  den  Punkt  0,  und  weil  V  =  0  ist, 
so  hat  man 

Nach  dieser  Formel  findet  mau  nun 

nidrrjTr+T,  -  2V/';-,('-i)»-'  <wcß  wie  iu  fi* 

nnd  weil  in  dieser  Gleichung  k  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 
die  Kuli  nicht  ausgeschlossen,  so  besteht  dieselbe,  was  auch  a  sein 
mag.  Dio  Function  («—  l)a_»  ist  im  allgemeinen  eine  transcendente 
Function  und  wird  algebraisch,  so  oft  a  einer  rationalen  Zahl  gleich 
wird.  tx~i  ist  eine  algebraische  Function,  die  zu  ihrer  Ausbreitung 
eiu  zweiblättriges  Feld  erfordert.  Die  Uebergangslinie  gehe  von  0 
nach  dem  Westpuukte.   Nun  ist  auch 

Der  Weg  dieses  Integrals  besteht  aus  einer  geschlossenen  Curve, 
welche  die  beiden  Pole  0  und  1  einmal  rechtläufig  und  einmal  rück- 
läufig umgibt,  wie  es  Fig.  42  auzeigt.  Um  dio  Verzweigung  aufzu- 
lösen, setze  mau 

t  «=  u2 


Dann  geht  u  rechtläufig  um  1  und  rückläufig  um  -  1  und  man  hat 

/•(i -„)F(«  +  A-f 1)     2i7tJ  (w      1;     u  tlu  Fig  43) 

Aus  dieser  Formel  folgt  nun  sogleich,  dass 

(Weg  in  Fig.  43) 

ist,  und  weil 

^fw-iy-UKVdu   (Weg  Fig.  43)  =0 
so  kann  man  auch  setzen 
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(Weg  in  Fig.  43) 
uud  man  erhält  schliesslich 

Diese  Formel  ist  gültig  für  alle  endlichen  Werte  von  a  mit  Aus- 
nahme des  Falles,  wo  u-fi  eine  ganze  positive  Zahl  wird,  weil 
r(J—  a)  unendlich  wird,  und  das  Integral  verschwindet,  aus  Mangel 
au  Polen.  Setzt  man  hier  a  «-  0  uud  vergleicht  das  Resultat  mit 
der  Formel  (2)  auf  Seite  90,  so  erkouut  man  auch,  dass 


ist. 
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VII. 

Miscellen. 


1. 

Uebcr  Ermittelung  von  Krümmungshalbmessern  tou  Kegelschnitten 

auf  synthetischem  Wege. 

Indem  Steiuer  Krümmungskreise  eines  Kegelschnitts  als  Kreise 
defiuirte,  welche  drei  zusammenfallende  Punkte  mit  dem  Kegelschnitt 
gemeiu  haben,  fand  er  eine  einfache  Methode,  sie  durch  Bestimmung 
des  vierten  gemeinschaftlichen  Punktes  zu  construiren.  Aber  seine 
Methode  ist  nicht  allgemein:  sie  lüsst  im  Stich,  wenn  alle  vier  ge- 
meinschaftlichen Punkte  des  Kegelschuitts  und  des  Kreises  zusam- 
menfallen. 

Ich  gelangte  zu  einer  allgemeineren  Methode  zur  Bestimmung 
von  Krümmungskreisen  au  Kegelschnitten,  indem  ich  sie  als  Kreise 
betrachtete,  die  mit  ihren  Tangenten  gleiche  Elemente  gemein  haben, 
wie  der  Kegelschnitt  mit  seiner  Tangeute  an  der  im  einzelnen  Fall 
gegebenen  Stelle. 

Man  kann  zunächst  beweisen,  dass  die  Elemente,  welche  Kreise 
mit  Tangenten  gemeiu  haben,  sich  wie  ihre  Radien  verhalten. 

Denn  man  kann  zwei  Kreiso  als  collinear  ansehen  mit  dem 
Schnittpunkt  ihrer  gemeinschaftlichen  inneren  Tangenten  als  Colli- 
neationscentrum  und  der  sogenannten  Potenzlinie  als  Colhneations- 
axe.  Dann  ist  jede  der  beiden  inneren  Tangenten  Träger  zweier 
projectivischeu  Punktreiheu,  Colliueatiousceutrum  und  Schnittpunkt 
mit  der  Collinealiousaxc  sind  ihro  Doppelpunkte,  und  die  beulen 
Elemente,  mit  denen  die  Kreise  berühren,  sind  entsprechende  Strei  ken. 
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Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse,  in  denen  die  Strecke 
zwischen  den  Doppelpunkten  durch  je  zwei  entsprechende  Punkte 
geteilt  wird,  folgt,  wenn  mit  ß0  und  ö0  die  Berührungselemente, 
mit  et  und  £  die  Strecken  von  einem  Doppelpunkt  bis  zum  Anfang 
von  ß0  und  vom  andern  bis  d0,  schliesslich  die  Strecke  zwischen  ß0 
und  60  mit  y  bezeichnet  werden: 

woraus  sich  nach  Ausführung  mehrerer  leichten  Rechnungsoperatio- 
nen und  bei  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  der  unendlich 
kleiuen  Grössen  ß0  uud  ö0  die  Proportion 

d0~"f(«+y) 

ergibt.  Sind  7?  und  r  die  zu  ft,  und  60  gehörigen  Kreisradien ,  so 
ist 

R  a 
r       y  —  « 

ßo 

denselben  Wert  hat  offenbar  der  Quotient  ^  da,  wie  leicht  zu  sehen , 
a  und  t  negativ  zu  nehmen  sind,  und  da 


Mittelst  des  eben  angewendeten  Verfahrens  kann  man  uuu  offen- 
bar auch  Krümmungshalbmesser  für  jede  beliebige  Stelle  eines  Kegel- 
schnitts bestimmen,  indem  man  die  Taugente  an  dieser  Stelle  zum 
Träger  zweier  projectivischen  Punktreihen  macht.  Mau  erreicht 
dies,  indem  man  ihren  Schnittpunkt  mit  oiner  beliebigen  zweiten 
Taugento  am  Kegelschnitt  als  einen  Doppelpunkt,  ihren  Schnittpunkt 
mit  der  leicht  zu  findenden  Collincationsaxe  des  Kegelschnitts  und 
eines  beliebig  an  beide  Tangenten  gelegten  Kreises  als  den  zweiten 
Doppelpunkt,  die  beiden  Elemente,  welche  die  beiden  Curven  mit 
der  ersten  Taugente  gemein  haben,  als  entsprechende  Strecken  be- 
trachtet. Das  Verhältniss  dieser  Elemente,  d.  b.  das  des  gesuchten 
Krümmungshalbmessers  zu  dem  dos  Uülfskreises  ist  dann  wiederum 

ß0  _  *_«(y-H) 
*o  ""  r  f(o-f-y) 

Rudolf  Skutsch. 
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2. 

Bemerkung  über  die  wahrscheinlichsten  Werte 
beobachteter  Grössen. 

Die  folgenden  Bemerkungen  Bind  durch  Bessel's  Abhandlung: 
»Untersuchung  über  die  Wahrscheinlichkeit  der  Beobachtungsfehler" 
im  16.  Bde.  der  Astron.  Nachr.  veranlasst  worden. 

Es  bezeichne  x  den  Fehler  einer  Beobachtung,  genommen  als 
Differenz  zwischen  dem  wahren  und  beobachteten  Wert  einer  Grösse, 
welche  eine  Function  der  m  unbekannten  Elemente  p,  5,  r,  .  . .  ist, 
und 

y  —  <p(x) 

•ei  die  Gleichung  dieses  Fehlers  in  dem  Sinne,  dass  ydx  die  Wahr- 
scheinlichkeit bezeichnet,  der  Fehler  einer  künftigen  Beobachtung 
werde  zwischen  den  Grenzen  x  und  x+dx  liegen.  Sind  n  Beobach- 
tungen (n  >  m)  gemacht  worden,  so  war  vor  Ausführung  derselben 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  ihnen  anhaftenden  Fehler  *, ,  <rf, 
. . .  ar„  seien,  proportional  dem  Product 

Sl  —  tpixjyix,)  .  .  .  q>(xn) 

nach  Aasführung  der  Beobachtungen  ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
Systems  von  Werten  der  Elemente  p,  r,  .  . .  eben  demselben  Pro- 
duct proportional ') ,  wo  nunmehr  unter  x  der  Unterschied  der  mit 
diesem  Weltsystem  gerechneten  und  der  aus  der  Beobachtung  her- 
vorgegangenen Grösse  zu  verstehen  ist. 

Nach  Gauss  wird  nun  jenem  Wertsystem  der  Unbekannten  p, 
«,  r,  . . .  unter  allen  Systemen,  welche  aus  den  gemachten  Beobach- 
tnagen auf  irgend  welche  Art  abgeleitet  werden  können,  der  Vorzug 
gegeben,  für  welches 

Sl  ein  Maximum 
welches  also,  wenn  man  sich  der  Abkürzuug 

^  -  fb(x) 

bedient,  der  Gleichung 

*>(*■!)  +  *(*,)+  ...+*(*«)-<>  <l> 

Genüge  leistet;  dieses  Wertsystem  wird  als  das  wahrscheinlichste 
bezeichnet. 


1)  VoraoagefeUt,  data  all*  WartaytUma  p,  y,  r  .  .  -  »  Priüri  wahr- 
•cheinlicb  sind. 

7 

Arck.  «.  X»th  g.  Phj».    t.  **ik«.  T.  IX. 
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Diese  Festsetzung  geschieht  unter  der  stillschweigenden  Voraus- 
setzung, dass  die  Function  <p  solcher  Natur  ist,  um  ein  Maximum 
von  Sl  zuzulassen;  wenn  x  einen  zufälligen  Fehler  in  dem  üblichen 
Sinne  des  Wortes  bezeichnet,  so  ist  die  Möglichkeit  eines  Maximums 
aus  den  Eigenschaften  von  <p,  wie  sie  aus  der  Erfahrung  sich  er- 
geben und  von  Gauss  dem  oben  entwickelten  Raisonnement  voraus- 
geschickt sind  (Theoria  motus,  art.  175),  unmittelbar  einleuchtend. 

Anders  aber  verhält  es  sich ,  wenn  der  Fehler  x ,  ohne  dass  er 
aufhört  dem  Zufall  unterworfen  zu  sein,  einem  besonderen  Gesetze 
folgt.  Es  ist  der  Zweck  dieser  Zeilen  zu  zeigen,  dass  die  Eigen- 
schaften von  q>  dann  solcher  Art  sein  köunen,  dass  Sl  überhaupt 
keinen  ausgezeichneten  Wert  annimmt,  und  die  oben  getroffene  Wahl 
von  j»,  9,  r,  . .  .  illusorisch  wird;  dass  in  andern  Fälleu  Sl  nur  ein 
Minimum  werden  kann,  und  dio  diesem  Minimum  entsprechenden 
Werte  von  p,  q,  r,  .  .  .  die  vorzugsweise  zu  wählenden  sind,  so  dass 
nunmehr  als  die  wahrscheinlichsten  Werte  der  Unbekannten  diejenigen 
zu  gelten  haben,  für  deren  Existenz  die  kleinstmöglichc  Wahrschein- 
lichkeit besteht;  dass  endlich  Fälle  denkbar  sind,  wo  &  nur  einen 
grössten  Wert  erreicht,  ohne  eigentlich  ein  Maximum  zu  werden.  — 
Wir  werden  uns  dabei  auf  den  einfachsten  Fall,  auf  directe  Be- 
obachtungen beschränken. 

Im  ersten  Teile  der  oben  erwähnten  Abhandlung  leitet  Bessel 
Gesetze  von  Fehlern  ab,  welche  aus  eiuer  einzigen  Fehlerursache 
entspringen.   An  diesen  wollen  wir  das  eben  Behauptete  nachweisen. 

Der  Fehler  x  einer  Beobachtung  hange  von  einer  Grösse  c  in 
bekannter  Weise  ab,  so  dass 

*  -  A»  (2) 

wo  also  f  das  Zeichen  für  eine  gegebene  Functiou  ist.  Der  Wert 
von  |  aber  sei  dem  Zufall  unterworfen  und  folge  der  Gleichung 

V  =  9&)  (3) 

so  dass  t]tti  die  Wahrscheinlichkeit  bedeutet,  ei  liege  |  zwischen  I 
und  Ü-H|.  Die  Wahrscheinlichkeit,  der  Fehler  einer  küuftigeu 
Beobachtung  falle  zwischen 

x  -  f(i)    und   x  +  dx  =  f('i  + 

kommt  dann  überoin  mit  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  bei  der 
Beobachtung  zufällig  eintreffende  Wert  von  j-  zwischen  £  und  i+d* 
fallt,  und  mau  hat  somit  zur  Bestimmung  von  y{x)  die  Gleichung 
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aas  weicher  sich  zunächst 

ergibt;  durch  Elimination  von  £  mit  Hilfe  von  (2)  erhält  man  a>(sr) 
als  Function  von  x  dargestellt. 

Iq  dem  vorliegenden  Falle  aber  handelt  es  sich  um  die  Aus- 
führung der  Gleichung  (1),  also  um  1>(x)\  nun  ist 

wo  abermals  rechter  Hand  §  mit  Hilfe  von  (2)  durch  x  zu  erseUen  ist. 

Sind  alle  Werte  von  |  zwischen  den  Grenzen  —  o  und  a  gleich 
möglich,  so  ist 

f®  -  i 

udJ  die  Formeln  (4)  uud  (5)  lauten  dann  einfacher 


1.  Es  sei 


VW  =  (7) 


so  wird 


2a 
2a  a 


die  möglichen  Werte  des  Fehlers  x  liegen  zwischen  den  Grenzen 
-a«  und  aa  und  sind  alle  gleich  wahrscheinlich.  Die  Function  y(x) 
▼erschwindet  für  alle  Werte  von  x,  die  Aufstellung  der  Gleichung 
(1)  und  somit  auch  die  Bestimmung  wahrscheinlichster  Werte  der 
Unbekannten  wird  illusorisch. 

2.  Es  sei 

x  «=  asin  i,    </(£)  —  -- 

die  Grenzen  von  ?  sind  —  $  und  * ,  ^Ler  — •  nnd  ö  die  GrCMCn 
tod  z.  Man  findet  jetzt 

 1_ 

7« 
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so  dass  die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  a?  mit  seiner  Grösse  wächst, 
uud  an  der  Grenze  s  =  u  die  Function  <p  unendlich  wird  ,  während 
dem  Fehler  null  die  kleinste  Wahrscheinlichkeit  zukommt. 

Es  ergiht  sich  ferner 

so  dass  die  zur  Bestimmung  des  wahrscheinlichsten  Wertes  />  einer 
direct  beobachteten  Grösse  aus  den  n  Beobachtuugsresultateu  führende 
Gleichung  (1)  nun  lautet 

«*  -  (p  -  /,)*     «* -       /*)*  "i"  «» -  (;>-/„)*  " ' 

Dass  aber  die  hieraus  resultirende  Lösung  nicht  einem  Maximum, 
sondern  einem  Minimum  der  Wahrscheinlichkeit  entspricht,  geht 
unmittelbar  aus  der  Natur  der  Function  <p  hervor,  welche  kein 
Maxiintim,  sondern  blos  ein  Minimum  von  Sl  zulässt.  Auch  aus 
dem  einfachsten  Falle  einer  einzigen  Beobachtung  ist  dies  zu  ent- 
nehmen; ihr  Resultat  /,  hätte  dann  notwendig  als  wahrscheinlichster 
Wert  von  p  zu  gelten,  und  dies  entspricht  dem  Minimum  von 

auf  welchen  Ausdruck  sich  Sl  hier  reducirt 
3.   Es  sei 

dann  ergibt  sich 

Die  Wahrscheinlichkeit  nimmt  ab,  während  die  Grösse  des  Fehlers 
wächst,  und  für  x  =•  0  wird  tp  unendlich;  zudem  sind  Fehler  nur 
eines  Vorzeichens,  uud  zwar  desselben,  welches  die  Coustaute  a 
besitzt,  möglich. 

Für  die  Function        ergibt  sich  der  Ausdruck 

*(*)  -  -  2* 

und  es  lautet  demuach  die  zur  Bestimmung  von  p  dieuliche  Gleichuug 

-T  +  -V+  •  •  +  -V  - 0 
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Da  aber,  dem  oben  Bemerkten  zufolge,  alle  Differenzen  p  —  l 
gleich  bezeichnet  sein  müssen ,  so  ist  diu  in  dieser  Gleichung  aus- 
gesprochene Bedingung  unerfüllbar.  Die  Function  Sl  köuütß  ,wur. 
an  solcher  Stelle  ciu  Maximum  erreichen,  au  welcher  ihr  DHTe* 
renlialquoticut  uneudlich  wird.  Letzteres  geschieht  in  der  Tat,  weun 
p  einem  der  Beobachtungsergebnisse  gleich  gesetzt  wird,  uud  zwar 
mnss  hiefür,  jenachdem  die  Fehler  durchaus  positiv  oder  durchaus 
negativ  werden  sollen,  das  grösste,  beziehungsweise  das  kleinste  / 
gewählt  werden.  Dadurch  aber  wird  zugleich  Sl  unstetig,  indem  es 
unendlich  wird,  so  dass  auch  hier  der  wahrscheinlichste  Wert  p 
nicht  einem  eigentlichen  Maximum  von  Sl  entspricht. 

Der  vorliegende  Fall  wird  klar,  weuu  man  das  Beispiel ,  welches 
Bösel  zu  diesem  Fchlcrgesetze  gegeben,  zu  Hilfe  nimmt.  Wenn  die 
Länge  eines  Stabes,  welcher  eine  kugelförmig  gekrümmte  Eudfläche 
hat,  auf  einem  mikrometrischeu  Apparate  gemessen  werden  soll, 
»elcher  den  Fehler  hat,  dass  der  Mittelpunkt  der  kugelförmigen 
Fläche  nicht  sicher  in  die  gerade  Linie  zwischen  der  Mikrometer- 
spitze  uud  dem  Punkte,  von  welchem  au  die  Linie  gezählt  wird, 
gebracht  werden,  sondern  innerhalb  der  Greuzen  — «  und  «  willkür- 
lich davon  entfernt  sein  kann,  so  befolgen,  wie  man  sich  durch  eine 
einfache  geometrische  Betrachtung  überzeugt,  die  Fehler  das  obige 
Gesetz.  Die  Beobachtung  gibt  die  zu  messeude  Grösse  immer  zu  klein 
oder  immer  zu  gross,  jenachdem  das  Ende  des  Stabes  couvex  oder 
concav  ist,  und  offenbar  ist  das  grösste,  beziehungsweise  kleinste 
anter  den  Beobachtungsergebuisseu  der  Wahrheit  am  nächsten,  uud 
daher  als  das  wahrscheinlichste  Resultat  zu  wählen.  Der  Fall  bietet 
ein  bemerkenswertes  Beispiel  insofern,  als  hier  nicht  ein  aus  allen 
Beobachtungen  combinirter  Wert,  sondern  statt  dessen  eine  einzelne 
Beobachtung  das  Endresultat  bildet.  E.  Czuber. 


3. 

Veber  die  einem  Kegelschnitt  umgeschriebenen  Kreisvicrecke. 

1.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  zu  einem  gegebeucn  Punkte 
''(*\  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  S  einen  zweiten  Punkt 
y")  derart  zu  bestimmen,  dass  die  vier  Schnittpunkte  der  beiden 
Tangentenpaare  aus  P  uud  Q  an  S  auf  einem  Kreise  liegen.  Diese 
vier  Punkte,  durch  die  erwähnten  Tangenten  mit  einander  verbun- 
den, bestimmen  dann  ein  dem  Kegelschnitt  S  umgeschriebenes  Kreis- 
viereck. 
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%  Es  'werden  rechtwinklige  Coordinaten  vorausgesetzt. 

m-m  S>$i  S  «=  0  die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  V  —  0  die  Gleichung 
Ücr/i'olaro  von  P  in  Bezug  auf  denselben.   Dann  ist 

die  Gleichung  eines  Büschels  von  Kegelschnitten,  welche  S  iu  den 
Schnittpunkten  mit  L'  doppelt  berühren.  Unter  diesen  Kegelschnitten 
ist  derjenige,  welcher  durch  P  hindurchgeht,  gleichbedeutend  mit  dem 
Tangentenpaare  aus  P  an  S\  um  den  ihm  zugeordneten  Wert  des 
Parameters  k  zu  erhalten,  hat  man  auszudrücken,  dass  dio  obigo 
Gleichung  durch  die  Coordinaten  x',  y4  von  P  befriedigt  wird.  Be- 
zeichnet man  das  Substitutionsrcsultat  von  x  —  x\  y  —  y'  in  S  mit 
S\  und  bemerkt,  dass  auch  L\  wenn  man  darin  diese  Substitution 
ausfuhrt,  in  S'  übergeht,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  von  k  die 
Gleichung 

S'—kS'*  =  0 

aus  welcher,  sofern  man  den  Fall  aussehlicsst,  dass  P  auf  S  liegt, 


folgt.    Hiermit  lautet  also  die  Gleichung  des  Tangentenpaars  aus  P 

S'S—L'*  —  0  (1 

Ebenso  ergibt  sich,  mit  Benutzung  analoger  Bezeichnungen,  die 
Gleichung  des  Tangentenpaars  aus  Q,  nämlich 

S"S—L"*  =  0  (2 

Die  beiden  Tangentenpaare,  als  degenerirte  Kogelschnitte  auf- 
gefasst,  bestimmen  ein  Kegclschnittbttschcl,  dessen  Gleichung 

S'S—  L'*  —  X(S"S— L"*)  -  0  (3 

lautet.  Dieses  Büschel  ist,  durch  Wahl  von  Q,  derart  zu  bestimmen, 
dass  es  einen  Kreis  enthalte.  Denkt  man  sich  die  Gleichung  3)  auf 
die  Form 

gebracht,  so  sind 

flu  —  an        «i*  —  0 

die.beiden  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen,  unter  welchen 
sie  einen  Kreis  darstellt  Eliminirt  man  zwischen  den  Gleichungen 
4)  den  Parameter  A,  so  ist  die  Resultante  die  Gleichung  des  geome- 
trischen Ortes  von  Q. 
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2.  Die  Ausführung  dieses  Gedankengangs  möge  nun  für  die 
Centralkcgclscbuitte  und  die  Parabel  gesondert  vorgenommen  werden. 

a)  Die  gemeinsame  Axengleichuug  der  Centralkegelscbuittc  kann 
in  der  Form 

i  +  fc-i-o 

geschrieben  werden.    Alsdann  ist 

Die  Bedingongsgleicliungen  (4  nehmen  die  Gestalt  an 

j-'2  ~y'% — A-\~B  =  k(x"% —  y"2 —  A-\-B) 
x'y'  -kx"y" 

and  die  Elimination  von  k  gibt 

x'*-y'*-A  +  B      x"*-y"*-A  +  B 
x'y'  "  *"y" 

Bezeichnet  p  den  gemeinsamen  Wert  dieser  beiden  Quotienten,  so 
kann  die  Bediugung  dahin  formulirt  werden,  dass  die  beiden  Punkte 
P  and  Q  gleichzeitig  dem  Orte 

—  y*  —  pay -A  +  B  «=-  0  (5 

angehören  müssen.  Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  stellt  aber  A—B 
das  Quadrat  der  linearen  Exccntricitat  c  dar,  für  den  Kreis  dagegen 
Ut  jene  Differenz  gleich  null.  Demnach  lautet,  wenn  S  eine  Ellipse 
oder  Hyperbel  ist,  die  Gleichung  5) 

x*_  pXy— yi__ci„o  (5* 

und  stellt  ein  Büschel  von  gleichseitigen,  mit  dem  zu  Grunde  liegen- 
des Kegelschnitt  concentrischen  und  durch  seine  Brennpunkte  gehen- 
den Hyperbeln  dar.   Für  den  Kreis  geht  die  Gleichung  (5  über  in 

sc»  —  pxy—  —  0  (5** 
und  stellt  das  System  der  mit  dem  Kreise  concentrischen  Recht- 
winkelpaare  dar  als  Grenzfall  jenes  Büschels  gloichseitiger  Hyperbeln. 

Das  Ergebniss  lässt  sich  in  den  Satz  zusammenfassen: 

„Die  Gegenscitenpaarc  eines  Kreisvierecks,  das  einem  Central- 
..Igelschnitt  umgeschrieben  ist,  schneiden  sich  auf  einer  mit  dem- 
selben concentrischen,  durch  seine  Brennpunkte  gehenden  gleich- 
zeitigen Hyperbel,  welche  für  den  Kreis  in  ein  Paar  zu  einander 
„senkrechter  Durchmesser  degenerirt." 
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Insbesondere  entspricht  die  Schaar  der  dem  Kegelschnitt  um- 
geschriebenen Rechteck  3  den  Tangen  ton  paaren  aus  den  unendlich 
fernen  Punktepaaren  der  gleichseitigen  Hyperbeln. 

Als  Grenzfall  der  gleichseitigen  Hyperbeln  erscheint  das  Axen- 
paar  des  betrachteten  Kegelschnitts.   Daher  der  speciellc  Satz: 

„Wenn  die  Gogenseitenpaaro  eines  Vierecks,  dass  einer  Ellipse 
„oder  Hyperbel  umgeschrieben  ist,  auf  deu  Axen  sich  schneiden,  so 
„ist  das  Viereck  ein  Kreisvicreck  " 

Liegen  die  Schnittpuukte  beide  auf  ein  uud  derselben  Axc,  so 
ist  das  Viereck  zu  dieser  Axe  symmetrisch,  hat  gleiche  Gegenseiten 
und  einen  sich  selbst  durchschneidenden  Perimeter. 

b)  Legt  man  die  Scheitelgleichung 

y*  =  2px 

der  Parabel  zu  Grunde,  so  ist 

S—y'-2pxy    S,=y'*-2pz\    L' =  y'y-p(z'+x)    u.  S.  w. 

Die  Bedingungsgleichungen  (4  werden  für  diesen  Fall 

2z'— p  -  k{2x"—p) 
y'  -  h" 

und  geben  durch  Elimination  von  A 

2*'—  p     2z"  — p 

Bezeichnet  man,  wie  vorhin,  den  gemeinsamen  Wert  dieser  Quo- 
tienten mit  p,  so  erkennt  man,  dass  die  Punkte  P  und  Q  gleichzeitig 
dem  Orte 

2x  —  fiy—p  —  0  (6 

angehören  müssen,  damit  ein  Kreisviereck  zu  Stande  komme.  Diese 
Gleichung  stellt  aber  bei  variablem  p  ein  Strahlenbüschel  dar,  wel- 
ches den  Brennpunkt  der  Parabel  zum  Mittelpunkt  hat. 

Demnach  lautet  das  Resultat: 

„Die  Gegenseitenpaare  eines  Kreisvierecks,  das  einer  Parabel 
„umgeschrieben  ist,  schneiden  sich  auf  einer  durch  den  Brennpunkt 
„der  Parabel  gehenden  Geraden." 

3.  Bemerkenswert  ist  der  Specialfall,  welcher  sich  ergibt,  wenn 
die  Ellipse  oder  Hyperbel  in  Folge  Verschwindens  der  Länge  ihrer 
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Nebenaxe  in  eine  Gerade  zusammenfällt,  weil  er  in  einfacher  Weise 
mehrere  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Hyperbel  erkeunen  lässt. 

In  dem  gedachten  Falle  geheu  nämlich  alle  Tangenten  des  de- 
geoerirten  Kegelschnitts  durch  zwei  feste  Punkte,  welche  gleichzeitig 
seine  Brennpunkte  sind.  Der  obige  allgemeine  Satz  kann  dann  wie 
folgt  ausgesprochen  werden:  Wcnu  mau  einen  beliebigen  Durch- 
messer MS  ciuer  gleichseitigen  Hyperbel  aus  zweien  ihrer  Punkte, 
P  nud  Q,  projicirt,  so  liogeu  die  vier  Schnittpunkte  der  boidcu  Ge- 
raden paare  jedesmal  auf  einem  Kreise. 

Diese  Kreise  aber  bildeu,  da  zwei  von  den  vier  Schnittpunkten, 
nämlich  M  und  S,  fest  bleiben,  ein  Krcisbüschcl  mit  den  Gruud- 
puukteu  M  und  S.  Hält  mau  den  Punkt  P  fest,  so  bleibt  das  eine 
Geradenpaar,  PM  uud  PS,  auch  fest,  und  man  kauu  den  Satz  aus- 
sprechen: Wenn  man  die  projectivischen  Tunktreihcu,  welche  ein 
Kreisbüschel  auf  zwei  durch  die  Grundpunkte  M  uud  S  gezogenen 
Geraden  bestimmt,  aus  den  Gruudpuukten  S  und  M  projicirt,  so 
erzeugen  die  Strahlcubüschel  eine  gleichseitige  Hyperbel,  für  welche 
M  uud  S  Diametralpunkte  sind. 

Die  Punktrciheu  sind  ähnlich,  weil  ihre  unendlich  feruen  Punkte, 
durch  den  unendlich  grossen  Kreis  des  Büschels  erzeugt,  einander 
entsprechen,  uud  in  perspectivischer  Lage,  weil  der  Schnittpunkt  P 
ihrer  Träger  vermöge  des  Kreises  MSP  sich  selbst  entspricht;  die 
Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  sind  der  Tangente  p  an  den 
Kreis  MSP  im  Punkte  P  parallel. 

Bezeichnet  Q  den  Schnittpunkt  zweier  entsprechenden  Strahlen 
der  Büschel  M  und  S,  also  einen  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel, 
so  sind  die  Winkel  QMP  und  QSP  gleich,  als  Peripheriewinkol 
über  demselben  Bogen,  und  entgegengesetzt  gerichtet;  folglich  be- 
schreiben die  Strahlen  MQ  und  SQ  zwei  ungleichlaufende  projecti- 
visch-gleiche  Strahlenbüschel.  Man  erkennt  also:  Zwei  ungleichlau- 
fende projectivisch-gleiche  Strahlenbüschel  erzeugen  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  für  welche  die  Centra  der  Büschel  Diametralpunktc  sind. 

Die  eben  benutzte  Winkelglcichheit  zeigt  aber  weiter,  dass  in 
dem  Dreiecke  MSQ,  während  der  Punkt  Q  die  Hyperbel  durchläuft, 
die  Differenz  der  Winkel  an  der  Basis  MS  consant  bleibt.  Die  Be- 
deutung dieser  Winkeldifferenz  ist  unschwer  zu  erkennen-,  lässt  man 
den  Punkt  Q  unendlich  nahe  rücken  an  M  (oder  S) ,  so  geht  der 
Strahl  MQ  in  die  Tangente  der  Hyperbel  im  Punkte  M  über,  während 
der  zugeordnete  mit  SM  zusammenfällt;  die  Winkeldifferonz  vor- 
wandelt sich  jetzt  in  den  Winkel,  welchen  die  zu  MS  conjugirte 
Sehuenrichtung  mit  MS  bestimmt.    Dies  führt  zu  dem  Satze:  Wenn 
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man  einen  beliebigen  Durchmesser  MN  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
mit  beliebigen  Punkten  derselbe u  zu  Dreiecken  verbindet,  so  ist  in 
diesen  die  Differenz  der  Winkel  an  der  festen  Seite  MN  con staut 
und  glcxh  dem  zu  MN  gehörigen  Coujugationswinkel. 

Diese  Eigenschaft  hat  weiter  zur  Folge,  dass  die  Haibirungslinien 
des  Winkels  MQN  und  seines  Ncbenwiukels  jo  dieselbe  Richtung 
beibehalten;  die  diesen  beiden  Richtungen  parallelen  Strahlcnpaarc 
aus  M  und  A'  entsprechen  einander,  weil  sie  mit  den  festen  Geraden 
MP  uud  A7*  gleichschenklige  Trapeze,  also  Krcisvierecko  bilden, 
und  führen  zu  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Hyperbel.  Mau 
findet  also  weiter:  Die  Halbiruugsliuien  des  Innen-  und  Aussenwin- 
kels  au  der  Ecke  Q  des  variabeln  Dreiecks  MNy  bestimmen  die 
Richtungen  der  Asymptoteu. 

Der  über  MN  als  Durchmesser  beschriebene,  also  kleinste  Kreis 
des  Büschels  ergibt  diejeuigen  beiden  zugeordneten  Strahlen,  welche 
auf  NP  beziehungsweise  MP  senkrecht  steheu  und  daher  zwei  Höhen 
des  Dreiecks  MNP  darstellen;  somit  gebt  durch  ibreu  Schnittpunkt 
R  nicht  allein  die  Hyperbel,  sondern  auch  die  dritte  Höbe  des  ge- 
nannten Droiccks.  Hierin  spricht  sich  ein  speciellcr  Fall  des  Satzes 
aus,  wonach  eine  ciuem  Dreieck  umgeschriebene  gleichseitige  Hy- 
perbel auch  durch  don  Höhcndurchschuitt  des  Dreiecks  geht. 

Man  denke  sich  eiuen  zweiten  Durchmesser  M'N'  der  Hyperbel 
gezogcu  und  seiue  Endpunkte  mit  Q  verbunden ,  so  wird  auch  der 
Winkel  M'QN'  durch  die  Richtuug  einer  Asymptote  halbirt.  Da 
hiernach  die  Winkel  AfQN  uud  M'QN'  eine  gemeinsame  Halbirungs- 
Iinie  haben,  so  sind  die  Wiukel  MQM'  und  NQN\  ebenso  die  Winkel 
MQN'  und  NQM'  einander  gleich.  Man  kann  dies  wie  folgt  aus- 
sprechen: Zwei  parallele  und  gleiche  —  oder  in  Bezug  auf  den  Mit- 
telpunkt symmetrische  —  Sehnen  eiuer  gleichseitigen  Hyperbel  werden 
aus  allen  Punkten  der  Hyperbel  unter  gleichen  (oder  supplementären) 
Winkeln  gesehen. 

Daraus  aber  folgt,  dass  die  um  MM'Q,  und  NN'Q  beschriebenen 
Kreise  gleich  sind  und  gleich  bleiben,  während  Q  auf  der  Hyperbel 
sich  bewegt ;  diese  Kreise  beschreiben  zwei  KrcisbUschol,  deren  Ürund- 
punkto  AT,  M'  und  iV,  N'  und  deren  Axen  parallel  sind.  Bezeichnet 
man  zwei  solche  Kreisbüschcl  als  projectivisch-gleich ,  parallel  und 
gleichlaufend,  so  kann  man  das  Ergebnis!  in  dem  Satzo  zusammen- 
fassen: Zwei  parallele  und  gleichlaufende,  projectivisch-gleiche  Kreis- 
büschel erzeugen  eine  gleichseitige  Hyperbel,  für  welche  der  Mittel- 
punkt des  Parallelogramms  der  Grundpunkte  Centrum  und  die  Hal- 
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birungslinien  der  Winkel  des  Parallelogramms  Asymptotenrichtungen 
sind 

Bei  zwei  Kreisbüscbeln  mit  imaginären  Grundpunkten  sind  die 
Richtungen  der  Seiten  des  Parallelogramms  durch  die  Radicalaxen 
und  die  Verbindungslinien  zugeordneter  Grenzpunkte  bezeichnet;  sein 
Mittelpunkt  fällt  mit  dem  Mittelpunkt  des  Parallelogramms  der  Grenz- 
punkte zusammen. 

Die  Centralliuien  zugeordneter  Kreise  beider  Büschel  sind  pa- 
rallel, daher  sind  es  auch  die  Chordalen,  und  zwar  gehen  letztere, 
weil  je  zwei  zugeordnete  Kreise  gleich  sind,  durch  die  Mitten  der 
Ceutraliiuieu.  Denkt  man  sich  nun.  dass  die  Büschel  sich  einander 
nähern  derart,  dass  die  Centra  des  einen  Büschels  auf  den  zuge- 
hörigen Centrallinicn  sich  bewegen,  so  gehen  die  Chordalen  in  dem 
Augenblicke,  wo  dio  Krcisbüschel  zusammenfallen,  in  ein  System 
paralleler  Durchmesser  über,  und  man  erhält  als  Resultat  den  Satz: 
Ein  Kreisbüschcl  und  ein  Büschel  paralleler  Durchmesser  erzeugen 
eine  gleichseitigo  Hyperbel;  dio  Grundpunkte  des  Kreisbüschels  sind 
Diametralpuukte  für  dieselbe  und  dio  Halbirungslinien  der  Winkel, 
welche  die  Richtung  der  Durchmesser  mit  der  Axe  des  Kreisbüschcls 
bildet,  bezeichnen  die  Asymptotcnricbtungen.  Die  bekannte  Con- 
strnetion  der  Hyperbel  als  Ort  der  Endpunkte  der  zur  Axe  senkrechten 
Durchmesser  in  den  Kreisen  eines  Büschels  gründet  sich  auf  einen 
speciellcn  Fall  des  obigen  allgemeinen  Satzes. 

Ks  ist  nicht  ohuc  Interesse,  diese  Entstehung  der  gleichseitigen 
Hyperbel  von  einem  andern  Gesichtspuukte  aufzufassen.  Nach  einem 
von  Küpper  herrührenden  Satze  erzeugt  nämlich  ein  Kreisbüschcl 
mit  dem  Büschel  der  durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Durch- 
messer eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung ,  für  wclcho  die  unend- 
lich fernen  Kreispunkte  conjugirte  Punkte  sind;  wenn  der  Mittel- 
punkt des  Durchmesserbüschels  ins  Unendlicho  rückt,  so  zerfällt  die 
Cuire  dritter  Ordnung  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  uud  die  un- 
endlich ferne  Gerade.  Bei  der  zweiteiligen  Curve  (Kreisbüschcl  mit 
reellen  Grundpunkten)  gibt  der  unendlicho  Curvenast  den  einen,  das 


1)  Zwei  parallele  und  ungleich  laufende,  projcctirisch-gleiche  Kreisbflschel 
erwägen  eine  circulare  Curve  dritter  Ordnung;  denn  die  Chordalen  zugeord- 
neter Kreise  gehen  durch  einen  festen  Tunkt,  den  gemeinsamen  Mittelpunkt 
der  Centrallinien,  welcher  mit  dem  Mittelpunkte  des  Parallelogramms  der 
Grondpuuktc  zusammenfallt;  mithin  ist  das  Erzeugnis»  gleichbedeutend  mit 
dem  Erzeugnis«  eines  Kreisbüschels  und  eines  mit  ihm  projectivischen  Strah- 
lfnbüschcl».  Die  reelle  Asymptote  der  Curve  geht  durch  den  Mittelpunkt  des 
Strahlenbftschcls  und  iteht  normal  zur  Axe  des  Kreisbüschels. 
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Oval  streckt  sieh  zu  dem  andern  Hyperbelast  aus;  bei  der  einteiligen 
Curve  (Krcisbüsehel  mit  imaginären  Grundpunkten)  teilt  sich  der 
unendliche  Ast  in  die  beiden  Hyperbelastc.  E.  C/ubur. 


4. 

l'eber  Congruenz  und  Symmetrie  der  Gebilde  Ton  beliebig 

vielen  Dimensionen. 

1)  Zwei  in  zwei  linearen  n  debnungen  enthaltene  Gebilde  A,  /f, 
deren  Punkte  .sich  eindeutig  entsprechen,  wollen  wir  strueturgleich 
nenucn,  wenn  die  Entfernung  je  zweier  Punkte  des  einen  der  Ent- 
jcrnuug  der  entsprechenden  Punkte  des  andern  gleich  ist. 

2)  Aus  dieser  Bedingung  folgt,  dass  einer  Geraden  in  A  eine. 
Gerade  in  />'  und  ciuem  Winkel  in  A  ein  gleicher  Winkel  in  H  ent- 
spricht. Denn,  liegen  drei  Punkte  von  A  in  gerader  Liuie,  so  ist 
eine  der  3  Entfernungen  die  Summe  der  beiden  andern,  daher  könueii 
die  3  entsprechenden  Punkte  vou  B  nicht  Ecken  eines  Dreiecks  sein. 
Hildeu  nun  2  entsprechende  Pare  von  Geraden  2  entsprechende 
Winkel,  uud  man  begrenzt  deren  Schenkel  durch  entsprechende 
Punkte,  so  sind  die  Dreiecke,  deren  Ecken  diese  Punkte  und  der 
Scheitel  sind,  congruent  wegen  Gleichheit  aller  Seiten,  mithin  auch 
jene  entsprechenden  Winkel  gleich. 

3)  Demzufolge  entspricht  eiuem  orthogonalen  Axensystcni  in  A 
ein  solches  in  B,  und  vermöge  der  anfänglichen  Bedingung  haben 
bezüglich  auf  die  entsprechenden  Axcn  die  entsprechenden  Puukto 
gleiche  Coordinaten ,  und  zwar  mit  gleichen  Vorzeichen ,  weuu  dio 
positiven  Arme  der  Axen  einander  entsprechen. 

4)  Dass  umgekehrt  aus  den  glcicheu  Coordinaten  auch  gleiche 
Entfernungen  folgen,  leuchtet  leicht  ein.  Wir  können  daher  auch 
dehniren: 

5)  Zwei  Gebilde  sind  structurgleich,  wenn  ihre  entsprechenden 
Puukte  bezüglich  auf  irgend  zwei  orthogonale  Axen«ysteme  gleiche 
Coordiuaten  haben. 

6)  Da  aber  die  Wahl  des  positiven  Armes  jeder  der  n  Axen 
willkürlich  ist,  so  gibt  es  2»  verschiedene  Coordinatensystcme,  für 
welche  das  Gebilde  A  dem  Gebilde  B  structurgleich  ist. 

7)  Wird  nun  das  Gebilde  A  auf  ein  bestimmtes  Axcnsystem 
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bezogen  in  Coordinaten  ausgedrückt  und  ein  Gebilde  B  bezüglich 
aufeiueder  2"  Axen  iu  densclbeu  Coordinateu  dargestellt,  so  ist  nach 
b)  das  Gebilde  B  dem  Gebilde  A  structurgleich.  Folglich  ist  A  2» 
verschiedenen  Gebilden  B  und  diese  unter  einander  structurgleich, 
während  die  den  Axen  von  A  entsprechenden  Axeu  von  JJ  sämtlich 
in  dieselben  Geraden  fallen. 

8)  Diese  2M  structurgleichen  Gebilde,  d.  h.  diejenigen,  welche 
in  denselben  Coordinaten  bezüglich  auf  dieselben  Geraden  als  Axen, 
aber  mit  verschiedener  Wahl  der  positiven  Arme  dargestellt  sind, 
beissen  symmetrisch  liegende. 

9)  Die  Axeu  (ü)  mögen  gegen  die  Axen  (A)  die  Richtungs- 
cosinas 


1) 

COS  qp, 

—  sin  <p, 

o, 

0,   .  . 

.  0 

2) 

sin  g\ 

COSqp, 

o, 

0,    .  . 

.  0 

3) 

o. 

1, 

0,  . 

.  .  0 

4) 

o, 

• 

• 

0. 

• 

1,  . 

• 

.  .  0 

• 

«0 

• 

* 

• 

• 

• 
• 

..  1 

and  einen  gemeinsamen  Anfangspunkt  haben.  Die  Bedingung  der 
Orthogonal itat  ist  sichtlich  allseitig  erfüllt.  Die  Axeu  (JI)  fallen  von 
der  dritten  an  mit  den  entsprechenden  Axen  (A)  zusammen,  und 
ihre  positiven  Richtungen  stimmeu  Ubercin.  Die  beiden  ersten  Axen 
{B)  bilden  mit  den  entsprechenden  von  (A)  den  stetig  variirenden 
Winkel  <p,  das  heisst:  Ein  System  von  w  Axeu  kann  um  «  —  2  be- 
liebige seiner  Axen,  welche  in  Ruhe  bleiben,  rotiren. 

10)  Für  <p  =  0  fallen  die  Systeme  zusammen ,  für  ?  =»  2R 
haben  die  zwei  ersten  Axen  beider  Systeme  entgegengesetzte  Rich- 
tung. Daraus  folgt  bei  wiederholter  Auwendung:  Symmetrisch  lie- 
gende Gebilde,  von  deren  entsprechenden  Axeu  eine  gerade  Auzahl 
entgegengesetzte  positive  Anne  haben,  lassen  sich  durch  Bewegung 
innerhalb  der  «  dehnung  zur  Deckung  briugen.  Ist  es  eine  ungerade 
Anzahl,  so  lässt  sich  dieselbe  auf  1  reduciren. 

11)  Aus  dem  Vorstehenden  ergibt  sich  eine  von  der  Lage  iu 
der  n  dehnung  unabhängige'  Scheiduug  der  structurgleichen  n  deh- 
wgeu  Gebilde.  Congruent  in  der  n  dehnung  heissen  diejenigen  Ge- 
bilde, welche  sich  durch  Bewegung  innerhalb  der  n  dehnung  zur 
Deckung  bringen  lassen,  symmetrisch  in  der  »  dehnung  diejenigen 
rtroctargleichen  2  Gebilde,  deren  entsprechende  Axen  durch  Be- 
rgung innerhalb  der  n  dehnung  derart  zur  Deckung  gelangen  kön- 
De,N  dass  « — 1  positive  Arme  derselben  mit  den  entsprechenden 
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z usammeu fallen ,  währeud  1  Axe  mit  der  entsprechenden  entgegen- 
gesetzten positiven  Arm  hat.  Hiernach  sind  alle  symmetrisch  liegende 
Gebilde  congruent,  wenn  eine  gerade,  symmetrisch,  wenn  eine  unge- 
rade Anzahl  entsprechender  positiver  Axenarme  entgegengesetzt  sind. 

12)  Lässt  man  eine  Bewegung  in  (n-fl)ter  Dimension  zu,  so 
kann  man  das  System  der  Richtungscosinus  der  Axen  (B)  gegen  die 
Axeu  (A)  folgendermasseu  annehmen: 


1) 

COS  qp, 

.  .  0, 

-sin<p 

2) 

1, 

•  o, 

0 

3) 

• 

* 

1,  . . 

• 

.  0, 

0 

■ 

n) 

* 

o, 

• 
« 

• 

.  1, 

• 
• 

0 

n+1) 

sin  qp, 

0, 

.  0, 

COSip 

Bei  variirendem  <p  rotirt  das  Axensystcm  um  «  — 1  feste  Axen  2) 
3)  .  .  .  n).  Für  95  —  Ü  und  q>  =  2R  befinden  sich  die  n  ersten  Axen 
(B)  in  der  w  dehnung,  und  zwar  fallen  für  <jp  =  0  alle  positiven  Arme 
mit  den  entsprechenden  zusammen,  für  <jp  =-  2Ii  hat  der  positive  Arm 
der  ersten  Axe  allein  entgegengesetzte  Lage.  Ist  also  ein  «  dehniges 
Gebilde  bezüglich  auf  die  n  ersteu  Axen  bestimmt,  so  kommt  es 
nach  Rotation  um  2R  durch  (n+l)te  Dimension  in  symmetrischer 
Lage  wieder  in  derselben  n  dehnung  an,  daher  kann  auch  durch 
umgekehrte  Bewegung  das  dem  A  symmetrische  Gebilde  B  mit  A  znr 
Deckuug  gebracht  werden.  Wir  können  das  Resultat  so  aussprechen: 
In  der  n  dehnung  sind  alle  structurglcichen  Gebilde  von  weniger 
als  n  Dimensionen  congruent. 

13)  Es  bleibt  noch  zu  beweisen,  dass  n  dehnige  symmetrische 
Gebilde  in  der  n  dehnung  nie  congruent  sind.  Die  Axensystemc  (A) 
uud  (B)  mögen  die  ersten  n —  1  Axen  und  deren  positive  Arme  ge- 
mein haben ;  dann  sind  die  » —  1  ersten  Richtungscosinus  der  Axeu 
(#)  gegen  sämtliche  n — 1  ersten  Axeu  (A)  null,  folglich  der  allein 
übrigbleibende  nte  Richtungscosiuus  ■»  1  oder  =  —  1.  Ist  er  —  —  1, 
so  kann  er  durch  keine  stetige  Veränderung  -f- 1  werden,  w.  z.  b.  w- 

14)  Spcciell  geht  aus  dem  Schlusssatze  12)  für  u  —  4  hervor, 
dass  ein  starrer  physischer  Körper  durch  freie  Bewegung  in  4ter 
Dimension  in  den  Raum  so  zurückgelangen  könnte,  dass  die  Anord- 
nung seines  Stoffes  die  symmetrische  zur  ursprünglichen  wäre. 
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Zar  Inhaltsberechnuug  der  Fluchen  und  Körper. 

Ist  bei  eiiier  Carve  die  Subtangente  das  p-fache  der  Abscisse, 
so  ist  der  Inhalt  Feines  von  der  Abscisse  a-,  der  Ordinate  y  uud 
dem  zugehörigen  Bogen  begrenzten  Segments  gegeben  durch: 

Wenn  in  der  Figur  die  Subtangente 

AH  -  fix 

so  ist 

OA  =  (l  —  n)x   (p  kann  auch  >  1  sein) 

Bei  einer  unendlich  kleinen  Aenderung  von  x  verhalten  sich  die 

1  — u 

Aenderungen  der  Flächen  OHC  und  OAC  wie  1:  -  ,  woraus  folgt, 
dass: 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  der  für  F  gegebene  Ausdruck. 

Wenn  F  die  Grundfläche  eines  prismatischen  Körpers  von  der 
Höbe  1  ist,  so  ist  das  Volumen  dieses  Körpers: 

Bei  diesem  Körper  kann  man  auch  x  als  die  Höhe  und  y  .\  als 
Durchschuittsfläche  in  der  Höhe  x  ansehen. 

Hat  eine  Curve  zur  Gleichung 

y  ^  Q*n 

(n  positiv  ganz  oder  gebrochen),  so  ist  die  Subtangente  dieser  Curve 
gleich  -,  also  proportional  der  Abscisse  und 


1 


also  ist 
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1  ax*>W 

Es  ist  daher  auch  das  Volumen  eines  Körpers,  dessen  Schnittfläche 
in  der  Höhe  x: 

f(x)  =  ax» 

ist,  gegeben  durch 

ax"  f 1 
r  =  *  + 1 

Kiel,  den  26ten  Pecember  1889. 

^Ligow  ski. 
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VIII. 

TJeber  Kegelschnitte,  die  zu  dem 
verallgemeinerten  Brocard'schen  Dreiecke  in 

Beziehung  stehen. 

Von 

Andreas  Möller. 


L 

Ei  wurde  früher  gezeigt,  dass,  wenn  man  die  Seiten  eines  Drei- 
ecks ABC  mit  den  Eckpunkteu  des  Brocard'schen  Dreiecks  AmBmCm 
verbindet,  je  drei  sich  entsprechende  Verbindungsgerade  sich  in  dem- 
selben Punkte  schneiden.  Derselben  Erscheinung  begegnen  wir  nun 
wieder,  wenn  wir  die  Seiten  des  Dreiecks  AmBmCm  in  demselben 
Verhältnisse  teilen  und  die  Teilpunkte  mit  den  Ecken  des  Coordi- 
natendreiecks  verbinden,  so  dass  wir  die  drei  Sätze  erhalten: 

Teilt  man  die  Seiten  des  Dreiecks  Am  Bm  Cm  im  nämlichen  Ver- 
hältnisse und  verbindet  die  Teilpuokte 

1.  auf  BmCm  mit  Ay   auf  Cm  im  mit  B,    auf  AmBm  mit  C\ 

2.  auf  BmCm  mit  B,  auf  mit  C,  auf  AmBm  mit  A, 
3  auf  Bm  Cm  mit  C\   auf  Cm  Am  mit  A,   auf  Am  Bm  mit  £, 

so  schneiden  sich  je  drei  zusammengehörige  Verbindungsgerade  in 
demselben  Punkte.  Der  geometrische  Ort  dieser  Schnittpunkte  ist 
in  drei  Fällen  für  jedes  m  eine  Hyperbel,  so  dass  wir  drei  neue 
Hyperbelscharen  erhalten,  welche  dem  Coordinatendreieck  umschrieben 
sind  und  welche  mit  Hp  bezeichnet  sein  mögen,  nm  sie  von  den  früher 
behandelten  Kegelschnitteu  zu  unterscheiden,  welche  durch  Verbin- 
Arth.  4.  Math,  u.  Pbjr   2.  Btih«,  T.  IX.  8 
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dung  homologer  Punkte  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  mit  den 
Punkten  AmlimCm  entstehen  und  welche  mit  Ha  bezeichnet  seien. 
Den  Beweis  für  die  obeu  angeführten  Behauptungen,  dessen  Gang 
in  allen  drei  Fällen  der  nämliche  ist,  werden  wir  auf  den  ersten 
derselben  beschränken  dürfen. 

Ein  Punkt  nun,  welcher  die  Strccko  Bm  Cm  im  Verhältniss  q  :  j> 
teilt,  hat  den  Ausdruck 

Ta  =  (pcm+qbm)  A-\-(pbm  -\-qam)  B  +  (pam  +  qcm)  C 

ebenso  ergeben  sich  die  Ausdrücke  für  die  Teilpuukte  auf  CmAm 
und  AmBm 

Tb  =  (pbm-\-qam)  A-\-{pam-\-qcm)  B  -\-  ( pc™  -f-  qbm)  C 
Tc  =  (pam  -f  qcm)  A  -f  ( pcm-{-q/jm)  JJ  +  ( p!>m  +  qam)  C 

Da  der  erste  Teilpunkt  mit  A,  der  zweite  mit  Ä,  der  dritte  mit  C 
verbunden  wird,  so  beweist  das  Verschwinden  der  Detcrminaute 

0  —  (pam-\-qcm)  pbm-\-qam 

pcm  +  qlm  Q  (pfjm  _|_  qnm)     _  Q 

-(pcm  +  qbm)       pam-{~qcm  0 

dass  die  drei  Verbinduugsgeraden  durch  denselben  Punkt  gehen.  Für 
deu  Schuittpunkt  selbst  erhalten  wir  aus  der  Determinante  den  Aus- 
druck 

y  _       1  1  1  

1       pcm -j-  qf»m  "     '  pdm  -j-  qvm  pl>m  -f-  qam 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  p  =  0,  so  wird 
Setzt  man  g  =  0,  so  wird 
Setzt  man  p  —  3,  so  wird 
Setzt  man  —  0,  so  wird 
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Wir  bestimmen  nun,  am  zu  zeigen,  dass  alle  Punkte  Y  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen,  welcher  dem  Coordinatendreiecke  umschrieben 
ist,  die  Constanten  eines  solchen  mit  Rücksicht  darauf,  dass  der- 
selbe durch  die  Punkte  Om  und  Om'  geht.  Wir  erhalten  dano,  wenn 
diese  Constanten  mit  f,  g,  h  bezeichnet  werden,  die  boiden  Gleichungen 

cmf-\-amg-{-bmk  —  0 

Daraas  ergibt  sich 

f':g:h  =  (bm  c*"  —  aim)  :  (amc-  —  bim)  :  (a»»  4""  —  c2") 

oder,  wenn  wir  uns  der  früher  schon  gebrauchten  Abkürzung  bedienen, 

f  :  g  :  A  —  am  :  ym  :  ßm 

Sollen  nun  die  Punkte  V,  deren  Ausdruck  oben  abgeleitet  wurde, 
auf  diesem  Kegelschnitte  liegen,  so  muss  die  Gleichung  erfüllt  sein 

«*  (?<■"■  +  <l*>m)  +  Ym  (pa«  +  qC»)  -f  ßm  (  Vh~  -f  qa~)  -  0 

Dies  ist  aber  der  Fall,  wie  man  auf  Gruud  der  Determinante  4m 
erkennt,  da  jeder  der  mit  ;>  und  q  multiplicirten  Factoren  für  sich 
null  ist,  wenn  man  einerseits  die  mit  />,  anderseits  die  mit  q  mul- 
tiplicirten Glieder  zusammengefasst  denkt. 

Der  Mittelpunkt  dieses  Kegelschnitts  llm\  ist  gegeben  durch  den 
Ausdruck 

HmX  =  amdaA  +  Ymfh  B  +  ?mdßLr 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

ßm~\-  Ym  —  am  —  rf«,     ctm  +  ßm  —  ym  =  dy,    am -f- ym  —  ßm  —  dp 

Um  endlich  zu  zeigen,  dass  der  in  Betracht  kommende  Kegelschnitt 
eiue  Hyperbel  ist,  müssten  wir  den  Ausdruck 

«m*  +  ßm*  +  ym*  —  2  (am  ßm  +  am  ym  -f  ßm  ym) 

discutiren  und  von  demselben  dartun ,  dass  er  grösser  ist  als  null. 
Da  aber  im  vorliegenden  Falle  die  Punkte  Om  und  Oj  auf  dem 
Kegelschnitte  liegen,  diese  aber  innerhalb  des  Coordinatendreiecks, 
welchem  der  Kegelschnitt  umschrieben  ist,  sich  befinden,  so  können 
wir  uns  einfach  auf  den  Satz  stützen1):  Wenn  von  vier  Punkten  in 
einer  Ebene  der  eine  innerhalb  des  von  den  drei  audern  gebildeten 
Dreiecks  liegt,  so  köuncn  durch  sie  weder  Ellipsen  noch  Parabeln, 
sondern  bloss  Hyperbeln  geführt  werden. 


1)  Möbim  d.  b.  C.  3.  Absrb.    $  «54. 
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Was  nun  noch  die  Hyperbeln  angeht,  welche  auf  die  oben  unter 
2.  und  3.  angegebene  Weise  entstehen,  so  sind  die  auf  denselben 
liegenden  Punkte  gegeben  durch  die  Ausdrücke 

Y*  =  pa^  +  qC*  A+pb>*+<ia'*B+  pc**  +  qbm  ° 
F3  —  «Awi  nnm  A  +  «.ml.  „/,«  D  + 


pbm  -\~  qam       '  pcm  -f-  qbm       '  p<tm  -\-  qcm 

Für  p  -  0  wird 


Für  q  =  0  wird 


Für  p  =  q  wird 


1»  =  am_|_c«^+^w_J_a»  *  H-cm^Am0""  S«/ 

Für   +  5  -0  wird 

111 

Y  =  -         >|  _J  —  -  rt  _|_  TL  C=P  4 

—  am     cm  ^   •   im  _  0m  "   l   «o»      £m  °  —  *  ■»■ 

F3  =  /7m  \~m  A  +  ^T_T^m  B  +  ~m  ^m  C  =  Pm* 

Die  Coustanten  für  /fyi  und        sind  bestimmt  durch 

f :  <7 :  ä  —  yw  :  0m  :  «m 

und 

r :  y  :  A  «-  /Jm  :  am  :  ym 
Die  Mittelpunkte  also  durch 

Hm2  =  YmdyA  +  ßmtl?B  +  amdaC 
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II. 


1.  Sind  Ä ,  B\  C  die  Mitten  der  Seiten  des  Coordinatendrei- 
ecks,  haben  Am,  Bmy  Cm  die  frühere  Bedeutung,  und  verbindet  man 
A'  mit  Am,  B'  mit  Bm,  C  mit  Cm,  teilt  diese  Strecken  in  dem- 
selben Verhältniss  und  verbindet  diese  Tcilpunkto  auf  A'Am  mit  4, 
auf  B'Bm  mit  ß,  auf  6"  Cm  mit  C,  so  schneiden  sich  je  drei  zu- 
sammengehörige Verbindungsgerade  in  demselben  Tunkte,  der  Ort 
aller  dieser  Schnittpunkte  ist  eine  Hyperbel. 

2.  Verbindet  man  A'  mit  Cm>  B*  mit  Am,  C"  mit  Bm  und  teilt 
die  Verbindungsstrecken  in  demselben  Verhältniss ,  so  schneiden  sich 
ebenso  je  drei  zusammengehörige  Verbindungsgerade  in  demselben 
Punkte,  und  auch  diese  Puukte  liegen  auf  einer  Hyperbel. 

3.  Verbindet  man  endlich  A'  mit  Bm,  B'  mit  C'm,  C  mit  Am 
durch  Gerade,  teilt  diese  Strecken  in  demselben  Verhältniss  und  ver- 
bindet die  Teilpunkte  auf  A'Bm  mit  A,  auf  B'Cm  mit  B,  auf  C'Am 
mit  C,  so  schneiden  sich  wio  vorhin  je  drei  der  Verbindungsgeraden 
in  einem  Punkte,  und  die  verschiedenen  so  erhaltenen  Schnittpunkte 
liegen  auf  einer  dritten  Hyperbel. 

Der  Beweis  für  diese  Behauptungen,  dessen  Gang  in  den  drei 
Fällen  der  nämliche  ist,  soll  hier  für  den  dritten  derselben  erbracht 
werden.  Wir  teilen  die  Strecken  A'Bm,  B'Cm,  C'Am  in  dem  Ver- 
hältniss q  :  p,  nennen  die  Teilpunkte  bzhw.  Ta,  7»,  Tc,  und  stellen  zu- 
nächst die  Ausdrücke  für  diese  Teilpunkte  fest.   Nun  ist  aber 


Ta=  2qc^A+{2qb^  +  p£)B+{2qam+p£)C 
Ebenso  wird 

Tb  =  (2qbm+pZ)  A  +  2qamB  +  (2qcm  +  p£)C 
Te  =  (2qa*»+p£)A  +  (2qc'»+Ji2)B+2qb'»C 

In  diesen  Ausdrücken  ist  zur  Abkürzung 


gesetzt  Denkt  man  sich  nun  den  ersten  Punkt  mit  A,  den  zweiten 
mit  £,  den  dritten  mit  C  verbunden,  so  erhält  für  diesen  Fall  die 
Determinante  (Formel  3)  folgende  Form 


also 


oder 


2  —  am-\-bm-\-cm 
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0  -(2qa»+pZ),        2qb*»  +  pZ  I 

2qc»  +  p£y  0  —  (2^~-f /»Z)     -  0 

Dieselbe  verschwindet,  wie  man  nach  Addition  der  Reihen  sofort  er- 
kennt, und  lässt  somit  ersehen,  dass  in  der  Tat  die  drei  Verbin- 
dungsgeraden durch  denselben  Punkt  gehen. 

Man  erhält  aus  dieser  Determinante  das  Verbältniss  der  Coor- 
dinaten  eines  Schnittpunktes: 

*i  :  *i :  *s  -  (2qa-+p2)(2qb'»+p£)  :  (2qh^+p£)(2qc^+p£) 

:  {2qdm-\-pS){2qam-\-pZ) 

Setzen  wir  in  diesem  Ausdrucke,  um  einige  Punkte  näher  kennen  zu 
lernen,  zunächst  p  =  0,  so  wird  der  Schnittpunkt 

r3  =  am bmA~\-bmc«>  B  +  cmam  C 
dies  ist  aber  der  Punkt  Om\   Setzen  wir  q  —  0,  so  wird 

dies  ist  der  Punkt  G0.   Setzen  wir  ferner  q  —  — p,  so  wird 

y3==  ia.foA  +  öt.dcB  +  dc.öaC 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

bm^ffn  —  a>»  «=        am  +  c"1 —*>"■  — ($6,    am-\-bm  —  cm  —  6e 

Dieser  Punkt  soll  mit  Mmz  bezeichnet  worden.  Setzen  wir  jj—  -  2g, 
so  wird 

ys  ==  (6*  +  <?"•)  (am  +  cm)A  +  (am  +  cm)  (am  +  bm)  B 

-f  (am  +      (bm  +  <?"•)  C 
oder  Iii 

dieser  Punkt  ist  oben  mit  bezeichnet  worden.  Setzen  wir  end- 
lich p  —  5,  so  wird 

y  —  (3a"»-f  6m-f  c")(a»-f  3A",+cm)^+(a"4-3Ä",-|-c,,,)(om+6,"-f  3cm)B 

-f-  (o-'+^-f  3C")(3a»-f  &"+c")C 

oder 

dieser  Punkt  soll  mit  /W  bezeichnet  werden. 
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Aus  dem  Ausdrucke  für  den  Schnittpunkt  dreier  hier  in  Betracht 
kommenden  Geraden: 

4-  (V" + p  2)  ( V  -I- /'  e 

ersieht  mau.  dass  «lic  für  dasselbe  m  und  verschiedene  ;»  und  q  er- 
haltenen Schnitlpunkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Dieser  Kegel- 
schnitt ist  dem  Coordiuateudreieck  ABC  umschrieben.  Um  uns  davon 
zu  überzeugen,  bestimmen  wir  mit  Rücksicht  darauf,  dass  auf  dem 
Kogelschnitte  die  Puukte  (r0  und  (),,,'  liegen,  die  Coustanten  /,  g 
und  h.   Wir  erhalten  zu  diesem  Zwecke  die  beiden  Gleichungeu 

cmf-\-amg~\-bmh  —  0 

Daraus  wird 

/  :  g  :  A  —  (/#•"  —       :  (<.•*"  —  Aro)  :  («•"  —  cm) 

Soll  nun  irgend  ein  anderer  Schnittpunkt  mit  den  Coordinaten  x„  x,, 
x3  auf  dem  durch  die  fünf  Punkte  A,  B,  C,  G0  und  Om'  bestimmten 
Kegclschuittc  liegen,  so  muss  wieder  6cin 

f+g+ *-0 

*i     *»  *• 
Im  vorliegenden  Falle  erhält  man  aber 

(*•»  -  aw)  (2qC»+p2)  -f-  (C"  —  A»)  (2  qa™  + 1,2:) 

-f(<i'n-e™)(2^'n4-/)2:)  —  0 

was  sofort  ersichtlich  ist,  mithin  liegen  alle  oben  gekennzeichneten 
Schuittpunkte  auf  jenem  Kegelschuitte. 

Dieser  Kegelschnitt  kann  nach  einem  früher  angoführten  Satze 
nur  eine  Hyperbel  sein,  da  er  ja  durch  die  Punkte  A,  B,  C  und  G0 
geht,  G0  aber  immer  innerhalb  des  Dreiecks  ABC  liegt. 

Es  seien  die  hiehcr  gehörigen  Hyperbeln  mit  11$  bezeichnet, 
dann  sind  die  Ausdrucke  für  die  Punkte  auf  H,\  und  //y2  bzhw. 

Yl  =  2q*'»  +  p£  A  +  2qT*+  p2B  +  2q^+p^£  ° 

Daraus  ergibt  sich  für  p  «=  0 

\\  -  ö_MI,    Yt  -  om 
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Für  p  —  q  erhält  man 
Für  p-\-q  —  0  wird 

K,  -  Mmi',     K,  -  *W 

Für  p  +  2g-0  wird 

Yl  —  Sml'i     Ys  =  Sm2 


III. 

Bezeichncu  Ä,  B\  t"  bzhw.  die  Mitten  der  Seiten  BC,  CA,  AB 
des  Dreiecks  ABC  und  ebenso  Jm\  Cm*  die  Mitten  der  Seiten 
BmCm,  CmAm,  AmBm  des  Dreiecks  AmBmCm,  so  lassen  sich  fol- 
gende Sätze  aussprechen: 

1.  Verbindet  man  A*  mit  Am\  W  mit  Bm\  C  mit  Cm',  teilt 
diese  Strecken  in  demselben  Verhältniss  und  verbindet  den  Teilpunkt 
auf  A'Am  mit  A,  auf  B  Bm'  mit  B,  auf  6'G»'  mit  C,  so  schneiden  sich 
je  drei  solcher  Verbinduugsgosaden  in  dem  nämlichen  Punkte,  und  die 
für  das  dasselbe  m  auf  die  angegebene  Art  erhaltenen  Punkte  liegen 
auf  einer  Hyperbel. 

2.  Teilt  man  die  Strecke  A'Cm\  B'  Am\  C  Bm'  in  demselben 
Verhältniss  und  verbindet  den  Teilpunkt  auf  A'Cm'  mit  Ay  auf  B'Am' 
mit  B,  auf  C'Bm'  mit  (',  so  schneiden  sich  wieder  je  drei  solcher 
Verbindungsgeraden  in  demselben  Punkte  und  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte ist  eine  Hyperbel. 

3.  Teilt  man  endlich  die  Strecken  A'  Bm,  B'Cm\  C'Am'  in  dem- 
selben Verhältniss,  verbindet  den  ersten  Teilpunkt  mit  A,  den  zweiten 
mit  B,  den  dritten  mit  C,  so  schneiden  sich  die  drei  Geraden  in 
demselben  Punkte,  und  alle  so  erhaltenen  Schnittpunkte  liegen  auf 
einer  Hyperbel. 

Der  Beweis,  dessen  Gang  in  den  drei  Fällen  der  nämliche  ist, 
soll  hier  wieder  für  den  dritten  derselben  erbracht  werden. 


Es  ist 


A>  - 

2 


und 

,      (am  +  bm)  A  +  (am+  c»)  //  +  (fr»  +  C")  C 

Bm  

Teilt  man  nnn  die  Strecke  A'Bm'  im  Verhältniss  von  <?:/>,  so  erhält 
man  für  den  Teilpunkt 
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oder 

J.  =  q(a» -f 6«)  A  +  ( />  £  +  g(a»»  +  ü«)  )  B  +  ( p  2  +  g(  A" + c«)  )C 
Ebenso  erhält  man  für  der  Toilpunkt  Tb  der  Strecke  B'Cm' 

Ti=(p2+q(am  +  cm))A+q{/>'»  +  c'»)B+{pZ:  +  q(am  +  b™)  )  C 
nnd  endlich  für  den  Teilpnnkt  Tc  auf  der  Strecke  6"  Am' 

Te  =  ( p£+  q(bm  +  d")  )  A  +  (P2  +  q(a*"  +  b*»))  B  +  q(am  +  cm)C 

Da  nun  aber  der  erste  Teilpunkt  mit  A,  der  zweite  mit  £,  der  dritte 
mit  C  verbunden  wird,  so  muss  die  Determinante 

,  o  —  (j>£ +  </(*•" +  *")),  pZ+q(a*»+c'») 

j    pZ+q^  +  b*»),  0,  —  (p£  +  q(am +€?»)) 

-{pZ+q^  +  b*")),        pZ+qibn  +  c")  0 

-  0 

sein,  was  in  der  Tat  der  Fall  ist,  wie  nach  Addition  der  Reihen 
sofort  ersichtlich  wird. 

Für  die  Coordinaten  eines  solchen  Schnittpunktes  Y  der  Geraden 
Ar„,  BTb,  CTc  erhält  man  aus  der  Dcterminaute: 

*\   *i :  *j  —  (p2+q(am  +  cm))(p£  +q(b»>  +  cm)) 
:  <j>X+«(a«+c»))(p-E+fl(a>»+4-)) 
:  (p2+q(*m+l>'"))(pZ+q(l»»+cn)) 

Setzt  man  nun ,  um  einige  dieser  Punkte  näher  kennen  zu  lernen, 
q  =  0,  so  wird 

A+B+c 
y3  3 

dies  ist  aber  der  Schwerpunkt  G0,  wie  zu  erwarten  stand. 
Setzt  man  p  —  0,  so  wird 

y  —  ___L_   A  J  ^        »   1  *  

3      am-\-bm      *  bm -{-c™       *  am-\- c"* 

Dies  ist  aber  der  Punkt,  welcher  oben  mit  Smz'  bezeichnet  wurde, 
Es  gehen  also  durch  diesen  Punkt  die  Geraden,  welche  die  Ecken 
des  Coordinatendreiecks  mit  den  Seitenmitten  des  Dreiecks  AmBmCm 
verbinden,  d.  i.  die  Geraden  ABm\  BCm\  CAm\  wie  wir  soeben  er- 
kannten; in  diesem  Punkte  schneiden  sich  noch  drei  Gerade,  wie 


Digitized  by  Google 


122  Müller:  Leber  Kegelschnitte,  die  zu  dtm  verallytmeinerttn 


schon  früher  dargetau  wurde.  Wenn  mau  nämlich  die  Geraden 
ABm%  B'Cm,  CA,,,  um  ihre  eigene  Grösse  nach  entgegengesetzter 
Richtung  verlängert  und  die  so  erhaltenen  Punkte  mit  A,  B,  C 
hzhw.  verbindet,  so  schneiden  sieh  diese  Geraden  gleichfalls  im 
Punkte  S,„3'.  Daraus  wird  ersichtlich ,  da?s  je  zwei  der  genannten 
Geradeu  zusammenfallen,  und  dass  also  je  vier  der  oben  genaunten 
Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  z.  Ii.  die  Puukte  //,  Sn,a',  Cm'  und 
der  oben  näher  gezeichnete  Punkt  auf  B'Cm. 

Setzt  mau  ferner  p  «=-  </,  so  wird 

Y  =  (2am  -f-  b ■"  -f  2cm)  (am  +  2bm  -f-  2cm)A 

+  (2am  +  b™  -f  2c»»)  ( 2am  -f  2//»  -f  c'»)  .0 
+  (2am  +  2/>m  -f-  cm)  (am  +  2bm  +  2cm )  C 

oder 

1 3  =  2ä»»  -f-  2Äm  + 1"'  ' 1  -f-  '2b'"  -j-  2f w       '    2t«'"  +  //"  +  2r"»  C 

dieser  Punkt  soll  mit  Dm3  bezeichnet  werden. 
Setzt  mau  so  wird 

Y3  =  am  bm .  A  +  bm  cm  .  B+  a™cm .  C 

oder 

F3  ==  -1-     +  *  B+j-  c 

3       cm       1    rtr"  //m 

dies  ist  aber  der  Punkt  Oin'.  Es  gehen  also  die  Geraden,  welche 
man  durch  die  Eckpunkte  .1,  B,  C  des  Coordinateudreiecks  parallel 
zieht  bzhw.  zu  den  Geraden  A'Bm%  B'Cm',  C'Am\  durch  den  Punkt 
0,„\  Da  aber  auf  der  Geraden  A  0,„'  auch  der  Punkt  Bm,  auf 
BOm  auch  Cm,  auf  COm'  auch  Am  liegt,  so  finden  wir,  dass  ABm  fl 
y|'iy,n\  BCm  !|  £'6',,,',  C^„,  ||  II  C'Atn  ist. 

Setzt  mau  ferner  </  =  —  2/>,  so  wird 

oder 

wenn  du,  d0,  <5C  die  früher  gebrauchten  Abkürzungen  bezeichnen 
Dies  ist  aber  der  Puukt  Afmz'.  Wenn  man  also  die  Strockeu  A'Bm\ 
B'Cm',  C'Am'  über  Bm\  Cm',  A,„'  hinaus  bzhw.  je  um  die  eigene 
Grösse  verlängert  und  die  betr.  Punkte,  welche  mit  9(3,  $}s,  (£s  be- 
zeichnet werden  mögen,  mit  A,  Z?,  C  verbindet,  so  schneiden  sich 
die  letzten  drei  Verbindungslinien  im  Puukte  Mm* '.   Wir  haben  aber 
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früher  gefanden,  dass  dio  Gerade  AMm*  \  A'/tm,  BMms'  \\  B'Cm  und 
CMmz  ||  C 'Am,  nnd  soeben  hatten  wir  erkannt,  dass  ABm  g  A'Bm'. 
Wir  stossen  also  durch  die  Verlängerung  von  A'Bm'  um  dio  eigene 
Grösse  über  Bm'  hinaus  auf  den  vierten  Eckpuukt  eines  Parallelo- 
grammes,  dessen  andere  Ecken  A ,  Bm  und  A'  sind,  und  dessen  eine 
Seite  im  Tunkte  Bm'  halbirt  erscheint.  Ebenso  sind  dio  Figuren 
BCmB'ty3  und  CAmt"(£5  Parallelogramme.  Ferner  ist  ersichtlich, 
dass  ÄBm'  =.  \ABm  und  B'Cm  «=  \BCm  und  C'Am'  =  \CAm.  Da 
ferner  A'%  und  Am  Cm  sich  in  Bm  gegenseitig  halbireu,  bo  ist  auch 
die  Figur  AfAm^Cm  ein  Parallelogramm,  und  aus  dem  gleichen 
Grunde  sind  auch  die  Vierecke  B'Bm^zAm  und  C'Cm§zBm  Pa- 
rallelogramme. 

Setzt  man  endlich  <z  ö  — 1/>,  so  wird 

F3  =  (Za'*+bl»+c'»)(a'»  +  3b'»+cm)A 

-f  (am  -f  3b-  -f-  c"»)  (a"  +  +  3cm)  B 
+  (am  -f     +  3c«»)  (3a"»  +        C")  C 

oder 

Dies  ist  aber  der  Punkt,  den  wir  oben  mit  Rn&4  bezeichnet  haben. 
Wir  erkannten  damals,  dass  in  diesem  Punkte  die  Geraden,  welche  von 
A  nach  der  Mitte  von  A'Bm,  von  B  nach  der  Mitte  von  B'Cm  und 
von  C  nach  der  Mitto  von  C'Am  gezogen  werden,  sich  treffen.  Aus  dem 
aber,  was  wir  soeben  fanden,  ergibt  sich,  dass,  wenn  man  die  Geraden 
A'Bm\  B'Cm\  C'Am  über  A\  B\  C  hinaus  um  die  zweifache  Grösse 
dieser  Strecken  verlängert  und  die  so  erhaltenen  Teilpunkte  A,  p,  v 
mit  Ay  By  C  bzhw.  verbindet,  diese  Geraden  ebenfalls  durch  den 
Punkt  Rmi'  gehen.  Es  liegen  mithin  auf  auf  der  Geraden  AR»a  die 
Mitte  von  A'Bm  und  der  Punkt  X  der  Gerade  A'Bm',  ebenso  liegen 
auf  BRms'  die  Mitte  von  B'Cm  und  der  Punkt  u  auf  B'Cm\  endlich 
liegen  auf  CRmz'  die  Mitte  von  CfAm  und  der  Punkt  v  auf  C'Am'. 

Der  Ausdruck  für  einen  Schnittpunkt 

Ys  =  (p£  +  q(am+cm))(p2-\-q(bm-\-cm))A 

H-  ( p 2+  qia» +&»))( p £  +  q(b>»  +  d»)  ) C 

lässt  erkennen,  dass  alle  für  dasselbe  m  und  variable  p  und  q  er- 
haltenen Schnittpunkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Bedenken 
wir  nun,  dass  auf  diesem  Kegelschnitte  die  Punkte  6?0,  om\  Smz' 
und  Rnß!  liegen,  so  ist  ersichtlich,  dass  derselbe  identisch  sein  muss 
mit  der  früher  gefundenen  Hyperbel  //ya,  welche  entsteht,  wenn  man 
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i 

4 

die  Strecken  A'Bm,  B'Cm,  C'Am  in  demselben  Verhältniss  teilt  nnd 
die  Teilpunktc  mit  A,  ß>  C  bzhw.  verbindet.  Dass  dies  in  der  Tat 
der  Fall  ist,  ersehen  wir  auch  aus  der  Gleichung 


(ft-  —  am)  (p£  +  q^+b") )  +  (cm-b'*)(pZ  +q{b"+  cm)  ) 


Nun  ist  aber  auch  klar,  dass  die  Eigenschaft,  welche  soeben  von 
den  Strahlen  ARmz\  BJlmz',  CRna  und  früher  von  den  Strahlen 
ASms\  BSms,  CSms'  hervorgehoben  wurde,  von  allen  Strahlen  gelten 
muss,  welche  irgend  einen  Punkt  C  der  Hyperbel  mit  den  Ecken 
des  Coordinatcndreiecks  verbinden.  So  sei  der  Punkt  X  der  Hy- 
perbel mit  A,  B  und  C  vcrbuudon,  und  es  schneide  AX  die  Gerade 
A'Bm  in  A  und  A'Bm'  in  A„  ferner  BX  die  Gerade  B'Cm  in  n  und 
B  Cm'  in  p,,  endlich  CX  die  Gerado  C'Am  in  v  und  C'Am  in  vt, 
danu  hat  man 


Um  nach  dieser  Richtung  noch  einen  Fall  besonders  zu  unter- 
suchen, ziehen  wir  von  A,  -0,  C  die  Strahlen  nach  dem  oben  mit 
ZW  bezeichneten  Punkte.  Diese  Strahlen  halbireu,  wie  oben  er- 
kannt wurde,  die  Geraden  A'Bm,  B'Cm',  C'Am'.  Um  nun  zu  er- 
kennen, 'in  welchem  Verhältniss  die  Strecken  A'Bm%  B'Cmt  C'Am 
durch  die  Strahlen  ADm$' etc.  geteilt  werden,  dürfen  wir  nur  den  Aus- 
druck 

4  =  1  1  1 

*>ms  —  2am  +  2£-+c-  A  +  a-+ 2*"  +  2c-  *  +  2a-+6-+  2c-  C 

aus  dem  allgemeinen  Ausdrucke,  welcher  Bich  für  die  Teilung  der 
Strecken  A'Bm,  B'Cm,  C'Am  nach  demselben  Verhältniss  ergeben 
hatte,  ableiten.  Man  muss  aber  in  dem  Ausdrucke 


q  —  —  \p  setzen ,  um  den  Ausdruck  für  ZW  zu  erhalten.  Mithin 
muss  man  die  Strecken  A'Bm,  B'Cm,  C'Am  um  ein  Drittel  der 
eigenen  Grösse  über  A\  B',  C*  bzhw.  hinaus  verlängern,  dann  fallen 
diese  Teilpunkte  bezüglich  auf  die  Geraden  ADmz\  Z*ZW,  CD**'. 

Was  den  Mittelpunkt  der  fraglichen  Hyperbel  angeht,  so  findet 
sich  derselbe  auf  dem  schon  mehrfach  betretenen  Wege  aus  den 
oben  abgeleiteten  Constanten.  Bezeichnen  wir  denselben  mit  TT«*, 
so  wird 


+  (o-—  cm)(p£+q{a^  +  cm))  —  0 


und 


A'X  :  BmX  _        :  dp  -  CV  :  A„v 
A'Xt  !  Bm^i  —  Bpt  :  Cm>, :  CV,'  :  iU'  *>, 
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Wmi  =  (a-  —  A")*  i  +  (b*  —  c»)*  tf+ (<-•  —  a"»)*C 

Mao  erkennt  sofort,  dass  dieser  Punkt  auf  der  Geraden  M^Gi-a 
liegt,  denn  es  ist  die  Determinante 


^3tt$%  QiLffk 


=  o 


wie  sich  sofort  ergibt,  wenn  man  die  zweite  Reihe  zur  ersten  addirt, 
die  dritte  davon  subtrahirt. 

Um  nun  an  die  vorstehenden  Erörterungen  noch  einige  weitere 
Bemerkungen  knüpfen  zu  können,  soll  zunächst  ein  Satz,  dessen 
Geltung  für  die  Winkelgegenpunkte  bekannt  und  für  die  Gegen- 
pankte  im  weiteren  Sinne  von  mir  anderwärts  erwiesen  wurde,  hier 
noch  eine  weitere  Ausdehnung  erfahren. 

Durchläuft  nämlich  ein  Punkt  eine  gerade  Linie,  und  man  bildet 
die  Coordinaten  eines  zweiten  Punktes  aus  denen  des  ersten  so,  dass 
man  die  reeiproken  Werte  der  ersteren  mit  einem  beliebigen  Factor 
multipHcirt,  so  durchläuft  der  zweite  Punkt  einen  Kegelschnitt, 
welcher  dem  Coordinatendreieck  umschrieben  ist. 

Geht  nämlich  die  Gerade,  welche  der  erste  Punkt  durchläuft, 
durch  die  beiden  Punkte 

and 

Pt  =  atA+bt  B+ctC 

so  müssen,  wie  wir  wissen,  die  Coordinaten  ar8,  o>s  eines  dritten 
Punktes  auf  jener  Geraden  der  Gleichung  genügen 

1)  xt  + 's  y  —  0 

worin  o,  ß  und  y  selbstverständliche  Abkürzungen  bezeichnen.  Soll 
ferner  ein  Punkt  mit  den  Coordinaten  <r,',  xf\  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen,  welcher  dem  Coordinatendreieck  umschrieben  ist,  so 
müssen  seine  Coordinaten  der  Gleichung  genügen : 

worin  /,  g  und  h  beliebig  gewählt  werden  können.  Bildet  man  nun 
jederzeit  die  *'  aus  den  x  so,  dass  man  bat 
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3)  V :      :  xJ  —      :      :  - 

*i     xi  xs 

und  wählt  man  A  g  und  /<  so,  dass  man  hat 

so  geht  nach  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung 2),  diese  in  die  linke  Seite  der  Gloichung  1)  Uber,  und  man 
hat 

*    *     t     '  u 

so  dass  also  in  der  Tat  alle  Punkte,  deren  Ceordinaten  x  in  der 
oben  angegebenen  Weise  gebildet  sind,  auf  dem  durch  /*,  g  und  h 
bestimmten  Kegelschnitte  liegen. 

Wählt  man  die  Constanton  des  Kegelschnittes  so,  dass  man  bat 

f:  g  :  k  u 

so  geht  die  Gleichung  2)  des  Kegelschnittes  über  in 

9  t  U 

xl      xt  xs 

Bildet  man  nun  aus  den  Coordinaten  x  die  Coordinaten  x  eines 
Punktes  in  der  unter  3)  angegebenen  Weise,  so  geht  die  Gleichung 
2)  über  in 

+    -  0 

dieser  Punkt  aber  liegt  im  unendlichen.  Es  liegen  daher  alle  Punkte, 
deren  Coordinaten  auf  die  gegebene  Art  aus  den  Coordinaten  der 
Punkte,  die  auf  dem  Kegelschnitte  mit  den  Coustanten  «,  f,  u  liegen, 
gebildet  sind,  auf  der  unendlich  entfernten  Geraden.  Diese  Tatsache 
kann  unter  Umständen  dazu  dienen,  sich  über  die  Natur  des  der 
Geraden  1  entsprechenden  Kegelschnittes  mit  den  Constanlen  *a,  tß, 
uy  näheren  Aufschluss  zu  verschaffen.  Weun  nämlich  die  Gerade  1 
den  Kegelschnitt 

;;+äL+-«*7=o 

xx       x%  xs 
schneidet,  so  ist  der  Kegelschnitt 


•<_«  ,  <_?  ,  «*y  _Q 


eine  Hyperbel;  wenn  jene  Gerade  den  ersten  Kegelschnitt  berührt, 
ist  der  zweite  eine  Parabel;  und  wenn  sie  ausserhalb  des  eraten 
Kegelschnittes  fällt,  ist  der  zweite  eine  Ellipse.    Das  eben  Gesagte 
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führt,  wenn  man  den  eingeschlagenen  Weg  noch  einen  Schritt  weiter 
Terfolgt,  unmittelbar  auf  dio  oben  angegebene  Formel,  welche  für 
gewöhnlich  über  dio  'Natur  des  Kegelschnittes  Aufschluss  bietet, 
deren  Ableitung  indes  unterbleiben  soll. 

Wenn  wir  nun  die  gepflogene  Erörterung  auf  den  oben  behan- 
delten Kegelschnitt  Up 

am  —  frm       im  —  cm  —  (lm 

 _  Q 

anwenden,  so  müssen  zunächst  die  Punkte 

^'«3  ~cmA-\-amB-\-bmC 
G>*s  =  c2mA-\- a2™  B  +  b2m  C 

Smi  =  <-(«•■  -f  &*)  A  +  am(b>»  +  cm)  B  +  bm(am  +  C")  C 

=  ctn(am  ^_  J,m  _  _j_  ±  cm  _  am)ß  _|_  —  bm-\-  cm)C 

=  cm(am  +  bm  +  3cm)  A  -f-  am(ßam  +  bm  +  cm)  B 

_|_  b"»(am  -J-  3/V"  +  cm)  C 
A*a  =  em(2am  +  2bm  -f-c"\)  ,4  +  am(<im  +  W»+2cm)  B 

+  i"»(2rt'n  +  /y™  +  2C")  C 

in  gerader  Linie  liegen,  da  die  Coordinaten  derselben  die  reeiproken 
Werte  der  Coordinaten  von  Punkten,  die  auf  dem  betr.  Kegelschnitte 
liegen,  darstellen,  jede  gleichnamige  derselben  multiplicirt  mit  dem 
nämlichen  Factor. 

Es  ist  aber  Gmz  der  Schnittpunkt  der  durch  Am<>  Bm  und  Cm 
bzhw.  tu  AB,  BC  und  CA  gezogenen  Parallelen,  ebenso  Gma  der 
Schnittpunkt  der  durch  Aim,  B±  zu  AB,  BC  uud  CA  bzhw. 

gezogenen  Parallelen.  *S„,3  ist  dio  Mitte  von  G-mO-,  Mmz  ist  der 
Schnittpuukt  der  durch  A\  B\  C'  zu  AMms,  BMmz,  CAW  bzhw. 
gezogenen  Parallelen.  Die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  er- 
kennt man  daraus,  dass  die  Dctermiuannte  l) 


1  1  1 

0,  —  ÖeÖa,  $c8b 

(am-bm)de,    c"Mr,  —emöe 


=  0 


ist,  wovon  man  sich  überzeugt,  wenn  man  die  dritto  Reihe  zur 
zweiten  addirt  Auf  den  Geraden  A'Mmz,  Ä'3/„l3,  C'Mmz  liegen  auch 
bzhw.  die  Punkte  Bm,  Cm  und  Am.  Ausserdem  liegt  Mmz  auch  auf 
der  Geraden  Mm*'GQ  und  wird  die  Gerade  Mm*  A/*s'  durch  G0  so 
geteilt,  dass  man  hat 

1)  Progr.  des  k.  Gjmn.  zu  Kempten  r.  J.  1889.  I  4  §  3, 
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MriiGo  :  G0JW  =  1:2 

Der  Paukt  G  nämlich,  welcher  die  Gerade  Mm*  Maß'  im  angegebe- 
nen Verhältuiss  teilt,  ist  gegeben  durch 


Da  nun 


und 


Q  _  2A/m3  +  M,3' 


Mm*  K  

,       Öa8hA  +  hörIi+ScöaC 

Maß   «■  —  — 


ist,  wenn  zur  Abkürzung  der  Ausdruck 
gesetzt  wird,  so  ist 

KA+KB  +  KC 

G  -  =  G0 

Der  Punkt  Äfmz  ist  auch,  wie  aus  der  Zusammensetzung  seiner 
Coordinaten  sogleich  ersichtlich  wird,  der  Mittelpunkt  eiues  dem 
Coordinatendreieck  umschriebenen  Kegelschnittes,  dessen  Gleichung 
ist 

x,      x%  *s 

Bildet  man  zu  diesem  Kegelschnitte  in  derselben  Weise  die  reeiproke 
Gerade,  wie  dies  oben  von  der  Geraden  MnaGmz  und  dem  Kegel- 
schnitte Hfl  augegeben  wurde,  so  wird  dieselbe 

*i  +  *t+*s  =  0 

Wir  könnten  also  aus  der  Lage  der  Geraden  MmsGms  gegen  den 
Kegelschnitt  Mmz  die  Natur  des  Kegelschnittes  Hfl  erkennen.  Da 
wir  uns  aber  auf  anderem  Wege  überzeugten,  dass  jener  Kegelschnitt 
eine  Hyperbel  ist,  so  können  wir  daraus  den  Schluss  ziehen,  dass 
die  Gerade  GmzMmz  den  Kegelschuitt  Alna  in  zwei  reellen  Punkten 
trifft,  wie  dies  auch  die  Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

ambm  (am  —  bm)  r1  -f- bm  cm  (bm  —  c**)  xt  ~\-  cm  am  (cm  —  am)  ys  =  0 
und 

cm       am  im 

—  H  h  —  —  o 

x,      sra  <r8 

deren  erste  die  Gerade  GmzMms  darstellt,  ergibt. 
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Der  oben  erwiesene  Satz  kann  nun  natürlich  auch  benutzt  wer- 
den, um  Punkte  auf  der  Hyperbel  7/ys,  welche  gewissen  Puukten  auf 
der  Geraden  tf«*  Mm*  entsprechen ,  kennen  zu  lernen.  Bestimmen 
wir  zunächst  den  unendlich  fernen  Punkt  Ums  jener  Geraden,  so 
erhalten  wir  dessen  Coordinateu  aus  den  beiden  Gleichungen 

a*  bm(am  —  bm)  x1  -\-  lm  cm  (J)m  —  c"*)  xi-\-cm atn  {°m  —  a7")x$  ="  0 

nnd 

Mau  erhält  daraus 

*i :  h  '•  x3  ™*  [am(cm  —  am)  —  bm(bm  —  c"*)  ] 
:  am\bm(am  —  bm)  —  c™  (cm  —  am)  ] 
:  lm  [cm(bm  —  cm)  —  am  (am  —  b™)] 

Nun  muss  der  entsprechende  Punkt  Um*',  dessen  Coordinaten  das 
Verhältniss 

 J_  1  


(^*[bm  —  c"1)  —  am(am  — bm) 

haben,  sowohl  auf  der  Hyperbel  7/J3  als  auch  auf  dem  Kegelschnitte 
liegen,  wovon  mau  sich  auch  direct  überzeugen  kann. 

Auf  der  Geraden  Mm%Gma  liegt  auch  der  Punkt 

_|_  0m^m(am  _[_  em)  ^_  cwi(a«i  _|_  £ro) —  a2/n] 
+  lS»[c'»(am  +  bm)  +  a*»(bm-\-c'»)  —  Z^»«]  C 

und  zwar  halbirt  derselbe  die  Strecke  il/n*  GW ,  mithin  muss  auch 
der  Punkt 

W==  1  . 

—  am(bm  +  c») + £"»(«»»  +  cm)  — 

+  ±  B 

1  bm(am  -f-  c™)  -j-  cm(am  +  bm)  —  a2/M 

+  1  C 

auf  der  Hyperbel  //y3  liegen,  was  sich  wieder  leicht  verificiren  lässt. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  möge  noch  erwähnt  werden, 
dass  für  den  eingangs  unter  1.  aufgeführten  Fall  an  Stelle  des  auf 
der  Hyperbel  Hy$  liegenden  Punktes  Om'  der  Punkt  6r_m,  im  Falle 
2.  der  Puukt  Om  tritt,  dass  ferner  der  Punkt  ,SW  die  Strecke  OmOM* 

Areh.  d.  Math.  n.  Plij*.   2.  Reihe,  T.  IX.  9 
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und  der  Punkt  Sm2  dio  Strecke  G-mOm'  halbirt.  Ferner  ist  im 
Falle  1.  und  für  m  =  2  die  erwähnte  Hyperbel  identisch  mit  der 
sogenannten  Hyperbel  der  neun  Punkte,  welche  von  Brocard  als 
Hyperbel  r  bezeichnet  wurde. 

Wie  man  sieht,  müssten,  wenn  man  überhaupt,  nachdem  dieselbe 
als  geometrischer  Ort  erkannt  ist,  noch  besondere  Punkte  auf  der- 
selben hervorhebeu  will,  auch  noch  die  beiden  Puukte  Dix'  und 
erwähnt  werden. 


Zu  jedem  der  in  den  beiden  vorhergehenden  Abschnitten  be- 
handelten Fällen  ergeben  sich  Seitenstücke,  wenn  mau  die  beiden 
Dreiecke  ABC  und  AmBmCm  vertauscht  denkt.  Wie  dort,  so  wären 
auch  hier  wieder  je  drei  Fälle  zu  unterscheiden.  Es  wird  genügen 
nur  je  den  ersten  derselben  zu  berücksichtigen.  Verbinden  wir 
nämlich  A  mit  Am\  B  mit  Bm',  C  mit  Cj,  teilen  diese  Strecken 
iu  demselben  Verhältuiss  und  verbinden  dm  ersten  Teilpunkt  mit  Am, 
den  zweiten  mit  £,„,  deu  dritten  mit  Cm,  so  schueiden  sich  diese  Ge- 
raden in  demselben  Punkte  und  der  geometrische  Ort  aller  für  das- 
selbe m  auf  diese  Weise  erhaltenen  Schnittpunkte  ist  eine  Hyperbel, 
welche  dem  Dreieck  AmBmCm  umschrieben  ist. 

Es  seien,  um  den  Beweis  zu  fuhren,  die  Strecken  AA,„'  etc.  im 
Verhältuiss  vou  p :  q)  geteilt ,  so  erhält  mau  für  deu  Teilpunkt  7« 
auf  der  ersten  Strecke 


oder,  wenn  für  Am  uud  Cm  die  bekannten  Werte  gesetzt  werden 
T,t  =  (2q2+p{b'»+cm))A+p(a'»  +  b'»)B-{-p(am  +  cm)C 

Ebenso  wird  der  Teilpunkt  auf  BBm' 

Tb  =  |i(a»  +  bm)A  +  (2q£  +  p(am  +  c'»))B  +  2>(b™  +  cm)  C 

Endlich  wird  der  Teilpuukt  auf  CCj 

Tc  =  p(am  +  cm)  A  -f  p(bm  +  ciU)ß+  (2q2  +  p(am  -f  b'») )  C 


Sollen  nun  die  drei  Geraden,  welche  man  erhält,  wenn  man  den 
ersten  Teilpunkt  mit  Am,  den  zweiten  mit  Bm,  den  dritten  mit  Cm 
verbindet,  durch  deuselbeu  Puukt  gehen ,  so  muss  die  Determinante 


IV. 
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p(c<»-bm),         p(b'"—am)+2qbm,  2>(a'"—cm)—2<lcm 
£s    p(b»-a**)—2qam,         j>(o™— c'»),  p(cia'—l'm)+2qe^     =  0 

p{(lm  -0«)+  2qam,    p(c"*  -bm) — 2qbmy  p(£w'— «•») 

sein,  was  sieh  nach  Addition  der  Reihen  sofort  ergibt. 

Für  die  Coordinaten  eines  Schnittpunktes  erhält  man  aus  der 
Determinante  den  Ausdruck 

/, :  *t :  ar3  =  {Aq*  bm  cm  —  2pq  (c**  —  bm) *  -f-  p*K) 
:  (V  a"  cm  —  2pq  (am  —  c"»)2-j-7^A') 
:  (4^* am bm  —  2pq (am  —      *  -f- 2)*K ) 

wenn  man  zur  Abkürzung  den  Ausdruck 

am  Im  _|_  am  cm  _|_  £m  cro  —  ft2«i  —  1,2m —  fitn  =  J{ 

setzt. 

Um  einige  dieser  Schnittpunkto  kennen  zu  lernen,  setzen  wir 
zunächst  q     0,  dann  wird  der  Schnittpunkt 

r==  A+B+C=  G0 

Setzen  wir  fcrnor  p  =  0,  so  wird 

y  E=     c'n    -\-  am  c"1  B  -f-  am  bm  C 

oder 

Setzen  wir  weiter  p  =  -2?,  verlängern  wir  also  die  Strecken 
,  CCW  um  die  eigene  Grösse  derselben  über  Am\  Bm', 
vm   hiuaus,    uud   verbinden  die  so  erhaltenen    Teilpuukto  mit 
J«,  Bm,  C™,  so  wird 

Y  =  am  5a  A  +  bmöbB+c"*dc  C 

dies  ist  aber  der  Punkt  Mmi.  Da  aber  die  Geraden  AmMm\, 
BmMmu  C'mMmi  auch  durch  die  Punkte  A\  B\  C  gehen,  so  sieht 
man,  dass  auf  jeder  dieser  drei  Geraden  vier  sich  eutprechende 
Punkte  liegen. 

Setzen  wir  p  =  q,  verbinden  wir  also  die  Mitten  der  Strecken 
AAm'  etc.  mit  A,„  etc.,  so  wird 

3'  =  (Abm  c™  —  2(c'"  -  b"')2  +  K )  A  +  (4a'»  cm  —  2{am  —  cm)*+  K)  B 

_j_  (4«o.  hm  _  2(am  -  bm)*  -f  Ä')  C 

Dieser  Punkt  soll  mit  K,n\  bezeichnet  werden. 

9* 
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Um  aber  zu  beweisen,  dass  die  in  der  oben  angegebenen  Weise 
erhaltenen  Schnittpunkte  auf  einer  Hyperbel  liegen,  welche  dem 
Dreieck  Am  Bm  Cm  umschrieben  ist,  transiormiren  wir  die  Coordinaten 
in  Bezug  auf  dieses  Dreieck.    Wie  früher  müssen  wir  dann  setzen 

A  =  amA  +  ßmB  +  ymC 

B=ßmA  +  ymB  +  <*mC 

C=ymA  +  amB  +  ßmC 

wenn  am,  ßm,  ym  die  früher  gebrauchten  Abkürzungen  bezeichnen. 

Statt  aber  deu  Ausdruck  für  F  zu  transformiren ,  ist  es  beque- 
mer, denselben  direct  abzuleiten.  Nun  wird  der  Ausdruck  für  Ta, 
wenn  man  A  in  der  angegebenen  Weise  ersetzt  und  zur  Abkürzung 
schreibt 

S  =  am+pm  +  ym 
Ta  =  2qamA0.  +  (2qßm+pS)Bm+(2qym+pS)Cm 

Ebenso  erhält  mau 

Tb  —  (2qßm  +  pS)  Am  -f  2qym  Bm  +  (2qam  +pS)  Cm 

Tc  =  (2qym  +PS)  Am  +  (2qam+pS)  Bm  +  (2qßm  +  pS)  Cm 

Man  erhält  daraus  für  den  Schnittpunkt  der  Geraden  TaAm,  2*  Bm 
und  TeCm 

Y  =  (2qßM  +pS)  (2qym  +  pS)  Am  +  {2qßm  +  pS)  (2qam  +  pS)  BM 

+  (2qam  +pS)  (2qym  +  p£j)  Cm 

Aus  diesem  Ausdrucke  erhält  man  die  Coordinaten  der  oben  kennen 
gelernten  Punkte  im  neuen  Coordinatcnsystom 

— wi        ßm  y»i  Am  ~j~       ßm  ^m  ~\~       Ym  ^m 
Mm\  =  (««•  +  ym)  («m  +  ßm)  Am  +  (am  -f  /,„)  (ßtH  -f  y,n)  Bm 

+  (ßm  +  ym)(am+ßm)Cm 
_  AM  _  Bm  ^ 

ElKl  =  3a„  +  ßm  +  ym  +  3>M  +  am  +  ßm  +  30,  ~+~a~+  ym 

Zur  Auftindung  der  Constanten  eines  Kegelschnittes,  der  durch  die 
Punkte  G'0  und  (r_m  geht,  und  dem  Dreieck  Am  Bm  Cm  umschrieben 
ist,  hat  mau  nun  die  beideu  Gleichungen 

f+9+h  —  0 

fttm+gym+hßm  —  0 

Daraus  wird 

f:  0  :  h  =  (ßm  —  y«,) :  (er«.  -  ßm)  :  (y*  -  crM) 
oder  unter  Weglassuug  des  tiberflüssigen  Factors 
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f:  g  :  h  =  (bm  —  d")  :  (cm  —  am)  :  (am  — -  bm) 


Solleu  nun  die  Punkte  Y  auf  dem  durch  diese  Constanton  bestimmten 
Kogelschuitte  liegen,  so  muss  man  haben: 

(*■  -  c~)  (2qam  -f  pS)  +  (c™  -  «M)  (2gyw  +  j>S) 


Dies  ist  aber  der  Fall ,  denn  das  Product  mit  dem  Factor  p  ist  er- 
sichtlich null,  das  Product  mit  dem  Factor  q  aber  verschwindet  auf 
Gruud  der  beiden  aus 


sich  ergebenden  Gleichungen 

c*»  am  +  b  M  ßm  -f  am  ym  =  0 

bmC(m  +  amßm-\-CMYm  «=  0 

Der  Mittelpunkt  <PM,i  dieses  Kegelschnittes,  der,  woil  der  Punkt  G0 
innerhalb  des  Dreiecks  Am  Bm  Cm  liegt,  immer  eiuo  Hyperbel  ist,  er- 
gibt sich  in  Bezug  auf  dieses  Dreieck  auf  bekannte  Weise 

Die  Hyperbel,  welche  wir  soeben  in  Betracht  gezogen,  kann 
nun  noch  auf  andere  Weise  entstanden  gedacht  werden.  Teilt  man 
nämlich  die  Geraden  A'Am',  B'Bm\  C'Cm'  in  demselben  Verhältniss 
und  verbindet  die  Teilpunkte  bezüglich  mit  Am,  Bm,  Cw,  so  schnei- 
den sich  je  drei  dieser  Geraden  gleichfalls  in  einem  Punkte,  und  der 
Ort  dieser  Schnittpunkte  ist  wieder  die  eben  besprochene  Hyperbel. 

Wir  führen  den  Beweis  für  diese  Behauptung  am  bequemsten, 
indem  wir  sofort  die  auf  das  Dreieck  AmBMCm  transformirten 
Coordinaten  zur  Verwendung  bringen.  Nun  ist,  wenn  man  A'Am' 
im  Verhältniss  p  :  q  teilt,  der  Teilpunkt 


Ta  ~  q(ßm  +  ym)  Am  +  (q(am  -f  ym)  -f  pS)  Bm 

+  (tf  (<*m  +  ßm)  +  pS)  Cm 
Th  =  (q(am+ym)  +PS)(Am  +  q(am  +  ßm)Bm 

+  (q(ßm  +  ym)+PS)Cm 

Te  ==  (q  (aM  +ßm)  +pS)  Am  +  (q  (ßm  +  ym)  +pb)  Bm 

+q(<*m  +  yM)C,H 


+  (a'»-bm)(2qßm+pS)  =  0 


Jm  =  am  am  -f  cm  ßm  -f-  a'»  y,n 


also  in  transformirten  Coordinaten 
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Zieht  man  nun  TaAm%  TbB„h  TcCm,  so  schneiden  sich  diese  drei 
Geraden  in  demselben  Punkte,  denn  es  ist 


wio  sich  aus  der  Addition  der  Reihen  ergibt. 

Für  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  ergibt  sich  aus  der 
Determinauto 

ar,  :  st  :  3%,  =  (q(«m  +  ym)  +p&)  (<l(<*m  +  ßm)  +pS) 
:  (q(Om  +  ?m)  +  pS)  (q[ßm  -f  ??„)  +pS) 

:  (Q(ßm  +  }'m)  +pS)  (q(am  +  ßm)  +PS) 

Man  erkennt  aus  diesem  Ausdrucke  sofort,  dass  zu  der  Schar  dieser 
Schnittpunkte  auch  dio  Punkte  G0  und  G—m  für  q  «=  0  und  für 
q  =»  — p  gehören.  Aus  letztcrem  Umstaode  geht  hervor,  was  übrigens 
schon  aus  früher  Gesagtem  erschlossen  werden  konnte,  dass  A'Am'  \ 
AmG-M  etc.  ist.  Aus  der  Tatsache  aber,  dass  die  beiden  Punkte 
G0  uud  G-m  auch  hier  wieder  zu  den  Scbnittpuukten  gehören,  er- 
sieht man,  dass  der  Kegelschnitt,  welchem,  wie  sofort  erwiesen  wird, 
alle  Schnittpunkte  für  dasselbe  m  augehören,  nur  wieder  dieselbe 
Hyperbel  sein  kann,  welche  oben  behandelt  wurde,  da  ja  die  Con- 
stauten  dieselben  sein  müssen,  wie  obeu.  Dass  aber  alle  Schnitt- 
punkte auf  jener  Hyperbel  liegen,  ergibt  sich  aus  der  Gleichung; 


(hm  -  C'rt)  (q{ß,n  +  y,n)  +  pS)  +  (f  -  «»')  (q(om  +  ßm)  +  pS) 

+  («•»  -  i»'<)  (q(am  +  ym)  +PS)  =  0 


welche  man  mit  Hülfe  der  beideu  oben  hingeschriebenen  aus  Jm 
sich  ergebenden  Gleichungen  leicht  als  richtig  erkennt. 

Aus  dieser  Tatsache  nun,  dass  die  Hyperbel  <P»,i  auf  doppelte 
Art  entstanden  gedacht  werden  kann,  ergibt  sich  derselbe  Schluss, 
welcher  oben  in  ähnlichem  Falle  gezogen  wurde.  Es  liegen  nämlich 
auf  den  vou  Am,  JJ>*,  CM  bzhw.  ausgehenden  Strahlen  je  vier  sich 
entsprechende  Punkte,  nämlich  ausser  dem  Ausgangspunkte  und  dem 
Puukte  der  Hyperbel  noch  zwei  Teilpuukte,  von  denen  die  auf  AAJ 
etc.  liegenden  den  Index  1,  die  auf  A'Am'  den  Index  2  erhalten 
mögen,  und  für  welche  man  hat 


0, 

q(ß>n+ym)+JjS, 


0,  —  q(«m+ym)+pS 


=  0 


AT»i  :  T«\Am'  =  BTu  :  Tb\BMf  =  CTC\  :  TeiCm' 


und 


A'Ta«  :  T(l2A,n  =  BTb2  :  Tb2IJj  =  C'TC2  :  TaCm' 
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Tod  den  Geraden  AM  J/mi,  Bm  Cm  Mm\  ist  dies  bereits  oben 
herrorgehoben  und  für  dio  Geraden  AmG-m  etc.  ebenfalls  ersicht- 
lich. Der  Endpunkt  T„i  der  um  dio  eigene  Grösse  über  Am*  Linaus 
verlängerten  Strecke  AAm'  fallt  auf  AmMm\  und  bildet  also  die  vierte 
Ecke  des  durch  BmACm  bestimmten  Parallelogrammes.  Ebenso  fällt 
die  Ecke  Tu  des  Parallelogramms  Cm  BAm  Tb\  auf  Bm  Mm\  und  dio 
Ecke  Te\  des  Parallelogramms  Bm  CAm  Tc\  auf  Cm  Mm\.  Dio  Coor- 
dinaten des  Punktes  Km\  ergaben  sich  oben  für  q  —  p,  er  ist 
also  der  Schnittpunkt  der  durch  Am  etc.  zu  AAm  etc.  gezogenen 
Parallelen.  Dieselben  Coordinaten  erhält  man,  wenn  man  im  zweiten 
Falle  q  =»  —  2p  setzt,  d.  i.  die  Strecke  A'Atn'  etc.  über  A'  etc.  hin- 
aas am  die  eigene  Grösse  verlängert  und  die  Endpunkte  mit  Am  etc. 
verbindet,  so  dass  man  also  mit  Einschluss  der  unendlich  fernen 
Punkte  auch  hier  wieder  je  vier  entsprechende  Punkte  auf  den  drei 
Geraden  bat.  Es  ergibt  sich  wieder,  dass  AfAM'  «■  iAAm,  und  dass 
der  Teilpunkt  Tai  auf  AmKm\  den  Parallelogrammen  AmAAmT,&  und 
BAm'CTat»  als  Eckpunkt  zugehört.  Der  Punkt  Em\  wurde  oben  cr- 
balteu  für  p  =  q,  d.  i.  durch  Halbirung  der  Strecken  AAm'  etc. 
Man  erhält  den  nämlichen  Puukt,  wenn  man  im  zweitcu  Falle  in 
dem  Ausdruck  für  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes 

p  :  q  =  3  :  —  2 

setzt,  also  dio  Geraden  ÄAm'  etc.  um  das  Doppelte  der  eigenen 
Länge  über  AJ  hinaus  verlängert  und  mit  Am  etc.  verbindet.  Hal- 
birt  man  endlich  die  Strecken  A'Am'  etc.  und  verbindet  die  Teil- 
punkte mit  AM  etc.,  so  wird 

Man  erhält  denselben  Punkt,  welcher  mit  Jm\  bezeichnet  sein  möge, 
wenn  man  im  ersten  Falle 

p  :  q  =  4  :  —  1 

setzt,  wenn  man  also  die  Strecken  AAj  etc.  über  Am  etc.  hinaus 
um  das  Drittel  der  eigenen  Grösse  verlängert. 

Vergleicht  man  zum  Schlüsse  die  Constanten  der  Hyperbel  mit 
dem  Mittelpunkte  Qm\  mit  denen  der  Hyperbel  //vi,  so  ersiebt  man, 
dass  dieselben  in  beiden  Fällen  übereinstimmen.  Die  beiden  Hyper- 
beln werden  also  für  den  Fall  der  Aebnlichkeit  der  beiden  Dreiecke 
ABC  und  AmBmCm,  denen  dieselben  umschrieben  sind,  und  welche 
bekanntermassen  für  m  «=  2  statt  hat,  in  gewissen  Beziehungen  zu 
einander  stehen«  Dies  ergibt  sich  auch  noch  durch  eine  andere 
Erwägung.    Construircn  wir  nämlich  die  Punkte  A„,  i/«,  ( «  so,  dass 
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dieselben  zu  dem  Dreieck  AMBmCm  in  derselben  Beziehung  stehen, 
wie  die  Punkto  Am,  Bm,  Cm  zum  Dreieck  ABC\  so  siud  für  m  =  (x 
=  2  die  Dreiecke  ABC  und  AmBmCm,  wie  schon  bemerkt,  einander 
ähnlich,  mithin  das  Verhältniss  der  Seiten  für  die  beiden  Dreiecke 
dasselbe.  Bilden  wir  nun  die  Hyperbel  <ß,„i,  so  ist  diese  dem  Drei- 
eck AtB%Ct  für  m  =  2  umschrieben,  und  ihre  Constanten  sind  ge- 
geben durch 

f-glh—  (i2  -  c*)  :  (c*  —  a2)  :  (a2  —  b*) 

Bilden  wir  aber  in  Bezug  auf  das  Dreieck  AtBtCt  und  mit  Rück- 
sicht auf  A/jiB^Cft  die  Hyperbel  r,  so  sind,  dio  Seiten  des  Dreiecks 
AtBtC%  mit  a\  b'>  c'  bezeichnet,  die  Constanten  derselben  gegeben 
durch 

f:g\h  =  (bf*  -  c'*)  :  (c'a  -  a'«)  :  (a'*  -  b'*) 

oder  nach  der  obigen  Bemerkung 

f:g:h  =      — c2)  :  (c*— «*)  :  — 

und  da  dieso  Hyperbel  ebenfalls  dem  Dreieck  A%B%Ct  umschrieben 
ist,  so  müssen  die  letztgenannten  Hyperbeln  identisch  sciu.  Man 
kann  sich  also  dio  Hyperbel  r  in  Bezug  auf  das  Dreieck  AtB%Cx 
auf  vierfache  Weise  entstanden  denken  und  es  liegen  auf  den  von 
Ati  2?8,  62  ausgehenden  Strahlen  noch  je  zwei  weitere  sich  ent- 
sprechende Punkte.  Wegen  der  Identität  der  beiden  Hyperbeln 
Ö>n  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  und  r  in  Bezug  auf  AtBtCt 
und  wegen  der  Aehnlichkcit  der  beiden  genannten  Dreiecke  muss 
auch  die  Hyperbel  J7,  welche  dem  Dreieck  ABC  umschrieben  ist, 
ähnlich  sein  mit  der  Hyperbel  welche  dem  Dreieck  AtBtCt 

umschrieben  ist. 

V. 

1.  Teilt  man  die  Strecken  AAm,  BBm,  CCm  in  demselben  Ver- 
hältniss und  verbindet  dio  Teilpunkte  bzhw. 

a)  mit  A\  B',  C 
ß)  mit  Am',  Bm\  Cm' 

so  schneiden  sich  dieso  Verbindungsgeraden  in  demselben  Punkte, 
und  der  Ort  dieser  Schnittpunkte  ist  eine  Hyperbel,  welche 

«)  dem  Dreieck  A'B'C* 
ß)  dem  Dreieck  Am'Bm'Cm' 

umschrieben  ist. 
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2.  Teilt  man  die  Strcckeu  AC,„,  BAm,  CBm  iii  demselben  Ver- 
hält uiss  und  verbindet  die  Teilpuukte 

c)  mit  A\  B\  C 
ß)  mit  Cm\  Am't  BJ 

so  schneiden  sich  die  Verbindungsgcrndon  in  demselben  Punkte  und 
der  Ort  dieser  Schnittpunkte  ist  eine  IJyperbel,  welche' 

«)  dem  Droieck  A'B'C 
ß)  dem  Dreieck  Am'Bm'Cm' 

umschrieben  ist. 

3.  Teilt  man  die  Strecken  ABM,  BCM,  CAm  in  demselben  Ver- 
hältniss  und  verbindet  die  Teilpunkto 

a)  mit  A\  B\  C 
ß)  mit  Bj,  CJ  Am< 

so  schneiden  sieh  die  Vcrbiudungsgeradcn  in  demselben  Punkte  uud 
alle  diese  Schnittpunkte  liegen  auf  einer  Hyperbel,  welche 

a)  dem  Dreieck  A'B'C 
ß)  dem  Dreieck  Am'B,n'C,n 

umschrieben  ist. 

Es  wird  auch  hier  wieder  genüger. ,  den  Beweis  auf  den  ersten 
Fall  zu  beschränken,  da  der  Gang  für  die  beiden  anderu  der  "näm- 
liche ist. 

a)  Teilt  man  die  Strccko  AAm  im  Verhältniss  von  q  :  p ,  so  er- 
hält man  für  den  Teilpunkt  Ta  den  Ausdruck 

_  pA  +  qAm 

oder 

Ta  =  (p£  +  qa™)  A  -f  qcM  B  +  qbm  C 

Ebenso  erhält  man 

Tb  =  qcmA-\-(pS-\-qbn)B-\-qnmC 
Tc  ==  qb-  A  -\-qamB  +  (p2-\-  qc"1)  C 

Verbindet  man  nun  den  ersteu  Teilpunkt  mit  A\  den  zweiten  mit 
den  dritten  mit  C",  so  wird  die  Determinante 
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q(bm — e'M),          p£-\-fjam,  -(pZ-^qa**) 

— (pZ+qb*»),        q(cm-aM),  pZ+qbm 

pZ-\-qcm,        — (pZ-\-qcm),  q(a,n -hm) 


0 


wie  man  nach  Addition  der  Rcibeu  sofort  ersieht.  Man  erkennt 
daraus,  dass  die  Verbiudnngsgcradcn  in  der  Tat  durch  denselben 
Punkt  gehen.  Für  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  erhält  man 
aus  der  Determinaute 

*,  :  x9  :  x3  =  [q*(am-  b,u)(cm  -  am)  -f  (pZ-\-qbM){pZ-\-qcm)] 
:  [ipZ-\-qcm){pZ-\-qcm)  +  (p£+  qbM)(qam— 
:  (P£+qc'n)[p£+ q(am+bm— <?"•)] 

=  (pZ+qa'»)(pZ+qöa)  :  (pZ+qb»>) (pZ+qh)  l  (pZ+qc>»)(pZ+qdc) 

wenn  mau  wie  früher  zur  Abkürzung  setzt 

bm  -f-  Cn  —  om  =  &a',    «M*  +  cm  —  bm  —  öb]    am-\-bm  —  cm  —  dc 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke,  um  einige  Punkte  naher  kennen 
zu  lernen,  p  —  0,  so  wird 

Y1  —  aMÖaA  +  bmöbB+cmÖeC 

dies  ist  aber  der  Puukt  M„,i. 
Setzt  man  q  —  0,  so  wird 

\\  =A+B+C 

dies  ist  der  Puukt  G0. 

Setzt  man  p  —  —  5,  so  wird 

F,  =  am(Äw«  -f-  c'")  vi  -f  bm(cm  +  a"')  Z*  -f  cm(am  +  *w)  C 


oder 


dies  ist  mithin  der  Punkt  £,Mi. 

Für  p  =  q  endlich  wird 

K,  =  (20"«  +  //"  +  c>»)  (b»>  +  c»'M  +  («•"  +  2&»»  H-  «"•)  (a*  +  c"»)  Z* 

+  ( +      -f-  2cm)  (aM  +  im)  C 

Die  Lage  dieses  Punktes  wird  aus  dem  Folgeuden  erhellen. 

Um  nun  zu  zeigen,  dass  alle  Schnittpunkte  einer  Hyperbel  an- 
gehören, welcho  dem  Dreieck  A'B'C  umschrieben  ist,  transformiren 
wir  dio  Coordinaten  auf  eben  dieses  Dreieck.  Wir  haben  dann  zu 
setzen 
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A  =  B'+C'—A' 
B  ee  A'+C'—B' 
C—A'  +  B'—C 

Der  Einfachheit  halber  machen  wir  diese  Substitutionen  in  den 
Ausdrücken  für  Ta  etc.   Dann  wird 

7«  =  (pZ+qaW+C— A^+qcniA'+C'-B^+qb-iA'+B'  -C") 
=  {q&a-p£)A'+(qSc+pZ)B'+(qdb+pZ)C' 

Th  ==  qC»(B'+C' -  A'WpZ+qb'^iA'-B'+C^+qa^A  +B*  <") 
=  (q  dc  +p  £)A'+(qßb  —p  2)  B'+(qda+p  2)  C 

=  2T)  vr+(«a«+p  S)  B'+(q8c-p  Z)  C ' 

Da  nun  der  erste  Teilpunkt  mit  A'(l,  0,0),  der  zweite  mit  B'iO^ 
1,  0),  der  dritte  mit  C'(0,  0,  1)  verbuuden  wird,  so  erhält  mau  für 
den  Schuittpunkt  dieser  drei  Geraden 

Fj  =  {qth+p2){qic+pZ)  X  +  {qda+p£){qbc+pZ)  & 

+  (qÖa+p2)  (qöb  +  p2)G" 

oder 

^       qöa-\-p2^  ~^~qdb-\~p£^        qdc-\-p£  ^ 

Setzt  man  nun  in  diesem  Ausdsucke  p  =»  0,  so  wird 

Wie  man  sieht,  stellt  dieser  Punkt,  da  das  Verhältniss  der  Seiten 
in  beiden  Dreiecken  das  nämliche  ist,  im  Dreiecke  A'B'C'  den 
Punkt  Mm'  dar;  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  aber  ist  dieses  der 
Pnnkt  A/,„,  was  für  m  =  2  bekannt  ist,  da  ja  der  Mittelpunkt  des 
einem  Dreieck  umschriebenen  Kreises  zusammenfällt  mit  dem  Schnitt- 
punkt der  Höhentransversalcn  des  Dreieckes,  dessen  Ecken  die  Sei- 
tenmitten des  ersten  Dreiecks  sind. 

Für  q  -  0  wird 

Yx  =  A'+B'  +  C'==  A+B+C=  G0 

Für  p+q  =  0  wird 

* i  =  *w   +  £,„    +  er 

Dies  ist  aber  für  das  Dreieck  A'B'C  der  Punkt  G-m.   Für  ^flC 
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stellt ,  wie  wir  gesehen,  derselbe  Paukt  den  mit  Smi  bezeichneten 
dar.  Diesen  Umstand  kann  man  benutzen,  um  für  das  Dreieck 
A'B'C  die  Punkte  A„mB-mC-w  zu  coustruircu,  indem  man  durch 
Smi  die  Parallelen  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  zieht  und  auf  diesen 
die  Entfernung  des  Punktes  S„,i  von  dem  einen  Endpunkte,  vom 
anderen  Endpunkte  aus  anträgt.  Umgekehrt  ergibt  sich,  dass  die 
durch  die  Punkte  AmBm  CM  des  Dreiecks  A'B'C  zu  den  Dreiecks- 
seiten gezogenen  Parallelen  sich  im  Punkte  S„,i  des  Dreiecks  ABC 
schneiden. 

Für  p  =»  q  wird 

Y=  -  j>  _1_  *  b'  _i_  y  c 

im  _j_  cm  "    ~  a,n       cm  '    a"'-{-  bm 

Dies  ist  mithin  für  das  Dreieck  A'B'C  der  Punkt  Sm\'.  Construirt 
man  also  für  das  Dreieck  AnC  das  Dreieck,  welches  in  der  Elciucu- 
targeometrio  zum  Nachweis  des  Satzes  dient,  dass  die  llöhentraus- 
vcrsalcn  des  Dreiecks  durch  dcuselben  Punkt  gehen ,  und  welches 
mit  A"B"C"  bezeichnet  werden  möge,  sucht  für  dieses  Hülfsdreieck 
die  Punkte  Am  Bm  Cm  und  halbirt  die  Verbindungslinien  dieser 
Punkte  mit  den  Eckpunkten  des  Iltilfsdreieeks  und  verbindet  diese 
Ilalbirungspunkte  mit  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  ABC,  so  gehen 
auch  diese  Geraden  durch  den  Punkt  Smi  des  Dreiecks  ABC. 

Um  nunmehr  nachzuweisen,  dass  alle  durch  den  Ausdruck  Y 
bestimmten  Puukte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  welcher  dem 
Dreieck  A'B'C  nmschrieben  ist,  bestimmen  wir  das  Vcrbältuiss  der 
Coustantcn  f,  g,  h  des  durch  A'B'C',  G0Mmi  {M„,i'  in  Bezug  auf 
A'B'C)  gehenden  Kegelschnittes.  Wir  haben  zu  diesem  Behufe  die 
beiden  Gleichungen 

f+g  +  h  =  0 

und 

amf+bmg  +  cmh  =  0 

Daraus  wird 

/  :g:  h  —  (cM  —  &"»)  :  (am  —  c,n)  :  (bm  -am) 

Da  nun  aber,  wovon  man  sich  leicht  überzeugt,  auch  die  Gleichung 
zu  Recht  besteht 

(c*  -  b»)(<fl«+\p£)+(a>»  -  C»)(qöh+p2)  +  {b'»  -  a>»)(qöc+pZ)=0 

so  liegen  alle  oben  bestimmten  Puukte  Y  auf  dem  durch  die  Punkte 
A'B'C  G0  Mm  bestimmten  Kegelschnitte. 

Für  den  Mittelpunkt  dieser  Curve,  welche  eine  Hyperbel  sein 
muss,  da  GQ  innerhalb  des  Dreiecks  A'B'C  liegt,  ergibt  sich 
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Dies  ist  aber  derselbe  Punkt,  der  oben  in  Bezug  auf  das  Dreieck 
ABC  mit  Wmi  bezeichnet  wurde.  Gehen  wir,  um  die  Lage  des 
Punktes  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  zu  bestirameu,  auf  das  ur- 
sprüngliche Coordinatcnsystem  zurück,  so  wird  dieser  Punkt,  den  wir 
vorübergehend  mit  w  bezeichnen  wollen,  den  Ausdruck  erhalteu 

r  =  (6-  -  <-*)!  (B  +  C)  +  (c'»  -        (A  +  C)  +  («»♦  -  i«»)2  M  +  *  ) 

+  ((c»'»  —  O4  +  (&«"  —  t"')*) 

Es  halbirt  also  der  Mittelpunkt  der  fraglichen  Hyperbel  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte  Wm2  und  Hm3. 

Schon  die  Constanten,  welche  sich  für  die  eben  untersuchte 
Hyperbel  ergaben,  sowie  der  Umstand,  dass  auf  derselben  die  iu 
Bezug  auf  A'B'C  mit  Smi\  A/wi'  und  G0  zu  bezeichnenden 

Punkte  liegen,  lässt  erkennen,  dass  dieso  Hyperbel  für  das  Drei- 
eck A'B'C  ganz  dieselbe  Bedeutuug  hat,  wie  die  Hyperbel  Hy\  für 
ABC.  Da  aber  die  beiden  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  immer  ähu- 
lich  sind,  so  müssen  auch  die  beiden  Hyperbeln  Wmi  und  w  dieselbe 
Excentricität  haben. 

Noch  eiue  andere  Erwägung  legt  die  eben  besprochene  Tatsache 
nahe.  Wenn  man  nämlich  wieder  das  oben  schou  erwähnte  Dreieck 
A"B"C"  mit  in  Betracht  zieht,  so  steht  ja  zu  diesem  das  Dreieck 
ABC  in  demselben  Verhältniss  wie  zu  ABC  das  Dreieck  A'B'C. 
Dann  ist  die  eben  besprochene  Hyperbel  identisch  mit  der  Hyperbel 
Hyi.  Man  kann  also  diese  oben  schon  auf  mehrfach  verschiedene 
Weise  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  construirte  Hyperbel  in  Be- 
zug auf  eben  dieses  Dreieck  auch  dadurch  erhalten ,  dass  man  zu 
dem  Dreieck  A"B  'C"  die  Punkte  Am  Bm  Cm  sucht,  die  Verbindungs- 
linien dieser  Punkte  mit  A"B"C"  in  demselbeu  Verhältniss  teilt  uud 
die  Teilpunkte  mit  ABC  verbindet.  Die  Schnittpunkte  dieser  Ver- 
bindungslinien bilden  dann  die  Hyperbel  //yi  in  Bezug  auf  ABC. 
Da  nun  auch  hier,  wie  iu  den  früheren  Fällen,  wo  es  sich  um  die 
Entstehung  dieser  Hyperbel  handelte,  die  Strahlen  von  den  Punkten 
A,  B,  C  ausgehen  und  sich  zu  je  dreien  in  je  einem  Punkte  der 
Hyperbel  schneiden,  uud  da  jeder  dieser  Strahlen  auch  durch  einen 
Punkt  Ta  bzhw.  1\  oder  Tc  geht,  so  sind  auf  den  drei  zusammen- 
gehörigen Strahlen  drei  weitere  sich  entsprechende  Punkte  zu  ver- 
zeichnen. 
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ß)  Um  nun  zu  dorn  Beweise  der  zweiten  oben  aufgestellten  Be- 
hauptung überzugeben ,  ist  es,  da  der  Kegelschnitt  dem  Dreieck 
Am' Um  Cm'  umschrieben  ist,  notwendig,  die  Coordinatcn  auf  dieses 
Dreieck  zu  transformiren.  Denken  wir  uns  nun  die  Transformation 
zunächst  in  Bezug  auf  AmBmCM  gemacht,  und  gehen  wir  sodann  auf  , 
Am' BM'Cm'  über,  so  hätten  wir  zunächst  für  A,  2J,  C  die  schon 
mehrfach  erwähnten  Ausdrücke  zu  setzeu,  für  AM,  Bmi  Cm  aber  so- 
dann, aualog  den  frühereu  Fällen 

Am  S=  Bin  ~\~  CM  Am 
U$m  — ~  Am  ~f~  (->m  BM4 

so  dass  man  also  hat 

Am  =  aM  (Ii*1  +  LW  -  Am')  +  ßm (Am'  +  Cm'  —  Bm') 

-fy«,  (Am'  +  Bm'—  Cm')  1 

oder 

A  =  ilaAj  +  d}  B,n'  +  dy  CV 

falls  man  wie  früher  zur  Abkürzung  setzt 

/3-fy  — o  =  da 

«+Y—tl  =  <lß  F 
a-\-ß  —  y  *=*  dy 

Ebenso  erhält  man 

B  =  djAm'  -f  dy  Bm  +  da  CV 
C  ==  dyAj  -f-  da  Bj+  dp  Cm* 

Nun  haben  wir  unter  «)  für  Ta  den  Ausdruck  abgeleitet 

Ta  EE  (  p£  +  qa»)  A  +  qC»  B  +  qb»  C 

In  transformirten  Coordiuaten  wird  also 

Ta  =(p2  +  qa»)  (da  Am'  -f  dfi  Bm'  +  dy  <-m) 

-f  qc-id-tAm'+dy  BM'+  da  Cm')+  <$*»{dyAm+  du  Bm'+  Cm') 
==  (p2il«  +  q(amd«  +  **dß  +  b»d7))  Am'+(p2<*r* 

+  («"  ^  +  lW  da  +  C'  dy))  Bm'+  pZdy  +  q(«M  dy  +  bm  dy 

+  cmdu)CM' 

Auf  Grund  der  aus  der  Determinante  AM  sich  ergebenden  Glei- 
chungen 

c*»  o«  +  >'m  0M  +  «»"  j'w  —  0 

und 
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hM  am  -f  a'"  ß™  +  cm  y,H  =»  0 
erhält  man  nach  einigen  Reductioneu 

T<  ==  (p^aa  —VJm)Am'+(p£df  +  qJm)flmt+(p£d./  +  qJm)Cllt' 

Ebenso  erhält  man  für  7'6  und  Tc  nach  vorgenommener  Rcduction 
die  Ausdrücke 

n  =  ip£clfi  +  qAm)Am'  +  (p£<l./-qAm)Bmt  +  (p£da+qAm)CJ 
Tc  ==  ^^'ly  +  qJ^StJ  +  ipZ'la  +  qJ.jnn'  +  ipZtlii-qJ»,)  Cm' 

Da  nun  14t  mit  Am'(l,  0,  0),  Ti  mit  J3m'(Q,  1,0),  Tc  mit  CV(0,0,1) 
verbunden  wird,  so  erkennt  man,  dass  diese  drei  Verbindungsgeraden 
durch  denselben  Punkt  gehen,  wenu  die  Determinante 


0,  -  (p£  </y+^,),  p£il{t+qJM 

p  £  da-\-qdm,  0,  — (p£  df\-q  Am) 

 (p£da+qJM),        p£d,-\-(jdm,  0 


-  0 


ist.  Dies  ist  aber  in  der  Tat  der  Fall,  wie  man  nach  Addition  der 
Reihen  sofort  erkennt. 

Für  die  Coordinaten  a*,,  ar2,  ara  des  Schnittpunktes  erhält  man 
aas  dieser  Determinante 

xt  :  x,  :  ar3  =  (p£dß  +  qdm)(p£dv+qAm) 

;  {p£dß-^-qdm){p£da-^-q/lm)  :  (p£  da-\- qdm)(p£  tly -\- qJm) 

Um  wieder  einige  Punkte  näher  kennen  zu  lernen,  setzen  wir  p  =  0, 
dann  erhalten  wir  für  den  Schnittpunkt 

Für  q  =  0  wird 

1  l       t  l 

r/«  </y 

Für  />  —  g  wird 
Für  p-\-q  —  0  wird 

F>  =  £da-  qJM  +  £tl^qj~         +  2ty  -qJm  ^ 
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Für  diesen  Ausdruck  erhält  man  auf  Grund  der  aus  der  Deter- 
minante J,„  sich  ergebenden  Gleichungen: 

am  y«.       1  ßm 

Denkt  man  sich  nun  durch  den  letzten  Punkt  und  G0  einen 
Kegelschnitt  gelegt,  welcher  dem  Dreieck  Am'ßm'Cm'  umschrieben 
ist,  so  erhält  man  zur  Berechnung  der  Constanten  /,  <7,  h  des  Kegel- 
schnittes die  Gleichungen: 

/+g  +  h-0 
fetm  +  gfm  +  hßm  =  0 

Daraus  wird 

:  0  :  *  —  (0*  —  y«) :  («»  —  ßm)  :  (y«  —  ««•) 

oder 

/  ;  g  :  A  =  (A*  -  cw)  :  (c'w  —  aw) :  («"•  —  bm) 

Sollen  nun  die  Schnittpunkte,  deren  allgemeiner  Ausdruck  oben  ab- 
geleitet wurde,  auf  dem  Kegelschnitte  liegen,  so  muss  die  Gleichung 
erfüllt  sein: 

Nun  ist  sofort  ersichtlich,  dass  die  Glieder,  welche  den  Coeffi- 
eienten  q  gemeinsam  haben ,  sich  gegenseitig  aufheben.  Es  muss 
also  noch  gezeigt  werden,  dass 

(bm  —  C")  JW«  +  (cw  -  a™)Zdv  -f  (««  -  bm)Zdß  —  0 

Die  linke  Seite  discr  Gleichung  lässt  sich  nun  so  umgestalten 

c*»{tlf  —  da)  +  b-m{d«  —  dj)  -f  a*m(df  —  rfy)  +  <im  lm{il„  —  dy) 
-f  aM  ^'{df  —  da)  -f  bm  c'»(dY  -  dj) 

—  —  y,«)  -f  y«i(0m  —  aM)  -f  «„,()'««  —  fr«)  —  0 

Die  Schuittpuukto  liegen  also  iu  der  Tat  auf  dem  Kegelschnitte, 
welcher  wieder  eine  Hyperbel  ist.  Der  Mittelpunkt  dieser  Hyperbel 
ist  gegeben  durch  den  Ausdruck 

u  =  (bm  -  c~)*Am'  +  {cm  -  a«)* //«,'+ (a'»--A"')*<V 

Man  erkennt  auch  hier  wieder,  dass  für  den  Fall  der  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecke  ABC  und  A,„IiMCm  die  soeben  besprochene 
Hyperbel  für  das  Dreieck  AM'BmCmf  diejenige  ist,  deren  Mittelpunkt 
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für  ABC  mit  H'ml  bezeichnet  wurde.  Da  nun  jene  Aehnlichkeit  für 
m  =  2  immer  statt  hat,  so  bietet  auch  das  unter  ß  angegebene  Ver- 
fahren ein  Mittel  zur  Construction  der  Hyperbel  J*. 

VI. 

Eine  nähere  Betrachtung  der  im  Vorhergebenden  aufgestellten 
Formeln  lässt  erkennen,  da 88  dieselben  ihre  Geltung  behalten,  wenn 
statt  der  Grössen  a»  c«,  für  welche  m  beliebig  war,  a  :  b j:  c 
aber  das  Verhältniss  der  Seiten  des  Coordinatendreiecks  darstellte, 
ganz  beliebige  Grössen,  etwa  r,  *  und  t  gewählt  werden,  denn  von 
dem  gegenseitigen  Verhältniss  der  Grössen  a,  6,  c  war  nur  bei  dem 
Kegelschnitte  //«  die  Natur  desselben  abhäugig.  Die  aufgestellten 
Sätze  müssen  also,  von  dem  eben  erwähnten  Punkte  abgesehen,  auch 
Geltung  haben,  wenn  man  drei  Punkte  in  Betracht  zieht,  welche 
durch  folgende  Ausdrücke  bestimmt  sind 

Yx  ==rA  +  *B+tC 
Yt=sA+tB+rC 
r,  =  tA+rB+sC 

Auf  Punkte  dieser  Art  sind  wir  aber  bei  jeder  der  vorher  in 
Betracht  gezogenen  Kegelschuittscharen  gestossen.  So  haben  z.  B.  die 
auf  Ha\  gelegenen  Punkte  die  Form  YtJ  die  auf  Hai  jene  von  Y2 
und  die  auf  //«3  jene  von  FH,  und  wir  werden  also  für  jedes  m  und 
p  bzhw.  gdrei  zusammengehörige  Punkte  Kerbalten,  falls  wir  setzen: 

am(q*lr,+p*c'"—pqam)  —  > 
L>n(q*cm-^-p*a'n  —  pqbm)  —  $ 

c»'(q*aM-\-p2bm  —  pqcm)  =»  t 

Je  dreien  solcher  Punkte  kommen  mithin  dieselben  Eigenschaften 
zu.  wie  deu  Punkteu  AM,  ß„t,  O;  mithin,  um  die  Tunkte,  für  welche 
sich  ilie  Ausdrücke  am  einlachvtcu  gestalten,  hcrvor/.uheben,  den 
Puuktcn  O  welche  lür  p-\-q  —  0  auf  deu  Kegelschnitten 

Ha  erhalten  wurden,  den  Punkten  6'-,,,,  Om  und  0,.,\  für  welche 
die  aiuh  iw(-:t:g  iur  di<  ^  -'Im  ii  gel. rauchte.  Bezeiehnungsweiso  auch  in 
dieser  Abhandlung  beih:  halten  wurde,  wühlend  sie  eigentlich  mit 

zu  bezeichnen  wären,  und  welche  für  p  =  0  oder 
5—0  auf  den  Kegelschnitten  //«  erhalten  werden,  den  Punkten 
Afm,  welche  für  p  —  r/  sich  ergaben,  deu  Punkteu  -S«,  5«.'  etc. 
Da  nach  dem  Gesagten  die  Sätze,  welche  von  deu  Puukten  r„  rf, 
r8  gelten  müssen,  leicht  formulirt  werden  können,  und  da  die  Be- 
weise für  diese  Sätze  aus  den  oben  geführten  sich  ergeben,  wenn 

Arch.  J.  lUth.  u.  rhj*.   2.  Reihe,  T.  IX.  10 


Digitized  by  Google. 


146         Müller:  Ueber  Kegelschnitte,  die  tu  dem  verallgemeinerten 

man  in  den  betr.  Formeln  statt  der  Grössen  o*»,  c"»,  lm  bzhw.  r,  #, 
t  setzt,  so  ist  es  nicht  nötig,  hier  weiter  ani  jene  Sätze  und  Beweise 
einzugehen.  Dagegen  sollen  die  wichtigsten  Punkte,  auf  welche  man 
8tösst,  wenn  mau  in  den  oben  geführten  Untersuchungen  an  Stelle  der 
Am,        Cm  die  Punkte  Gm,  G  etc.  treten  lässt,  noch  vor- 

geführt werden,  wenn  auch  dabei  in  einzelnen  Fällen  Wege,  welche 
vorher  in  dem  einen  Sinne  zurückgelegt  wurden,  nun  im  entgegen- 
gesetzten durchwandert  werden. 

Unter  allen  Umständen  werden  wir  uns  dadurch  neuerdings  von 
der  Richtigkeit  dessen  überzeugen,  was  schon  vorher  über  die  gegen- 
seitige Lage  der  betr.  Punkte  und  Linien  gesagt  wurde. 

Gehen  wir  von  drei  Punkten,  deren  Coordinaten  bzhw.  r,  #,  r, 
«,  t,  r\  *,  r,  t  sind,  aus,  so  ist  ein  Punkt  auf  den  Kegelschnitten 
welche  sich  an  diese  Punkte  knüpfen,  gegeben  durch 

Zt  =  r[p*s  -j-  q*t  —  pqr)  A  -f- 1(  p*r  -\-  q**  —  pqt)  B + *(  pH  -f  -  g*r —  pq$)  C 
Z2=  t(p*r  +  q*s  —  pqt)A+i(p*t  +  qtr  —  pqs)B  +  r(p**-\-  qh—pqr)C 
Z%  =  .{pH  +  q*r-pq,)  A  +  r(ph  +<ft -pqr)  B+t(p*r+  qU  -  pqt)  C 

Für  p  =  0  wird  daraus 

Zsez}a  +  ]b  +  Ic 

Für  q  —  0  wird 

zx  =  )a+\b  +  )c 

Zt  =  ]A  +  }B  +  ]c 

Zt^z  -  A  +  j  B  +  -  C 

Für  p-f  q  —  0  wird 

Zt  =rA+tß  +  $C 
ZtZ=tA+MB  +  rC 
Zi  =  sA+rB  +  tC 

Für  p  =  q  wird 
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=  rörA  +  tdtB  +  sösC 

Zb  ==  sd,A  +  rörB-\-tötC 

Hat  mau  nun  die  Punkte  Gm  im  Auge,  so  ist  in  diesen  Formeln 
in  setzen 

r  =  am,    s  =  b'n,    t  =  cm 
Für  p  =  0  wird  demnach 

Diese  Puukte  stehen  also  zu  den  Punkten  G-m  in  demselben 
Verbältuiss,  wie  die  Punkte  Am  etc.  zu  den  Punkten  Gm. 

Für  7  =•  0  ergeben  sich  natürlich  dieselben  Punkte,  nur  in  an- 
derer Reihenfolge. 

Für  p  +  q  —  0  muss  man  selbstverständlich  auf  die  Punkte 
£»,  C'm  stosseu. 

Für  p  =  q  wird 

l)iese  Punkte  verhalten  sich  also  in  Bezug  auf  die  Punkte  Mm  ge- 
nau so  wie  die  Punkte  Am^  Um,  Cm  zu  deu  Punkten  Gm,  es  muss  also 
beispielsweise  die  durch  '/>x  und  Mm\  gezogene  Gerade  parallel  sein 
zu  BC. 

Für  die  Puukte  G'_w,  0,„  und  Om',  für  welche 

1  1  1 

r  =     - 1    *—,_.»    £  — —  ... 

Ut,  erhält  man  für  p  0  und  =  0  die  Punkte  Am,  Bm,  Cm ,  für 
P  +  q  -  0  die  Punkte  A-m,  ß_wl,  C_m.    Für  P  =  q  wird 


10* 
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falls  man  zur  Abkürzung  setzt 

&a  =  am  bm  -f-  am  cm  —  bm  cm,         =  am  bm-\-  lm  cm  —  am  cm 
frc  _  amcm  -J-  bm  cm  —  am  bm 

Für  die  Punkte  Sm  ist 

r  =  am(bm  -f  cw»),    *  —  bm(am  -f  cw),    /  =  cw(aw  -f- 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Ausdrücke  für  Z  ein.  so  erhält  man 
für  p  =  0  und  q  «=  0 

=  ^  _|  \  n  _j  \  

Man  erhält  also  die  drei  Punkte,  welche  zu  den  reciproken  Punkten 
der  Sm  in  demselben  Verhältniss  stehen,  wie  die  Am  zu  den  (7m, 
wenn  man  unter  reciproken  Punkten  solche  mit  reciproken  Coordi- 
naten  versteht.   Für  p  =  q  wird 

Zt  =  (Äm  +  cm)iH-(o»w+&w)fl-f  (am+cB,)C 

Dieser  Punkt  stellt  nun  die  Mitte  der  Seite  BmCm  dar,  sodass  also 
unter  Berücksichtigung  der  drei  Punkte  Z  sich  ergibt,  dass,  wenn 
man  die  drei  Seitenmitten  des  Coordinatendreiecks  mit  irgend  einer 
der  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  G-m  Om  Om'  verbiudet,  jede  dieser 
neun  Geradeu  auch  durch  eine  der  Seiteumitten  des  Dreiecks 
AmBmCm  geht.  Für  p  |  q  —»  0  ergeben  sich  auch  hier  wieder  die 
Puukte,  welche  zu  den  Sm  in  der  nämlichen  Beziehung  stehen,  wie 
dio  Am,  Bm,  Cm  zu  den  Gm. 

Für  die  Punkte  Sm'  ist 

^  1  _      1  _  1__ 

Es  wird  also  für  p  —  0 

Zx  ==       -f  cm)A  +  (b">  +  cm)  J3-f  (am  -f  Äm)  6' 

Dio  Verbiuduugslinicn  von  £,„1'  mit  (\  A  und  B  gehen  also 
durch  dio  Punkte  Am\  Bm\  C,„\  ähnliches  gilt  von  den  Punkten 
Sm2'  und  Sms'. 

Für  p  =  q  wird 
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+ 


+ 


Um^-Cm  A  +  am  +  fim  B  +  a«._|_cm  C 


Dies  ist  aber  der  zu  -d«,'  reeiproke  Punkt.  Zieht  man  also  durch 
die  Punkte  Sm'  Parallelen  zu  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  so 
schneiden  sich  je  drei  zusammengehörige  derselben  in  einem  Punkte. 
Wird  nun  ein  solcher  Punkt  z.  B.  £,  und  der  zu  ihm  reeiproke  Am' 
mit  den  drei  Ecken  des  Dreiecks  ABC  verbunden,  so  treffen  diese 
Verbindungslinien  die  Gegenseiten  in  Punkten,  welche  von  den  Sei- 
tenmitten gleichwoit  abstehen. 

Für  die  Punkte  Mm  ist 


Diese  Punkte  stehen  zu  den  reeiproken  Punkten  von  Mm  in  der- 
selben Beziehung  wie  die  Am  zu  don  Gm. 

Für  p  —  q  wird  nach  vorgenommener  Reduction 


d.  h.  man  erhält  die  Punkte,  welche  zu  den  Mm  in  derselben  Beziehung 
stehen,  wie  die  Punkte  Am  etc.  zu  den  Gm. 

Für  die  Punkte  Mm'  ist 


Für  p  —  0  wird  mithin 


was  nach  früher  Gesagtem  zu  erwarten  stand. 
Für  p  +  q  =  0  wird 

Z1  =  a'»daA  +  cmdcB  +  b'»di>C 


1 


1 


1 


Für  p  —  0  wird  also 


Z,  —  3aA  +  d0B  +  hC 
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Diese  Punkte  stehen  also  zn  den  reeiproken  Punkten  der  Mm  in 
demselben  Verhältniss  wie  die  Am  etc.  zu  den  Gm. 

Für  j,  ^  q  wird 
1/11       1\        1/1      1      1  \ 

+ G, + i6  -  i) C 

Für  />-{-'/  =  0  endlieh  erhält  man  jene  Punkte,  welche  zu  den 
Mm  iu  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Am  zu  den  Gm. 

Bilden  wir  des  weiteren  von  drei  Punkten,  deren  Coordinatcn 
durch  die  Gröben  r.  *.  t  bestimmt  sind,  ausgeheud,  die  Kegelschnitte 
Uß%  so  sind  dii'  Punkte  auf  drei  zusammengehörigen  Hyperbeln  durch 
die  Ausdrücke  gegeben: 

zi  =  ~1  ,  A  +    1     B  +  -Tj  C 
p*  +  qt      ^pr+q*     ^  pt+qr 

Z,  =      ?  -      +  -  _J  •  /?  4-      _J  -  C 
7>r4~9*         7>'4~fir         J**  T'if 

z,  ==  -,1    ^  4-  -J—  ß  4-  c 

/*+</'•  ^r+//* 

Für  ;>  —  Ü  und  q  -■=  0  führen  diese  Ausdrücke ,  wie  es  sein 
iuus9,  auf  Punkte,  welche  obeu  schou  aufgeführt  sind.  Ks  sollen  also 
nur  die  Fälle  ;>  —  q  und  />4~7  —  0  weiter  berücksichtigt  werden. 

Im  ersteu  Falle  wird 

1    m  4-  /     1  r4~  *       '  4~ r 

Zt  =    f  •  ^  +  ;  i-  -»  +  ^ 
1      r4~*       '/4"r  r4~* 

3     *  4~ r       *  -r '       r  ~r  * 

Im  zweiteu  Falle  ist 

1         ,1  ,1 

z.  =     -     4  »4 — —  c 
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Verbinden  wir  nun  die  Mitten  der  Gm  mit  den  Punkten  A^  B,  C, 
so  wird 

Z\  =  bm  +  c*  A  +  a~  +  bm  B      c"»-fa"»  C 

Diese  Punkte  stehen  zu  den  &»'  in  demselben  Vcrh&ltniss,  wie  die 
Am  etc.  zu  den  Gm   und  sind  reciprok  zu  den  Punkten  Am\  Am'* 

Zieht  man  ferner  durch  die  Punkte  At  B,  C  die  Parallelen  zu 
Gm,  so  wird 


Diese  Punkte  stehen  zu  den  Pm,  welche  auf  Up  und  zugleich  auf 
den  dem  C«ordinatendreieck  umschriebenen  Kegelschnitten  mit  den 
Mittelpunkten  \fm  liegen,  in  demselben  Verhältniss,  wie  die  Am  etc. 
zu  den  Gm. 

Für  die  Punkte  G  m,  Om,  0m'  und  p  =  q  wird 

1  1  1 

1  —  «*^m  _L i  ^   I    ~m< nm  _l_Aiw\  ^  1 


Diese  Punkte  stehen  zu  den  reeiproken  Punkton  der  Sm  in  derselben 
Beziehung  wie  die  Am  etc.  zu  den  Gm. 

Für  die  G-m  etc.  und    +  g  —  0  wird 


Z*  —  a«"(c»"  —6«)  A      cm(bm  —  am)  B  ^~  b**(am  —  C")  C 


_1  J  +  1 

Für  die  Punkte  SM  und  j>  =  g  wird 
 1    1  ß 

+  1     „  c 

Für  p+q  -  0  wird 

_        1  1  ,  1  

Für  die  Punkte  Sm'  und  p  —  g  wird 

_   1  1  

zi  =  (6-+c«)(2a*-h6«--f«-)  ^  *~  (a"+*"»)(2c"-r  a-+i«)  B 

.  L  C 

T  (a«4-c*)(2&*+a"+c«») 
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/  !r    f  o  =—  0  wird 


» > 

- 


Or  die  Punkte       and  p  =  q  wird 

l         .   1   t   1  

i  ür  j  f  i  —  0  wird 

Kür  die  Funkte  Mm'  und  />  =  g  wird 

^  —    1        .     1  1  - 


Für  p  +  ?  =  0  wird 

Zl  =  (ft^rc")  dÄ  ^  +  (a--i-)d.  *  +  (^"a«7d6  C 

lYc  eben  gefundene  Punkt  stimmt  mit  demjenigen  überein,  welchen 
wir  bei  den  Punkten  Atm  für  p+q    0  erhalten  haben,  mithin  müssen 

die  Geraden,  welche  man  durch  die  Eckpuukte  des  Dreiecks  ABC 
parallel  tu  den  Geraden  3/mj  etc.  zieht,  identisch  sein  mit 

denjenigen,  welche  durch  dieselben  Eckpunkte  geheu  und  parallel  zu 
den  Geraden  Mm\\  M**'  etc.  sind,  d.  h.  die  durch  die  Pnukte  MM 

gwsogenen  Geraden  sind  parallel  zu  denjenigen,  welche  die  Punkte 
\l«  verbinden. 

Von  deu  Punkten  endlich,  welche  man  erhält,  wenn  man  zu  den 
Tunkten  1"  mit  dou  Coordinaten  r,  «,  /  die  Hyperbeln  Hy  bildet, 
*o!;ew  uur  noch  einige,  welche  zu  bereits  erwähnten  Punkten  oder 
t  tauen  iu  Beziehung  stehen,  hervorgehoben  werden.  Denkt  man  sich 
i  stacht  .4'  mit  Y'  etc.  verbunden,  [so  erhält  man  für  den  Scbnitt- 
$s*ukt 

1  1  1 


Im  Falle  p  +  4  —  0  wird  daraus 

Treten  nun  die  Punkte  Om  an  die  Stelle  der  y,  so  erhält  man 
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im  gegebenen  Falle  diejeuigen  Packte ,  welche  zu  dem  Mm'  in  der- 
selbeu  Beziehung  steheu,  wie  die  Am  etc.  zu  den  Gm. 

Für  die  Punkte  SM  erhält  man  nach  vorgenommener  Rcduction 

Z{~amA\c~B\b*C 

Dies  ist  aber  der  Punkt  Am,  so  dass  also  die  durch  ABC  zu  den 

Geraden  A'Smu  B'Sm2,  CR**  gezogenen  Parallelen  sich  in  Am 
schneiden  und  also  auch 

A'Smi  |  AAm,    B  Sni  |  BBm,    C'Smi  B  CCm 

ferner 

A'Sm<ilACm,    B'^WBAm,  C'Sm2\\CBm 

endlich 

J'S^lAB^   B'S^lBCm   und   C'S^\CAm  ist. 
Fttr  die  Punkte  Mm  wird  nach  vorgenommener  Rcduction 

==  da  AI  Y6cB  +  ibC 

Dies  sind  die  reeiproken  Punkte  zu  denjenigen ,  welche  wir  für  die 
Punkte  Gm  im  eben  behandelten  Falle  erhielten. 

Setzt  man  in  der  oben  angegebenen  allgemeinen  Formel  für  Z 

p+2q  —  0 

so  wird 

Diese  Formel  stimmt  nun  mit  derjenigen  überein,  welche  oben  für 
den  allgemeinen  Fall  Hp  für  p  =  q  sich  ergab.  Verbindet  man  also 
die  Mitten  dreier  beliebiger  zusammengehöriger  Punkte  Y  mit  den 
Ecken  des  Coordinatendrciocks ,  so  liegen  auf  diesen  drei  in  einem 
Punkte  sich  schueidenden  Geraden  auch  die  Punkte,  welche  man  er- 
hält, wenn  man  die  Y  mit  den  entsprechenden  Seitenmitten  des 
Coordinatendreiecks  verbindet  und  diese  Strecken  um  ihre  eigene 
Grösse  über  die  Seitenmitten  hinaus  verlängert. 

Denkt  man  sich  des  weitern  die  A'  etc.  mit  den  Yt$  etc.  ver- 
bunden, wenn  F,'  etc.  die  Mitten  der  Strecken  Yt  Ys  etc.  bezeich- 
nen, und  die  Teil  punkte  dieser  Strecken  mit  A,  JJ,  C  verbunden,  so 
wird  der  Schnittpunkt 

 1   1  1 

Z>  =  p£+q{*  +  t)  A  +  p£+q(r  +  ,)  *  +  p£+q{r+  t)  C 

Für  p+q  —  0  wird  demnach 
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*       r       1   t  's 

Für  dio  Punkte  Gm  bat  man  also 

Z.  ~  —  A  4-  -  B4-1  C 

Dies  ist  nun  der  Punkt  A-m  und  da  man  für  2,  den  Punkt  ff_», 
für  Z3  den  Punkt  C.,,,  erhält,  so  sieht  man ,  dass  von  den  Ecken 
des  Dreiecks  ABC  neun  Gerade  auslaufen,  von  denen  je  drei  in  den 
Punkten  A-  C-m  sich  schneiden.    Zu  diesen  sind  bzhw. 

parallel  neun  andere  Gerade,  von  denen  je  drei  durch  eine  Seiten- 
mittc  des  Dreiecks  ABC  gehen  und  die  sich  zu  je  dreien  in  den 
Seitcumitten  des  Dreiecks  GmiG,„2G„a  treffen.  Man  sieht  ferner 
sofort,  dass  der  eben  ausgesprochene  Satz  lür  alle  Puukte  Y  Geltung 
haben  muss,  wobei  natürlich  die  A^m  mit  den  Y  sich  ändern. 

Für  die  Punkte  G-m  erhält  man  im  vorwürfigen  Falle 

Z,  =  amA  +  cmB-\-bmC 

*I)a  dieses  der  Punkt  Am  ist,  so  ersieht  man,  dass  indem  ebeu  an- 
geführten Satze  dio  Am  etc.  an  die  Stelle  der  A-m  treten,  wenn  man 
statt  der  Gm  die  G-m  in  Betracht  zieht. 

Für  die  Punkte  Sm  ergibt  sich 

ein  Punkt,  dessen  Beziehung  zu  den  reeiproken  Punkten  der  5  schon 
mehrfach  erwähnt  wurde. 

Für  die  Punkte  Sm'  wird 

Z,  =  (bm  -f  <?»)  A+  (am  -f-  bm)  B  +  (am-\-cm)  C 

Die  Z  stellen  also  iu  diesem  Falle  die  Mitten  der  Seiten  des  Drei- 
ecks Am  Bm  C,H  vor. 

Für  die  Punkte  Mm  und  Mj  erhält  man 
—    1  1    n  1 

und 
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Z,  =  daA  +  6bB+dcC 

deren  Beziehung  zu  den  reciprokon  Punkten  der  Afm  bzbw.  Mm' 
schon  hervorgehoben  wurde. 

Da  aus  dem  allgemeinen  Ausdrucke  von  Z  für  2p  -f  3g  —  0  sieb 
ergibt 

Zl  =  3r  +  ,  +  *^  +  3/+T+*"  "  +  2<~+r~+t  ° 

und  da  derselbe  Ausdruck  sich  für  p  —  q  aus  dem  allgemeinen  Aus- 
druck 

welcher  oben  für  die  Schnittpunkte  der  Verbindungslinien  der  Ecken 
des  Dreiecks  ABC  mit  entsprechenden  Teilpunkten  auf  A'  \\  etc.  ge- 
funden wurde,  übereinstimmt,  so  ersieht  man,  dass  die  früher  (unter 
III.)  im  besonderen  Falle  an  diese  Erscheinung  geknüpfte  Erörterung 
ebenfalls  allgemeine  Geltung  hat. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  einige  Punkte  hervorgehoben  werden, 
welche  erhalten  werden,  wenn  man  sich  Hv  für  den  allgemeinen  Fall 
in  Bezug  auf  A'B'C4  gebildet  denkt.  Es  werden  zu  dem  Zwecke  die 
Verbindungslinien  A\\  etc.  geteilt  und  die  Teilpunktc  mit  A'  ver- 
banden. Der  Ausdruck  für  den  Schnittpunkt  solcher  Verbindungs- 
linien ist 

Z,  =  (p£-{-qr)(p£-\-qör)  A  +  (p£-{-qt)  (p£-\-qSi)  B 

+  (p£  +  qs)(p£+qdt)C 

Für  p-{-q  —  0  wird  daraus 

Z,  =  r{»-\t)A\  t(r  +  i)B\»(r  +  i)C 
Für  GM  und  G__  m  erhält  man  demnach 

Z,  =  a"(*«  +  em)  A  +  r-(a-  +  b-)B  +  V{<f  +  c~)  C 

und 

Z,  =  (*•  +  <~,  A  +  (a-  +  V)  B + (a-  -f  <~)  C 
Ersterei  ist  der  Punkt  A.m\  letzteres  der  Punkt  AJ. 

Es  geben  also  die  zu  den  neun  Verbindungslinien  der  Ecken 
4,  *,  C  mit  den  Punkten  Gm  bzbw.  durch  die  Punkte  A\  B\ 
C  gezogenen  Parallelen  zu  je  dreien  durch  die  Mitten  der  Gerade 
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B-m  C-m  etc.  bzhw.  Bm  Cm  etc  Der  Vergleich  der  Coordinaten  A-m 
mit  denen  der  Sm  lässt,  nebenbei  bemerkt,  erkennen,  dass 

A-m'SmX  ||  BC,    B-JSmi  ||  CA,    C_m'Smi  B  AB  etc.  ist. 

Für  Sm'  wird  nach  einigen  Reductionen 

Zl  =  (2a™  +  bm  +  cm) A \{^cm\ bm  +  am)  B -f  {2bm  +  a"+  cm)C 
Man  erhält  also  hier  als  Werte  der  drei  Z  die  Mitten  der  Geraden 

Bm'Cm't  Cm'Am',  Am  &m  . 

Für  die  Pnnkte  Afm'  endlich  wird  nach  einigen  Reductionen 
Die  Z  stimmen  also  hier  mit  den  Punkten  Am,  Bm,  Cm  überein. 
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IV. 

Ueber  einige  Bewegungen  eines  Gases 
bei  Annahme  eines  Geschwindigkeitepotentials. 

Von 

P.  Molenbro  ek. 


§  1.  Die  Fälle  der  Bewegung  einer  incompressiblen  Flüssigkeit, 
welche  eiser  mathematischen  Behandlung  zugänglich  sind,  haben  in 
den  letzten  vierzig  Jahren  durch  die  schönen  Arbeiten  G.  R.  Kirch- 
hoffs  und  H.  von  Helmholtz  eine  beträchtliche  Ausdehnung  bekom- 
men. Man  denke  nur  an  die  Bewegungen,  welche  mit  Hülfe  der 
elliptischen  Coordinaten  beschrieben  werden  können,  an  die  Bewegung 
einer  oder  mehrerer  Kugeln,  eines  Ellipsoids  und  eines  Ringes  in 
einer  Flüssigkeit,  an  die  Wirbelbewegungen  und  die  Flüssigkeits- 
strahlen, Frobleüe,  welche  in  ziemlicher  Allgemeinheit  Lösungen  ge- 
statten. 

Ganz  anders  jedoch  verhalten  sich  die  Bewegungen  der  Gase 
unseren  mathematischen  Uülfsmitteln  gegenüber.  Zur  Beschreibung 
dieser  bedarf  man  nämlich  ausser  den  schon  bei  den  Vorigen  ange- 
nommenen Hypothesen  noch  diejenige,  welche  eine  Relation  zwischen 
Druck  und  Dichtigkeit  in  einem  Punkte  einer  solchen  Flüssigkeit 
darstellt  und  dio  Resultaten  sind  wesentlich  von  dieser  Annahme  be- 
einflusst.  Die  Zugrundelegung  des  Boyleschen  Gesetzes  hat  bekannt- 
lich mehrere  Jahre  der  theoretischen  Begründung  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalles  geschadet,  und  G.  R.  Kirchhoff  hat  im 


Digitized  by  Google 


158 


Molenbroek:  Uebtr  einige  Bewegungen  eine*  Gaset 


Jahre  1868  *)  noch  den  Versuch  gemacht,  die  Abweichungen,  welche 
die  experimentell  unter  verschiedenen  äusseren  Bedingungen  be- 
stimmte Schallgeschwindigkeit  vou  der  theoretisch  mit  Hülfe  des 
Poissonscheu  Gesetze  hergeleiteten  zeigt,  durch  eine  neue  auf  Grund 
der  mechanischen  Wannetheorie  einzuführende  Relation  zwischen 
Druck,  Dichtigkeit  und  Temperatur  zu  «  ikUn  n.  Wie  Kirchhoff  da- 
bei hervorhebt,  hat  er  nur  die  Wanneleitung,  nicht  die  Strahlung 
in  Betracht  gezogen.  Aus  diesem  Grunde  seuou  kann  man  nicht 
erwarten,  dass  seiue  Resultate  mit  den  experimentellen  Daten  ge- 
nau übereinstimmen  werdeu,  wie  auch  durch  die  Erfahrung  bestätigt 
wird.  Die  Einführung  der  oben  geuaunten  Beziehuug  zwischeu  Druck, 
Dichtigkeit  und  Temperatur  ist  also  nicht  ganz  eiuwurfsfrei. 

Ausserdem  aber  wird  man  finden,  dass  das  Problem  in  der  von 
Kirchhoff  gegebenen  Gestalt  nur  deshalb  einfache  Lösungen  gestattet, 
weil  die  Voraussetzung  uueudlich  kleiuer  Bewegungen  eingeführt  ist. 
Sobald  mau  diese  Voraussetzung  fallen  lässt,  erscheiut  das  Problem 
in  einer  sehr  verwickelten  Gestalt. 

Dasselbe  gilt  im  allgemeinen  vou  jeder  Gasbewegung,  wodurch 
sich  erklären  lässt,  dass  bisher  nur  noch  solche  Bewegungen  unter- 
sucht worden  sind,  die  mit  sehr  kleiner  Geschwindigkeit  stattfinden. 

Im  Folgenden  habo  ich  versucht  endliche  Bewegungen  eines 
Gases  mathematisch  zu  beschreiben,  weuu  mau  entweder  dem  Boyle- 
scheu  oder  dem  Poissonschen  Gesetze  strenge  Gültigkeit  beilegt,  und 
zwar  sind  nur  solche  Bewegungen  in  Betracht  gezogen ,  bei  denen 
ein  Geschwindigkeitspotential  existirt.  Aus  dieser  Untersuchung  geht 
hervor,  dass  zwei  Fälle  der  Bewegung  eiues  Gases  einer  mathema- 
tischen Behandlung  fähig  sind,  nämlich  erstens  derjenige,  bei  welchen 
die  Bewegung  nur  vou  einer  Coordiuate  uud  von  der  Zeit  abhäugt 
und  zweitens  der  Fall  stationärer  Flüssigkeitsstrahlen.  Es  sind  bei 
dieser  Mitteilung  hauptsächlich  die  Transformatiousmethodcn  hervor- 
gehoben worden  ;  nur  die  einfachsten  Lösungen  sind  vorläufig  nuter- 
sucht, und  ausnahmsweise  ist  beim  ersten  Falle  eine  complicirtere 
Lösung  hergeleitet  worden.  In  einer  nächsten  Abhandlung  hoffe  ich 
auf  einige  Lösungen,  weiche  weniger  unmitlclbar  ans  Licht  treten, 
weiter  einzugehen. 

Eine  mehr  allgemeine  Behandlung  des  Problems  der  Gasbe- 
wegung auf  Grundlage  der  mechanischen  Wärmetheorie  lässt  sich 
allerdings  erwarten-,  dieselbe  wird  die  hier  betrachteten  Fälle  als 


1)  Uebcr  den  Einfluss  der  Wärnielcitung  in  einem  Gase  auf  die  Schall« 
bewegung;  Pogg.  Aua.  Bd.  134.  I86S. 
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besondere  einschliessen.  Wir  wenden  uns  zunächst  znr  Untersuchung 
der  Möglichkeit  einer  Gasbewegung  mit  einem  Geschwindigkeits- 
potential. 

$  2.  Im  Folgenden  seien  w,  t>,  w  die  Geschwindigkeitscompo- 
nenten,  V  das  Potential  der  äusseren  Kräfte  pro  Masseneinheit,  p 
der  Druck,  p.  die  Dichtigkeit,  allo  im  Punkte  x,  y,  z  des  Gases  ge- 
nommen. Nach  unseren  specielleu  Annahmen  ist  p  als  Function  der 
Grösse  p  darstellbar;  man  setze  deshalb: 


j 


l--P  (1) 


so  nehmen  die  Bewegungsgleichungen  des  Gases  folgende  Gestalt  an: 

du      cu       cu       du       Bu      a(  V —  P) 
dt  =  Ü  +  uB*+vB!/+,cdz  Bs 

dv     Sb  ,    Bv  ,    Bv  ,    Bv     3(r— /») 
Ä  -*"+•£  +  •  8, +"S  »=~  <2> 


dw       dw,     %w  Ow       B(  V —  P) 

Durch  Differentiation  der  dritten  dieser  Gleichungen  nach  y, 
der  zweiten  nach  a  und  Subtraction  der  Resultaten  erhält  man,  in- 
dem man  die  Componenten  der  Rotationsgeschwindigkeit  im  Punkte 
*ys  mittelst  der  Gleichungen: 

.  iBw     Bv\  .(Bu     Bw\  /Bv  Bu\ 

*-%-S>  '-Hä-äV-  c"*(ac"8j 


einführt  und  noch 


setzt: 


uc 


Hl 


Bx+By+Bz  ~  6 
d*        Bu      Bu  Bu 

dt  - 

di)  Bv        Bv  ,  Bv 

dt  =Jax+^+ta2-0" 

dz  Bu-         dir  Bw 

Es  erhellt  aus  diesen  Gleichungen,  dass  sobald  ein  Teilchen 
einmal  keine  Rotationsgeschwindigkeit  hat,  es  diese  niemals  bekom- 
men kann.  Ist  die  Flüssigkeitsbewegung  somit  aus  eiuem  rotations- 
losen Zustande  hervorgegangen,  so  wird  sie  fortwährend  rotationslos 
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bleiben  müssen;  es  können  deshalb  wirklieb  Bewegungen  mit  einem 
Geschwindigkeitspotential  existiren. 

§  3.   Wir  bezeichnen  dasselbe  durch  g>,  sodass 

dg>  c<p  dep 

M-fo'  v"v 

wird,  und  führen  die  Function  tp  in  die  Gleichungen  (2)  ein. 

Es  ergeben  sieb  sodann  drei  Gleichungen,  aus  denen  diese  ein- 


zige 


hervorgeht.  Hierin  bedeutet  T  eine  willkürliche  Function  von  t, 
welche  aus  der  Integration  entspriugt.  Die  beliebigen  Constanteu, 
welche  die  Grössen  V  und  P  ihrer  Bedeutung  nach  enthalten,  denken 
wir  in  T  aufgenommen.   Setzen  wir  sodann 

so  genügt  ^  der  Gleichung  (3),  wenn  darin  T  durch  Null  ersetzt 
ist.  Weil  aber  in  der  Potentialfunction  eine  willkürliche  additive 
Function  von  t  begriffen  gedacht  werden  kann,  so  können  wir  auch 
das  vorige  q>  —  fTdt  oder  als  die  Potential fuuetion  betrachten,  und 
indem  man  dieselbe  wieder  durch  q>  bezeichnet,  genügt  sie  sodann 
der  Gleichung: 


bei  welcher  keine  aus  der  Integration  hervorgehenden  Functionen 
oder  Constanten  mehr  vorkommen. 

Wenn  die  Bewegung  stationär  ist,  so  werden  in  (3)  ~   und  T 

c  c 

der  Null  gleich.  Wenu  man  in  V  und  P  keine  beliebigen  Constauten 
enthalten  denkt,  so  soll  das  Integral  der  Bcwcgungsglcichungcn  in 
diesem  Falle  lautcu: 

»{(£)■+©■<  (ST)-'-*'-  - 

Die  Conti nuitätsgleichung  lautet: 

8*g>    Ö^p    ö*qp         l  ^ 

äx«  +  dg*  +  8**~  "     ^  dt  w 

Die  Function  i>  kann  zwei  Werte  annehmen. 
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1*.  Ei  gelte  das  Boylesche  Gesetz: 
dai  ist 

wobei       fi9  Druck  und  Dichtigkeit  in  eiaem  bestimmteu  Augen- 
bezeichnen. 

2°.  Es  gelte  das  Poissonsche  Gesetz: 


Po  k 

'  -  #  *' 

worin  k  bekanntlich  deu  Wert  1,408  hat.   In  diesem  Falle  ist 

p  k—  ?°_  uk-\ 

Wenn  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden  sind,  so  hat  V  den  Wert 
nulL  Fahren  wir  der  Kürze  halber  noch  die  Bezeichnungen 

*  - 1  ©'+  ©)"+  <STl 

and 

ein,  so  können  wir  die  Gleichungen  (4)  und  (6)  in  die  folgende  Gestalt 
schreiben : 

5f  +  i^--JJlog^  (7) 


i 

bei  Annahme  des  Boyleschen  Gesetzes,  während 

an  die  Stelle  der  Gleichung  (7)  tritt»  wenn  man  die  Gültigkeit  der 
Poissonschen  Formel  annimmt. 

Zwischen  den  Gleichungen  (7)  oder  (9)  und  (8)  kaun  die  Grösse 
I»  leicht  eliminirt  werden.   Man  erhält  dadurch: 


d 
dt 


87 


(io) 


bzhw. 

Areh.  i.  M»th.  «.  Phji .   f.  Etib«,  T.  IX.  > 1 
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^  l0g["  3/       *J*J  --(*- 1)^*9  (11) 

zur  Bestimmung  des  Geschwindigkeitspotentials  q>.  Nach  (9)  ist  die 
Grösse  —  ^  -  \dy  eine  wesentlich  positive  Grösse. 

Wenn  die  Bewegung  stationär  ist,  tritt  die  Gleichung  (f>)  an  die 

OOP 

Stelle  von  (4\  d.  h.  es  tritt  —C  au  die  Stelle  von        In  diesem  Falle 

ot 

gehen  (10)  und  (11)  Über  in 

(Iri+If i+jrt)^-»^]-  (.3) 

worin  wieder  C  ~  J^qp  nur  positiv  sein  kann. 

Unsere  Aufgabe  kommt  also  darauf  hinaus,  die  Gleichungen  (10) 
(11)  oder  (12)  (Iii)  zu  lösen,  und  die  Lösungen  besonderen  Bedin- 
gungen anzupassen.  Bei  völliger  Allgemeinheit  aber  gelingt  es  sogar 
nicht  besondere  Lösungen  dieser  Gleichungen  anzugehen.  Wir  führen 
deshalb  einige  vereinfachenden  Voraussetzungen  ein,  indem  wir  spe- 
cielle  Falle  der  Gashcwcgtiug  betrachten.  Der  erste  sei,  dass  die- 
selbe nur  parallel  einer  bestimmten  Riehtung  erfolgen  kann  und  für 
alle  in  einer  zu  dieser  Richtung  senkrechten  Ebene  gelegenen  Tunkte 
dieselbe  sei.    Wir  bezeichnen  diese  Bewegung  als 

turlschrrilumj  riurs  rlinten  lit irfjHiirjs-zustwides. 

§  4.    Die  Z-achse  des  Coordinatensystems  legen  wir  parallel  der 

diji  B(p 

Richtung  der  Luftheweguug;   es  werden  sodanu  ~-  und  ~  gleich 

*  J    und  J*<p  durch  ^  ersetzt  werden;  die 

(/  B       dtp  d 

Operation  ^  geht  in  ^  -f"  ^  ^  über.    Setzt  inau  noch 

7,0  -  a»  (14) 
so  gebt  die  Gleichung  (10)  über  in 

und  die  Gleichung  (11)  wird 
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S+»£ä+B[«*+<)+«*-»£]  -°  <«> 

§  5.  Durch  geeignete  Transformationen  wollen  wir  diese  beiden 
Gleichungen  vereinfachen  und  dazu  ein  bekanntes  Theorem  aus  der 
Theorie  der  partiellen  Differeutialgleichuugeu  auwenden  l).  Dasselbe 
lautet: 

Weun  in  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  einer  abhän- 
gigen (z)  und  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  (x  und  y)  die  Sub- 
stitution : 

vorgekommen  wird,  wobei  man  von  den  drei  neu  eingeführten  Grössen 
ATZ  die  zwei  erstem  als  unabhängige,  die  dritte  als  abhängige  Ver- 
äüderliche  betrachtet,  so  bestehen  die  reeiproken  Relationeu: 

x-t:   r~%  z-Ax+»-=  (18) 

Die  Functionen  XYZ  genügen  sodann  der  Differentialgleichung, 
welche  aus  der  gegebenen  hervorgeht,  wenn  man  darin  die  Substi- 
tution (13)  ausführt  und,  falls  auch  zweite  DifTerentinlquotienten  sich 

,  .  dh  ,   ,  i  d*z    &z  t   t     i  a** 

vorhnden,  ausserdem  ^  durch  ^  dyt.  durch    -  A  Bjcdy 

bh      i  e*z  t  .       „     ,  „         d*z  a*z 

r  t  durch  -         ersetzt,  wobei  X  der  kürze  halber  statt  „  . 
<T  A  o A z  oXx  Ol1 


{  d*7.  \* 
"xdXby)   6escnr*eben  'lst- 


Wenn  es  demnach  möglich  ist  von  dieser  neu  gewonnenen  Dif- 
ferentialgleichung eine  Lösung  (besondere  oder  allgemeine)  anzu- 
geben z.B.  Z=  *P{X,  ]'),  so  kann  man  durch  die  Elimiuatiou  vou 
X inzwischen  der  letzteren  Gleichung  und  (17)  eine  Relation  zwischen 
a-yj  herleiten,  welche  in  die  Gestalt  *  »=»  yi*y)  gebracht,  eine  Lösung 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  sein  soll. 

§  6.  Wir  wenden  zunächst  dieses  Theorem  nur  auf  die  Glei- 
chung (15)  an  und  beuutzen  dazu  die  Substitutioueu: 

df  df 
aus  denen  hervorgeht 


0  Man  sehe  u.  A. :   Boole,  A  treatise  on  diff.  cquat  ,  4th.  ed.,  p.  378. 
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CCD  C(p 

T~  h*  f=Tt+b  -a  (20) 

während  übrigens 

b*<p    i  5v     f*<p      i  sv  a*<p    i  c*/ 

'dt*        A'  c**'      8<  er  ~       A'  6t  cY  c>3*  -  AT  är* 


wird.    Dadurch  wird  das  Problem  auf  die  Auflösuug  der  Gleichung; 

%  - -hVoi+ ^ '"^  -  0  (2,) 

gelenkt,  welche  wieder  durch  die  Substitution 

T+i?  =  „%    t-arj  (22) 

indem  man  f  und  t/  als  die  neuen  unabhängigen  Veränderlichen  be- 
trachtet, in  die  einfache  Gestalt 

gerät. 

§  7.  Es  handelt  sich  jetzt  darum ,  die  Gleichung  (23)  zu  lösen 
und  die  Lösung  besonderen  Bedingungen  anzupassen.  Die  erstere 
Aufgabe  zu  vollbringen,  kann  man  der  Gleichung  (23)  noch  eine 
andere  einfachere  Gestalt  erteilen  und  zwar  durch  die  Substitution: 

Dadurch  findet  man  nämlich  austatt  (23): 

eine  Gleichung,  welche  von  Poisson  l)  mit  einiger  Ausführlichkeit 
besprochen  worden  ist.  Derselbe  gibt  als  allgemeine  Lösung  der 
Gleichung  (24): 


=  nA  I      Cos  [2Y(n  -  k)  (h  -  v)  Sin*a]  da 


I)  Theorie  taatbemntique  de  In  chalcur  p.  U6. 
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3C 


+  ~  /  <P(<o)<iw  f*  Cos  [2Y(}^-  a>)(/<  —  v)  Siu*«]f/« 
*  o 

7t 

2 


in  welcher  /<,  &  willkürliche  Constauton,  <p(co),  iK«)  willkürliche 
Functionen  ciucr  von  p,  v  unabhängigen  Veränderlichen  to  bezeichnen. 

Die  allgemeine  Lösung  enthält  somit  Düppelintegrale  und  wird 
deshalb  nur  sehr  schwer  besonderen  Bedingungen  an«;cpasst  werden 
können.    Ueber  diese  letzteren  wollen  wir  erst  Einiges  erörtern. 

§  8.  Denken  wir  uns,  das  bewegende  Gas  sei  in  einer  cylin- 
drischeu  Röhre  enthalten  und  darin  mittelst  zweier  beweglicher 
Stempel  abgesperrt.  Die  Bewegung  des  Gases  soll  natürlich  voll- 
kommen bestimmt  sein,  wenn  der  Anfangszustand  uud  die  Bewegung 
der  Stempel  gegeben  sind.   Der  Aufangszustaud  ist  bekannt,  sobald 

rqp  3<p 

für  t  =  0  überall  die  Werte  von  ^  und  ^  -    gogebcu  sind ,  oder 

auch  deu  Gleichuugen  (7)  und  (9)  zufolge  eino  dieser  beiden  Grössen 
und  der  Wert  von  p  oder  ft  iu  jedem  Punkte.  Die  Bewegung  der 
Stempel  ist  durch  zwei  Bedingungen  jede  von  der  Form: 

Für  z  -  F(t)  soll  ^  -  F\t)    sein  — 

bestimmt,  wenn  hierin  unter  /"  die  Derivirte  von  F  nach  dem  Ar- 
gument /  verstanden,  wird. 

Führt  mau  in  diese  Bedingungen  die  neuen  Veränderlichen  x 
und  £  nebst  /'  ein,  so  gehen  dieselben  über  iu  folgende : 

h  f  ö  f 

Für  g~  —  0  sollen  £  uud  r  als  Functionen  von  ^  gegeben  sein, 

und  für  *-(5j)  8011  t  =  F'  (gQ 

Ist  der  Aufangszustand  auch  Gleichgewichtszustand,  so  ist,  für 

t  =  0,  l9  =  0  und  |/  -  Constant.   In  den  neuen  Veränderlichen 
'  dz  et 

beisst  dies: 
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Für  5r  —  0  soll  C     0  und  t  -  C  werden. 

Ist  ausserdem  einer  der  beiden  Stempel  fest,  so  geht  eine  der  hier- 
auf bezüglichen  Bedingungen  über  in  folgeudc: 

h  f 

Für  g£  =  Coustaut  soll  £  verschwinden. 

Lässt  man  vorläufig  die  Bewegung  des  zweiten  Stempels  unbe- 
stimmt, so  rindet  man  nach  Einführung  der  Grösse  >/  in  die  Bedin- 
gungen, dass  Lösungen  der  Gleichung  (23),  welcho  folgende  Eigen- 
schaften besitzen 

3  f 

Für  ^  =  ü  soll  rj  =•  0  und  £  -»  Const.  werden 

cj:>  > 

df 

Für  ^  —  Constant  soll  n  verschwindeu ') 

Bewegungen  eines  Gases  darstellen  in  einer  cyliudrischen  Röhre  ent- 
halten und  darin  mittelst  einem  festen  und  einem  beweglichen 
Stempel  abgesperrt,  während  diese  Bewegungen  aus  einem  Gleich- 
gewichtszustände hervorgegangen  sind. 

Wegen  der  besonderen  Einfachheit  der  Gleichung  (24)  könnte 
mau  auch  versuchen  die  Grössen  p,  v  in  die  Bedingungen  einzuführen, 
doch  nehmen  dieselben  dabei  eiue  verwickelte  Gestalt  an.  Wir  ziehen 
deshalb  für  die  Anwendung  auf  speciclle  Fälle  die  Gleicbuug  (23) 
der  einfachem  (24)  vor. 

§  9.  Wir  wollen  jetzt  einige  besondere  Lösungen  der  Gleichung 
(23)  näher  ins  Auge  fassen.   Die  Gleichung  ist  linear,  doch  gilt 


I)  Diese  Gleichung  lautet  ursprünglich: 

df      d  / 

Für    3^  +  *?^-  —  Const.  soll  rj  verschwinden. 

Weil  aber 

di=«  dz**' 

d  f 

•o  kann  ^  nur  unendlich  werden  für  nicht  aber  für  17=0;  sobald  rj 

d  f 

rerschwindet  ist  deshalb  auch  //       der  Null  gleich.    Dadurch  wird   die  ur. 

•prüngliche  Form  der  Bedingung  auf  jene  der  zweiten  der  Gleichungen  (15) 
reducirt. 
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deshalb  nicht  das  Priucip  der  Superposition  bei  diesen  Bewegungen. 
Sind  nämlich 

f  =  fi(iv)  uud  /=/Ain) 

zwei  Lösungen,  so  leitet  man  aus  diesen  und  den  Gleichungen  (19) 
durch  Eliiniuatiou  von  t£  zwei  Kelationen 

her.    Es  wird  sodann  aber  im  allgemeinen  nicht 

<P  —  <3Pi(^)  +  V2('i) 
das  Eliminationsresultat  sein  aus  (19)  und  der  Lösung 

/W,  (fc)  +  A(«*> 

Setzen  wir  in  (23): 

so  wird  derselben  genügt,  falls 

m2  —  m*  —  m   oder   »  —  ±Vi»*  —  »* 

Bei  reellen  Werten  von  m  ist  »  reell,  wenn  x>>  m>-fl  oder 
m  <1  0  ist   Es  wird  also : 

mz  _r  t]  Vi»2  — 

/  —  0 

oder  auch 

eine  Lösung  sein.   Wählen  wir  B  —  ^,  so  wird 

.  m*P  »?V»»*  —  »*   ,      —  »?Vl»2~  »*, 

df  m£  »?Vi»2  — — i;Vi»2  '  rn 

aj  -  utile    [Ä  +«  ] 


uad  hieraus  folgt  durch  Division: 


2tjV  m2  —  m  =  log  g 

a 

und  weiter 


ISP  1    »  8ij 
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Für      «=■  0  wird  demnach  17  verschwinden ;  nach  Gleichung 

(25)  bedeutet  dies ,  dass  an  der  Stelle  *  =  0  eine  feste  Wand  ge- 
dacht werden  kann.   Nach  Einführung  von  £  und  t  wird: 

f=Ae  [e  -f-e  I 


►    v   

.  ,  -  Vm*-m      —  -  V»»— m.  , 

i  4  «  ,      o  M 


Bf    m  >+mriv^—  -'^--h 

Die  Division  der  beiden  letzten  Gleichungen  ergibt  eine  an- 
dere, welche  sich  in  die  Gestalt 

bringen  lässt;  sobald  also  *  denselben  Wert  erreicht,  wird  auch  stets 

VW 

l  oder  «  -  den  nämlichen  Wert  bekommen.   Es  seien  Pl  Pt  P*  .  .  . 

Punkte,  deren  Abstände  vom  verschlossencu  Ende  ö  der  Röhre  eine 
arithmetische  Reihe  bilden.  Wenn  innerhalb  einer  Secunde  nach 
dem  Anfang  der  Bewewegung  die  Geschwindigkeit  in  Pt  die  Grösse 
v  erreicht  hat,  so  wird  nach  2,  3  .  .  .  Secunden  dieselbe  Geschwin- 
digkeit v  in  den  Punkten  P^P^  .  .  .  bestehen.  Man  kann  hierbei 
also  gewissermaassen  von  einem  gleichmässig  fortschreitenden  Be- 
wegungszustande des  Gases  in  einer  an  einem  Ende  verschlossenen 
cylindrischen  Röhre  reden. 

Wenn  0  <  m  <  1,  so  wird 

»»jVro-m1      —  t  «y  m  —  m1 
f-Ae     [e  ±e  ] 

oder 
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/  -  Aen>lGi)%  [rjVm  —  m*  -|_  a] 

wo  «  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  eiue  Lösuug  sein.  Weit 
interessanter  ist  jedoch  der  der  Gleichung  (23)  ebenfalls  genügende 
Ausdruck : 

/  -      Sin  (m<  +  a)  Sin  ( rtf  m*+~i  +  ß)  (26) 

(Hieriu  können  m,  «,  ß  beliebig  gewählt  werden).  Derselbe  eignet 
sich  nämlich  sehr  gut  um  eine  den  drei  gestellten  in  den  Glei- 
chungen (25)  ausgesprochenen  Forderungen  genügende  Lösung  zu 
bilden. 

Setzen  wir  nämlich: 

«  =  2  +logtg2wi-cm,  ,*-2 
wo  e  wieder  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  so  wird 

/  =  e^Cos       - c)  +  arctg  ~J  Cos n  V«?+T 
der  Differentialgleichung  (23)  genügen,  und  ausserdem  kann  für 

£-0 


«7  Terschwinden,  und  für 

äi-° 

*  —  <;  werden ,  so  dass  zwei  Bedingungen  erfüllt  sind.  Dieselben 
Eigenschaften  besitzt  auch  die  Function: 

f-A*  f* Cos[w(«-c)+arctg^-  Cos  *rfm^-\y{m)dm  (27) 

wenn  durch  tp(m)  eine  ganz  willkürliche  Function  von  m  bezeichnet 
ist,  während  »h  und  m,  zwei  beliebige  Werte  von  m  bedeuten. 

Es  folgt  hieraus: 

y  el*  J* Sin  [mit  -  <?)]  Cos  tj  V^+i  •  *(») VW+I  <*m 

Für  —  O  soll  weiter  dieser  Ausdruck  sich  annulliren  für  jedes 
beliebige  |,  was  darauf  hiuauskommt,  dass  für  jedes  beliebige  '£ 
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Sin  m  (I  —  c) .  tj>(m)  Vw*-)- J  dm 

verschwinden  soll.  Dasselbe  wird  aber  stattfinden  können  bei  ver- 
schiedenen Aunahmen  über  m,  m2  und  <p(m).    Es  sind  z.  B. 


Sia(mx*)S\uitxdx  =  u  —  j  Cos(mrf*)SinTu;<fc 


0  0 

CO  J 


I  Siu  (mV  x)Sin  nxilx     0     /  Cos  (mV«)  Sin  n*  dz 

bekannte  Formeln  der  Integralrechnung  '),  in  denen  man  m  nnd  n  jeden 
beliebigen  Wert  beilegen  kanu  ausgenommeu  m  —  0.  Setzen  wir 
daher 

y(m)  .  Vm'-j-i  =  Sinpm',    m,  =0,    tnt  —  <x 
wo  j>  noch  beliebig  gewählt  werden  kann,  so  stellt  die  Function 

(28) 

f-*\f  Cos[m(i-~c)+arctgi  Cos  n  .  dm 

eine  Gasbeweguug  in  einer  cylindrischen  Röhre  dar,  bei  welcher  die 
Teilchen  in  der  Ebene  *  0  in  dem  Ruhezustände  verharren,  wäh- 
rend die  Bewegung  aus  einem  Gleichgewichtszustände  im  Augenblick 
t  =  0  entstanden  ist. 

Dieselbe  Eigenschaften  besitzt  die  aus  (28)  durch  Aenderung 
von  Sin/>m*  in  Sinp-j/ro  hervorgehende  Function  f. 

Aus  (28)  findet  man  nach  Einführung  von  g,  r: 


2*,<H-K*) 

1 

z  —  e 

a 


y  Sin  jm'  [j|  Cos j[  Vm'+l  Sin  J 
+  Sin^ym"«+lCoi  j^t+JJ'-oM+arct«^}  ]<tm 


1)  Man  ■ehe  e.  B.  D.  Biereng  de  Hann,  Expose  de  la  theorie  etc.  des 
integrales  de*finie§,  p.  443. 
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QO 

'  ^t« 


y  'sin^Cos*  VS+i  Sin  *  (T+|;»-«fc)  dm 


Es  lassen  sich  aber  hieraus  £  und  t  nicht  als  Functionen  von 
i  and  t  darstellen.  Es  erhellt  aus  diesen  Werten,  dass  die  Annahme 
l  -  0  nur  für  z  —  0  möglich  ist,  dass  also  alle  nicht  an  dem  festen 
Stempel  liegenden  Teilchen  fortwährend  in  Bewegung  sind.  Die 
weitere  Untersuchung  dieser  Bewegung  ist  schwer  und  kann  nur  bei 
numerischer  Berechnung  stattfinden. 

§  10.  Die  in  den  Paragraphen  6-8  durchgeführten  Betrach- 
tungen wollen  wir  weiter  auch  auf  den  Fall  anwenden,  dass  das 
Poissonsche  Gesetz  zur  Geltung  kommt.  Wir  benutzen  dazu  auch 
in  der  Gleichung  (16)  die  Substitutionen  (19)  uud  (20).  Dieselbe 
wird  dadurch: 

Setzen  wir  noch: 

2|/n£r-*  (30) 

wobei  B  eine  stets  reelle  Grösse  ist,  weil  nach  Gleichung  (9)  —  t— }£* 
wesentlich  positiv  ist,  und  führen  wir  £  und  6  als  unabhängige  Ver- 
änderliche ein,  so  geht  (29)  über  in: 

8V     ay     a  Bf 

wo  der  Kürze  halber 

gesetzt  ist.   Diese  Grösse  hat  also  den  Wert  3,902. 

Sehen  wir  zu,  welche  Gestalt  die  Nebenbedingungen  des  Pro- 
blems (für  die  wir  die  beim  vorigen  Problem  durch  die  Gleichungen 
(25)  ausgesprochenen  auch  hier  wählen  wollen),  annehmen  bei  Ein- 
führung der  Veränderlichen  £  nud  6.  Es  stellt  sich  dann  heraus, 
dass 

für      —  Constant,  £  verschwinden 
und  "  (32) ») 
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für      —  0,   t  —  0  mid  0  —  Coostaut  werden  muss.       (32) ') 

Der  Wert  der  erstcu  Constante  kann  null  angenommen  werden 
es  findet  dann  keine  Uewcguug  an  der  Stelle  z  =»  0  statt.  Der  Wert 
der  /weiten  Constante  hängt  mit  dem  gegebenen  Aufaugszustande 
zusammen.   Wie  mau  leicht  nachweist,  ist  dieselbe 

wenn  «  die  Fortptianzuugsgesehwiudigkcit  dc9  Schalles  in  dem  be- 
trachteten Gase  bedeutet. 

§  11.  Die  allgemeine  Losung  der  Gleichung  (31)  ist  leicht  an- 
zugeben. Dieselbe  ist  von  Boole  *)  bei  eiuer  von  der  obigen  wenig 
abweichenden  Gleichung  ausführlich  behandelt  worden.  Indem  man 
die  dort  befolgte  Methode  auch  hier  anwendet  uud  dabei  beachtet, 
dass  a  in  der  Gleichung  (31)  der  Wert  3,902  zukommt,  (die  Lösung 
ist  nämlich  je  nach  dem  Werte  vou  a  verschieden),  tiudet  man  das 
allgemeine  Integral: 


1)  Ursprünglich  haben  diese  Bedingtingen  wieder  eine  mehr  verwickelte 
Form;  die  erste  lautet  nämlich: 

df        \     l  df 
für         j-_  i  ^  ^  —  Coustaut  muss  £  verschwinden. 

Es  ist  aber 

"    k-i  e  de 

und  diese  Grösse  wird  also  nur  unendlich  für  t  =  x,  so  dnts  für  den  Wert 

cf 

null  von  £,  «umgenommen  bei  i  =«,  auch  ^-  allein  constant  sein  rntifs. 
Die  iweite  ist  ebenso  ursprünglich: 

für  k=i  e  de  =  0  muss  t "  0  und  **  =  **» 

also 

ttl  iL— 1  f*o 

d.  h. 

werden. 

3)  1.  c.  p.  476, 
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f—  61-« J*  [6C08mF'({;+ öC08»*)  +  (3-a)^({:+öC08ii)JSin»-ttrfa 

+ J*  F,(S:+ÄCo8H)Sin«-»«</u 

wo  Feine  willkürliche  Function  von  £-|-6Co8u,  die  Derivirte 
derselben  nach  dem  Argumente  £-f-0Cosu  und  F,  eine  zweite  be- 
liebige Function  bezeichnet;  u  ist  eiuc  unabhängige  Veränderliche. 
Wie  man  aber  ersiebt,  ist  dieses  Integral  zu  verwickelt  um  deu  beson- 
deren Bedingungen  augepasst  zu  werden  können. 

§  12.  Wir  wollen  zum  Schlüsse  dieser  Abteilung  noch  eine  be- 
sondere Lösung  der  Gleichung  (31)  betrachten;  nämlich  die,  welche 
die  Form  hat: 

Die  Function  F  soll  sodann  der  Differentialgleichung  genügen : 

(Pf  .   dF  9_ 
ßd6*+ade-meF-°  (33) 

deren  allgemeine  Lösung  ist: 

TT 

Cj  J*  emöCü9%0Cosu  +  3  -a)6*-«  (Sin  u)»-«,/h 


o 

71 


+  Ct  /    e  (Sin«)«"'«/* 
Indem  man  hierin  m  einen  imaginären  Wert  erteilt,  findet  man  dass 

n 

f  =  C,  Cos  m  ^* [(3  -  a)Cos(m0Cost*-f  o) 

—  m0Co8«Sin  (mft  Cosn  +  «)]  61-«  Sins-a«  */u 
+  C, Cos  mf  /  Cos  (mÖ Cosu+ 0)  Sin«"1  udu 

eine  Lösung  des  Problems  ist.    l\C9aß  siud  willkürlich  »). 


1)  Man  kann  leicht  die  Function  von  6  in  convergente  Reihen  entwickeln, 
zn  denen  man  übrigens  wohl  am  leichtesten  auf  folgende  Weite  gelangt.  Man 
teue  in  (33): 
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Dieselbe  hat  die  Eigenschaft,  dass  für 

t  Yerschwindet.  Man  kann  weiter  auch  die  Constanten  r x  und  t, 
oder  vielmehr  deren  Verhaltniss  stets  derart  bestimmen,dass  für 

Bf 

*q  verschwindet,  so  dass  dadurch  eine  Lösung  erhalten  wird,  welche 

zweien  der  drei  Bedingungen  (32)  geuügt.  Es  gelingt  aber  nicht  daraus 
eine  andere  herzuleiten,  welche  auch  der  dritten  Bewegung  Genüge 
leistet.  Es  bietet  deshalb  die  betrachtete  besondere  Lösung  wenig 
Interessantes  dar. 


§  13.  Nach  der  Erledigung  der  Transformationen,  welche  dazu 
dienen  können  die  Bewegungsgleicliung  eines  Gases,  dessen  Teilcheu 
nur  parallel  einer  bestimmten  Richtung  sich  bewegen,  zu  vereinfachen, 
wollen  wir  uns  jetzt  dem  Problem  der  Strahlbildung  bei  den  Gasen 
zuwenden.    Wir  bezeichnen  daher  das  Folgende  als 

Stationären  AtejfiifS  ritte*   Cimet  mit  Stra/iHnhlmig. 

Die  Bedeutung  dieses  Ausdrucks  nehmen  wir  in  dem  von  Helm- 
holtz  und  Kirchhoff  angegebenen  Sinne  •).  Mit  der  Voraussetzung 
des  stationären  Bewegungszustnudes  verkuüpfeu  wir  die,  dass  die 
Bewegung  nur  von  zwei  Coordinaten  abhängig  sei,  welche  auch  bei 


to  findet  man.  tlties  «lie  folgenden  lielut  innen  stattfinden  «ollen: 

k  =  0  oder  *  —  1  -  <r,  4k  f  i  0 

und  allgemein: 

Ai  H  f  2  =  -  At , ,  -  +-  / -~  ^  {/£  +- — 

Ei  wird  somit 

eine  Andere  Oeslnlt  der  Lösung  sein.  FOr  alle  endlichen  Werte  von  $  lind 
die  beiden  swunhen  Klammern  •teilenden  Keinen  rouveigent. 

1)  Man  Bebe  u.  A.  Kirch  hoff,  Vorl.  aber  oiath.  Phys.,  Mcch.    «2te  Vorl. 
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incompressiblen  Flüssigkeiten  notwendig  war,  um  zu  Lösungen  des 
Problems  zu  gelangen.  Es  kommt  demnach  darauf  an  eine  Function 
cp  zu  bestimmen,  welche  einer  gewissen  näher  zu  bezeichnenden  par- 
tiellen Differentialgleichung  Genüge  leistet,  und  welche  derart  ist, 
dass  für  alle  Punkte  eiuer  Oberfläche  mit  der  Gleichung 

*£-  verschwindet,  wo  n  die  Richtung  der  Normale  in  einem  Punkte 
jener  Oberfläche  bedeutet. 

Wir  wenden  uns  im  Folgenden  zunächst  dem  Falle  zu,  wo  das 
Boylosche  Gesetz  angenommen  werden  kann. 

§  14.  Die  Differentialgleichung,  welcher  das  Geschwiudigkeits- 
poteutial  y  bei  stationärer  Bewegung  genügen  soll,  ist  schou  iu  §  3. 
hergeleitet.  Führen  wir  noch  die  Unabhängigkeit  der  Bewegung  von 
z  Coordiuateu  ein,  so  findet  mau,  indem  mau  noch  die  Gleichung 
(14)  zur  Geltuug  bringt: 

*  dx     es   +*  3y     dy    -  a  \d**  +  by* )  W 

Mit  dieser  Gleichung  wollen  wir  ähnliche  Transformationen  vor- 
nehmen, wie  iu  dein  Falle  der  Strahlbildung  bei  incumpressibleu  Flüs- 
sigkeiten *)  ausgeführt  sind.    Man  setze  also: 

?<p  der 

aq  Cos  ,4,    öy  =  aq  Sin  fi  (35) 

und  führe  nachher  q  und  p  als  unabhängige  Veränderliche  ein.  Es 
bedeutet  also  aq  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  iu  eiuem  Punkte 
und  (*  den  Wiukel,  welchen  dieselbe  mit  der  JT-achse  bildet. 

Es  wird  alsdanu: 

(3C) 

ffc  =  <.(|C08,  -q  %  Sio  ,  )  =  .ft«M  +  ,  £  CO,  ,) 
und 


1)  Mokubroek,  Zur  Theorie  der  FlüiiigkeilMtrablen,  Wied.  Ann.  Bd. 
XXXV.  1888. 
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Die  Bedingung,  welche  in  der  freien  Oberfläche  dei  Strahles  erfüllt 
werden  soll,  lautet: 

Für  q  -  £  soll  dfx  Cos  p  +  |jsin  p  =  0  werden.  (37) 


Verwechseln  wir  in  den  Gleichungen  (36)  die  abhängigen  und  die 
unabhängigen  Veränderlichen1),  so  werden  dieselben: 


(38) 


dx 

während  die  Bedingung  (37)  dabei  übergeht  in  folgende: 

(39) 

1c  dx  By 

Für  q  —  -  =constant  soll  —  ^  Sin  p  -f-  ^  Cosp  verschwinden. 

Setzt  man  nunmehr 

8«  ,    3y  n  1  ^* 


^Sin,+  ^Cos,  =  ^^u  ) 
Bx  n       ,dy  q.         1  ( 

a#tCo8f*  +  aftSin'A=  äv  J 

so  wird  weiter: 

-6aSm'<  +  8*Co8'i-?t' 

a<zCos'i  +  a3Sin't-  tt 

und  aus  diesen  vier  Gleichungen  folgt  durch  Auflösung: 

(40) 

J*  -  ^-X.SinH+rCos^  Jj  =  Jce^Coip  +  rSiort 
|  =  Jsltf  - 1 )     »  Cos  P  ~  »Sin  ri 

|  -  JiCtf-D^-Siiiii  +  rCasri 


I)  Man  vergleiche  die  citirte  Abhandlung. 
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Berechnet  man  hieraus  die  Werte  von  ^— ^      go  ergehen  lieh 

daraus  zwei  Gleichungen,  welche  in  die  folgenden  umgestaltet  werden 
können  : 

fr  _  M* qt  ~~ 1  du  dv  M*  (ai\ 
dq-e     q    V  qö*  (4l) 

Aus  diesen  beiden  kann  die  Function  v  leicht  eliminirt  werden,  und 
man  findet  eine  Gleichung,  der  die  Function  u  genügen  soll.  Die- 
selbe lautet: 

8*M  i  L+.5*  ?M 4.  1  "~ 1*  d*n  «  (,  (42) 

dq*  '       q         Oq  q*  BfA* 

Die  Bediugung  (39)  endlich  nimmt  bei  Einführung  von  u  und  v  die 
Gestalt  an: 

Für  q  =»  Const.  soll  u  verschwinden.  (43) 

§  1«5.  Es  ist  hiermit  das  Problem  in  eine  ziemlich  einfache 
Form  geraten;  es  bleibt  aber  noch  fraglich,  wie  sich  die  Gleichung 
der  festen  Begrenzung  des  Gases  oder  des  Gefässes  ermitteln  lässt. 
Ich  folge  dabei  derselben  Methode,  welche  dazu  in  der  schon  citirten 
Abhandlung  gedieut  hat,  uud  welche  hier  keine  wesentliche  Aende- 
ruug  erfahrt.  Sobald  eine  Function  ty(xy)  sich  finden  lässt,  derart, 
dass  für  alle  Puukte  der  Oberfläche  r\>{xy)  Constant 

^CosM+^Siiift 

oder 


(|cos,-^Sin,)-^gcos^^Sin,) 


oder  schliesslich 

null  wird,  so  kanu  man  die  Oberfläche  mit  der  Gleichung 

*Ktff*)  —  Const.  (44) 

ganz  oder  teilweise  als  feste  Wand  betrachten.  Eine  dieser  Bedin- 
gung genügende  Function  i|>  lässt  sich  aber  sehr  leicht  angeben. 
Setzt  mau  nämlich: 

Awh.  d.  Mnth.  u.  Phjr».  2.  Reih«.  T.  IX.  1* 
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welche  beiden  Gleichungen  nach  einer  der  beiden  Relationen  (41) 
mit  einander  verträglich  sind,  so  ist  die  dadurch  defiuirto  Functiou 
V>  die  gesuchte. 

Die  Wand  ist  eine  Ebene  mit  der  Gleichung  (i  =  Constant, 
sobald  für  diesen  Wert  von  fi  die  Function  r  den  Wert  null  an- 
nimmt, weil  alsdann  jti  der  Bedingung  für  die  Function  v  genügt. 

Nach  allem  diesem  sei  es  uus  gestattet  das  in  Betracht  kom- 
mende Problem  in  seiner  neuen  Form  kurz  auszusprechen: 

Eine  Function  n  zu  bestimmen,  welche  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung (42)  und  der  Bedingung  (4  J)  genügt. 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (41)  kann  mau  sodann  die  Function 
v  und  nachher  aus  (45)  \p  d.  h.  die  Gleichung  der  festen  Wand  be- 
stimmen. Wenn  für  irgend  einen  Wert  von  p  v  verschwindet,  so 
hat  man  es  mit  einer  Ausströmung  aus  ebener  Wand  zu  tun. 

Man  kann  sehr  leicht  die  Bedeutung  der  Functionen  p  und  r 
angebeu.    Nach  den  Gleichungen: 


findet  man  nämlich  unmittelbar: 

q  e     5,1    d<p  1  Bq> 

u  und  v  hangen  also  auf  einfache  Weise  mit  dem  Potential  zu- 
sammen. 

§  16.  Die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (42)  zu  finden 
setzen  wir  symbolisch: 


3qp  dep  dx  t<p  dy  dep 
Cq        dx    dq   '    dy   Cq'  Cfl 


dq>  dx  d(p  dy 
dx  dp      dy  dfi 


und  betrachten  zunächst  die  Gleichung: 


Man  nehme 


(47) 


9 


uud    u  —  | 2 


so  geht  die  Gleichung  (47)  über  in 
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tlhc         rite  _ 

4i  d.t  +  2      [2(  +  nu  -f- 1 )  -f 1]  -f  ( ±  mi  -  »«») w  —  (• 
deren  allgemeine  Lösung  bekannt  ist Es  wird  demnach 

i 

+  C^(2/-1)| 

wo  /  eine  willkürliche  unabhängige  Veränderliche  bedeutet,  das  all- 
gemeine Integral  der  Gleichung  (41)  seiu.  Auch  köuuen  wir  dieseu 
Aasdruck  als  die  allgemeine  symbolische  Lösung  der  Gleichung  (42) 
betrachten2;.  Indem  man  die  Symbole  in  die  gewöhnliche  Schreib- 
weise übertragt,  tiudet  man,  wenn  mit  Ft'(a),  F^(ct)  zwei  beliebige 
Fuuctioueu  von  dem  Argument  a,  mit  >i'(o),  Ft'(a)y  dereu  erste 
Differentialquotienten  nach  diesem  Argument  u.  s  w.  bezeichnet  wer- 
deu.  die  folgende  allgemeine  Lösuug  vou  (42): 

{"+5 WW-V) 

\ 

+  i log 2<  ~- . f,"  +  x  *2  J»  log' 2t  ~  1 '  ■  f»  +  . . .] 

+  fr*± [f, 

+  i  log  2-'  7 1 .  F,"  +  j  \J8  log'  *  ■  1  .  F,"  +  .  . .  ] 

wo  der  Kürze  halber  die  Argumente  bei  den  Differentialquotieuteu 
fortgelassen  sind.  Das  Anpassen  dieser  Lösuug  au  die  Bediugung 
(43)  kauu  aber  im  allgemeinen  nicht  auf  einfac  he  Weise  statttiudeu. 

§  17.  Betrachten  wir  naher  diejenigen  Lösungen,  welche  von 
der  Form 

u  =  QCos  «f* 

sind.   Das  allgemeine  Integral  der  Differeutialgleichuug,  welcher  die 


1)  Man  vergleiche  u.  A.  Spitzer,  Studien  Ober  die  Integration  linearer 
Differentialgleichung*  n. 

2)  Boole  1.  c.  Ch.  XVI  o.  folg. 
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Grösse  Q,  welche  nur  von  q  abhängig  ist,  genügt,  ist  verschieden  je 
nach  dem  Werte,  welchen  wir  o  erteilen.  Wir  wenden  uns  deshalb 
zur  Reihenentwickclung  und  setzen  in 

dqe   '       q       dq  q* 

K9  ergchen  sich  sodann  die  nachfolgenden  Relationen: 
und  weiter  allgemein: 

*+/-2  +  a* 

Zwei  Reihen  für  Q  genügen  deshalb  der  vorgelegten  Gleichung, 
nämlich: 

~i  :>(«+:*)' 

i     ,      «  ,     ,  «  «*  —  «4-2  ,       aa2— «-f-2 
=  +     4    <s(ft_T}   +9-4    ,{ft_T}  X 

„2_a_|_4  j 

12(o-3)  +  "J 

welche  jede  mit  einer  beliebigen  Constante  multiplicirt  werden  kann. 

Für  die  zwei  Reihen  findet  man,  indem  man  die  Bedingung  der 
Convergenz  anwendet: 

Lim    ;        Lim  — -'     -  .  . 

oder 

Lim  -f-  9*  ■    .  ,        ;  bzhw. 
1  1  •!»(«—«) 

Bei  wachsendem  «  nähern  die  beiden  Grenzen  sieh  der  Null,  so  lange 
q  eudlit-h  bleib!  Bride  Reihen  sind  somit  conver^eut  für  endliche 
Weite  von  //     Wir  setzen: 

ü  =  c\  Qt  +  Ct  Qt 

so  wird 

«     (C,  Q,  +  Cs  Q8)  Cos 
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die  betrachtete  Lösung.  Dieselbe  sali  der  Bedingung  genügen,  dass 
für  irgend  einen  eoustanten  Wert  von  q  u  verschwindet.  Wir  wollen 
dazu  den  Wert 

1 

wählen;  die  (ieschwindigkeit  an  der  Oberfläche  des  Strahles  wird 
dadurch  der  Einheit  gleich.  Bezeichnen  wir  die  Werte,  welche  Qlt 
Qt  für 

1 

annehmen  durch  Au  At  b/hw.,  so  wird 

u  — ^  ( A2  Qx  -  A%  Q2)  Cos  o  n  (48) 

eine  der  gestellten  Bedingung  genügende  Losung  des  Problems  sein. 

Indem  mau  die  Derivirteu  von  Q,  und  Q.2  nach  q  durch  hinzu- 
gefügte Accente  andeutet,  rindet  man  aus  (41): 

1  kq* 

v  =  ^  (A2  Qt' —  Ai  U$)c  q$\nctf.t 

Für  (i  ^  Q  wird  v  der  Null  gleich.  Die  durch  die  Function  u 
charakterisirte  Bewegung  kann  somit  als  bei  einem  Gefässe  mit  ebener 
Wand  vorkommend,  betrachtet  werden. 

Bestimmeu  wir  noch  dio  Gestalt  des  Strahles  und  die  Breite 
der  Gefässöffnuug.  Wählen  wir  die  -Y-Aehso  als  feste  Wand  (die- 
selbe hat  die  Gleichung 

Sin  «ix  «=•  0 

welche  wir  spccialisireu  zu  p  «=  0,  und  soll  deshalb  der  Jf-achse 
parallel  sein  oder  mit  derselben  zusammenfallen),  so  wird  die  Breite 
des  Strahles  an  irgend  einer  Stelle  gefunden,  indem  mau  die  Schnitt- 
punkte bestimmt  der  Geradon  y  A,  wo  /<  eine  willkürliche  Con- 
stante  bedeutet,  mit  der  Überfläche  des  Strahles,  welche  die  Gleichung 

1 

hat.  Für  h  —  0  findet  mau  sodann ,  wo  der  Strahl  die  feste  Wand 
trifft  oder  aus  derselben  hervortritt.  Die  Distanz  zwischen  zwei 
solchen  Schnittpunkten  liefert  demnach  die  Breite  der  Ausfluss- 
öffnung. 

Die  Ausführung  dieser  Bestimmung  erfordert  somit,  dass  man 
entweder  x  und  y  als  Functionen  von  q  und  ft  oder  umgekehrt  bc- 
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stimmen  kann.  Wir  wenden  uns  «lern  ersteren  Problem  zu,  weil  die 
Gleichungen  (10)  uns  uu mittelbar  dazu  iu  den  Stand  setzen.  Man 
findet  daraus: 

(49) 

1   eh*  ra(A9(it  -  At  Qj-gjA^'-At  <V) 
*~  2a     q  [-   T+l  '   t08(a  +  l),» 

_  Cos(a-l)^| 

y  -  L  ~  [^^^^^-)sin(0+i,(,) 

+  «jA,  q,  -  A,  ^H-yM,  U,'-A,<J,-)  s.n  {a  _ 

Kur  die  Oberfläche  des  Strahles  bat  man  hierin 

1 

zu  setzen.  Deutet  man  die  Werte,  welche  Qt'  und  Qs'  dadurch  er- 
halten durch  A%'  bzhw.  Jt'  an,  so  wird  dafür: 

(50) 

1 

x  =  2-  e     M1^f'-^1')[---^iCos(«  +  l),*  +  -=i  Cos(«-  1),*  | 
1 

1    2  a*  I"   1  1  I 

y~:2ae     U  ^'-^^i')[^f:iSin(o  +  l)M  Sin(a  -  | 

Bevor  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  Einiges  über  die  zulässigen 
Werte  von  a  erörtern.  Die  Reihen  Q,  und  Q*  gehen  im  allgemeinen 
bis  ins  Unendliche  fort.  Man  kann  zwar  jede  derselben  bei  einem 
beliebigen  Gliede  abbrechen-,  indessen  soll  a  dazu  einen  coniplexen 
Wert  bekommen,  und  bei  weiterer  Durchführung  dieses  Wertes  und 
Trennung  der  reellen  und  imaginären  Teile  der  Lösung  ergibt  sich, 
dass  die  so  erhaltenen  Functionen  nicht  mehr  der  Forderung  für 
die  Oberfläche  des  Strahles  genügen.  Rein  imaginäre  Werte  von  a 
sind  indessen  nicht  ganz  auszuschliessen;  untersucht  man  nämlich, 
ob  Lösungen  von  der  Form 

möglich  sind,  so  findet  man  zur  Bestimmung  von  Q  die  Gleichnng 
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dq*  T      7     dq  T  «  qt 

Es  wird  weiter  für  v  gefunden 

«   1  dq 

und  dies  ü  verschwindet  für  p  «  0;  es  wird  hierdurch  also  eine 
Bewegaug  desselben  Typus  gefunden.  Untersucht  man  dieselbe 
weiter,  so  findet  mau  diesen  hauptsächlichen  Unterschied  mit  der 
oben  bei  reellem«  betrachteten  Bewegung,  dass  bei  dieser,  für  keinen 
Wert  von  «,  x  oder  y  unendlich  werden  können,  während  dasselbe 
bei  der  zuletzt  beschriebenen  sehr  gut  möglich  ist.  Wir  wollen  aber 
den  Kall  eines  rein  imaginären  «  nicht  weiter  untersuchen,  und 
kehreu  zu  deu  Reiheu  Qt  uud  Q3  zurück.  Für  ganze  positive  oder 
negative  Werte  von  «  wird  die  Lösung  (48)  uubrauchbar,  weil  so- 
dann die  einzelnen  Glieder  der  eiuen  dieser  Reihen  unendlich  wer- 
den. «  ist  somit  auf  gebrochene  oder  irrationale  positive  oder  ne- 
gative Werte  beschränkt.  Nur  eine  Ausnahme  scheint  der  Wert 
er  =  1  zu  machen;  die  Reihen  und  Q*  nehmen  dabei  die  ein- 
fachen Werte  an: 


Man  wird  jedoch  linden,  dass  die  hierher  gehörigen  Bewegungen 
keine  Strahlen  im  eigentlichen  Sinne  bilden. 

Kehren  wir  jetzt  zur  näheren  Betrachtung  der  Gleichungen  (50) 
zurück.    Setzen  wir  dabei  der  Einfachheit  wegen: 

1 

Die  Schnittpunkte  des  Strahles  mit  der  Geraden  jy  —  Ä  zu  bestim- 
men, braucht  man  die  Wurzclu  der  Gleichung: 

1  1  h 

w+1Sin(«+l),i  -  ^--f  Sin  («-Dl*  =  c 

Dieselben  sind  die  Werte  von  ^ ,  welche  zu  den  Schuittpunkten  ge- 
hören von  zwei  Curvcn  mit  den  Gleichungen: 
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wenn  dabei  fi  als  Abscisse  betrachtet  wird.   Es  gibt  im  allgemeinen 
eine  unendliche  Zahl  solcher  Schnittpunkte,  doch  gehört  zu  diesen 
nicht  stets  auch  eine  unendliche  Zahl  verschiedener  Werte  von 
Dies  hängt  damit  zusammen,  ob  o  gebrochen  oder  irrationell  ist. 

Weil  x  und  y  für  keinen  Wert, von  (i  unendlich  worden  können, 
kanu  der  Strahl  nicht  ins  Unendliche  fortgehen ;  derselbe  soll  also 
entweder  in  sich  selbst  oder  in  das  Gefäss  zurückkehren.  Die  hier- 
durch mathematisch  beschriebenen  Bewegungen  köunte  man  also  ge- 
wissermaassen  eine  Art  Springbrunnen  nennen. 

Wir  legen  specicll  a  den  Wert  J  bei.  Der  Wert  der  Constante 
C  beeintlusst  nur  insofern  die  Gestalt  des  Strahles,  als  die  Dimen- 
sionen desselben  iu  demselben  Maasse  vergrössert  erscheinen,  in  dem 
C  wächst.  Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  C  =  1  setzen.  Die 
Gleichungen  (49)  geben  dadurch  über  in: 

x  -  VsCos3/, j*-2Cos^,   y  -  */sSin»/iJ*-2Sinl!*  8/,Sin»^ 

Die  Gleichung  der  festen  Wand  wird  aus  (45)  gefunden  und  ist 

^MfQ,~  Ax  Qt)Sinap  —  Constant 

Indem  wir  speciaiisiren,  geht  dieselbe  über  in 

Sinj/t  —  0   oder   fi  —  2nn 

wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet  Ziehen  wir  nur  solche  Werte  von 
H  in  Betracht,  welche  zwischen  0  und  2*  liegen;  in  der  Oberfläche 
des  Srahles  wird  für  ,u  —  0 

x  1^  y-0 

für  fi  —  2*  dagegen 

J/-0 

und  auch  allgemein  ist  für  p  =  0  und  t*  =  2n 

y  =  U 

*  aber  willkürlich.  Es  geht  hieraus  hervor,  dass  man  die  feste  Wand 
der  JT-achse  entlang  sich  denken  kann,  an  der  negativen  Seite  bis 

*  —  —  */s»  an  der  positiven  von  x  —  -f  */»  an  sich  erstreckend.  Die 
Strecke  zwischen  x  -  —  */3  «od  x  —  -f  %  ist  die  Ausflussöffnung, 
deren  Breite  also  8/s  beträgt. 

Die  Gleichung  der  freien  Oberfläche  des  Strahles  wird: 
y»- 3 ['/4(x«+ **)-%]* 
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also  eine  Curve  sechsten  Grades.  Dieselbe  ist  in  der  Figur  J.  vor- 
gestellt Mau  ersieht  aus  derselben,  dass  bei  diesem  Strahle  nicht 
allein  keine  Contraction,  sondern  sogar  eine  Erweiterung  eintritt, 
indem  die  grösste  Breite  des  Strahles  besteht  in  einer  Distanz 
—  */sV^  gerechnet  von  der  Ausflussöffnung;  die  Breite  daselbst  be- 
trägt *UV"2;  es  ist  also  der  Erweitcrungscocfficicnt  —  y*2  zu  setzen, 
wenn  überhaupt  von  einem  solchen  hier  die  Hede  sein  kann.  Die 
grösste  Distanz,  zu  welcher  das  Gas  sich  von  der  Ausflussöffnung 
entfernt,  beträgt  nicht  mehr  als  *  s.  Die  hinzugefügten  Pfeile  deuten 
die  Richtung  des  Stromes  an  der  betreffenden  Stelle  an. 

Wir  wollen  noch  eineu  zweiten  Fall  näher  ins  Auge  fassen, 
nämlich  den ,  wobei  o  =  5/s.  Die  Gleichung  der  festen  Wand  wird 
bei  dieser  Voraussetzung,  wieder  specialisirend : 

Sin5/3#*-U,   also   p  -  *lbk* 

wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Wir  wollen  dazu  die  Werte 
von  p  wählen,  welche  zu  k  —  2  und  k  «=  3  gehören;  es  lind  dann 
zwei  feste  Wände  anweseud,  für  die  p  —  und  9/Ä»  bzhw.  Setzt 
man  diese  Werte  in  (49),  so  findet  man  für  die  Coordinaten  der 
Punkte  das  Gefasses: 

woraus  folgt: 

Z—  te'/s*   oder   te4/**  bzhw. 

sodass  das  Gefäss  von  zwei  Geraden  begrenzt  wird,  welche  beide 
mit  der  X-achse  oder  deren  Verlängerung  einen  Winkel  von  36° 
bilden.   Für  die  Oberfläche  des  Strahles  ist: 

y  =  CWsSinV-'/fSinV) 

wo  C  die  vorher  angegebene  Bedeutung  bat.  Setzt  man  auch  in 
diesen  Gleichungen 

li-Vs*   und  f4-»ft* 

•o  erhält  man: 

Für  n  —  §/s*   x  C.  lft/8Cos36°,   y  —  —  C.  lft/|Sin36» 

„  p  -  \n   x  =  —  C.  !&/s  Cot  36«,   y  -  +  C . »/,  Sin 36° 
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Diese  beiden  Punkte  sind  in  der  Figur  II.  mit  A  b/hw.  Ii  be- 
zeichnet. Es  ist  zu  diesem  Zwecke  der  Eiufacbbcit  wegen  6  =  8/JÄ 
gesetzt. 

Wir  wählen  die  feste  Begrenzung,  wie  dort  angegeben,  durch 
die  Geraden  At\  HD.  AKIi  ist  die  OberHäche  des  Strahles,  welcher 
sieb  nur  sehr  wenig  von  der  Oeffuung  AB  entfernt,  sodass  man 
nicht  von  einem  Strahle  im  Sinne  des  Sprachgebrauchs  reden  kann. 


§  17.  Es  giebt  noch  eine  zweite  Methode,  die  in  deu  vorigen 
Paragraphen  betrachteten  Bewegungen  in  eine  einfache  lösuugsfähige 
Form  zu  bringen  .  welche  besteht  in  der  Anwendung  der  im  Anfang 
dieser  Abhandlung  benutzten  Transformation;  es  geht  daraus  her- 
vor, dass  dieselbe  bei  manchem  Problem  der  Hydrodynamik  mit  Vor- 
teil angowaudt  werden  kann.  Merkwürdig  ist  dabei,  dass  die  auf 
beiden  Wegen  erhaltenen  Gestalten  nur  wenig  von  einauder  verschieden 
sind,  obgleich  die  Bedeutung  der  in  Betracht  kommenden  Functionen 
zum  Teil  einen  wesentlichen  Unterschied  zeigt. 


§  18.  Wir  kehren  zurück  zu  dem  Staudpunktc,  wo  wir  im  An- 
fang des  §  14.  wareu,  wo  die  ursprüngliche  Form  des  Problems  der 
Gas6trahlc  auseinander  gesetzt  ist.  Iu  dieser  Gleichuug  (34)  und  der 
damit  verbundenen  Ncbenbcdiugung  wollen  wir  die  nachfolgende  Trans- 
formation anwenden.   Es  sei: 

cq>  rqp 

Bz  °"         ö7  ~  ^    9  —  *X+W~  f 

B2  1    B*  f 

Wie  vorher  erwähnt,  muss  dadurch  ^  in  y       »  in 
1    SV    &<P      1  B'f  .  . 

sy  av    /  av  V 

gesetzt  wird.   Die  Gleichung  (34)  oder 

a*<p  /Bq>\* av  Bq>d<p    c2<p  (c<p\*     i  /av  B*<p\ 

Bx'  \Bx )  +  1  dx  By  dx  By  +  Cy'  \By  )   "  °  \bx*  +  By*  ) 
wird  zu  der  folgenden 

^  Bti*~  ^b-  Bq  + *  ä?  - a \rp+ vj 

umgestaltet.  In  dioser  wollen  wir  endlich  noch 
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Bf 

sein.  Die  Wachse  wird  als  ebene  Waud  betrachtet  werden  können, 
neun  fQr 

Bß  U 

Sind  verschwiudet.  Es  hat  sich  das  Problem  also  folgendermaassen 
gestaltet : 

Eine  Function  f  20  bestimmen,  welche  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung (53)  genügt,  und  welche  der  Bedingung  geuügt,  da6s 

für  irgend  einen  constanten  Wert  von  r  (ausgenommen  r  =  1)  ^ 
Terschwindet.  Wenn  sodann  noch  für 

8/ 

Sin  6  null  wird,  so  handelt  es  sich  um  einen  Austluss  aus  ebener 
Wand  (der  A'-achse)  •,  im  entgegengesetzten  Falle  aber  bestimmt  mau 
die  Gleichung  der  festen  Wand  aus  (54). 

Hat  man  es  mit  einer  ebenen  Wand  zu  tun  z.  B.  parallel  der 
A'-achse,  so  kauu  man  von  der  Breite  des  Strahles  in  verschiedenen 
Punkten  reden.   Dieselbe  zu  tiuden,  bezeichnen  wir  durch  k  den 

Btf 

Wert  von  r,  welcher  ^a  der  Null  gleich  macht.    Setzt«  mau  dieselbe 

Bf 

y  =  Coustant  —  h  oder  ^   —  //  oder  endlich 

*  01} 


in 


?^SinÖ-fl  !!'  Cos0  =  Jk<i 
er         '  r  oö 

so  ergeben  sich  ein  oder  mehrere  Werte  von  0,  welche  dazu  ge« 
böreu.  Substituirt  man  sodann  diese  Werte  von  6  und  r  —  ju  z 
oder 

Bf  ,  1  (Bf  _  _  1  df0.  \ 
1  oder  -  ^Cosö-  ;  8eSinö) 

so  findet  man  die  zu  y  =  /*.  geborigen  Werte  von  ar,  und  es  ist  ein 
-  daraus  die  Breite  des  Strahles  in  der  betreffenden  Distauz 
^  zu  1>      ^en     l>i.-  Breite  der  Ausflussötfuung  wird  auf 
\\  i  i  i    I      ^^^<Ket  nnden. 


jehriebene  Weise  kann  man  eiuen 
■gral  der  Gleichung  (53)  herleiten, 
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Die  Gleichung  der  festen  Wand 

welche  in  allen  ibreu  Punkten  der  Relation 

dtlf  8<p      ?*l>  Vtp 
de  ex       cy  cy 

oder 

cY  ex* +  a»7    <V  ex  +  W  a*  a»/ +  e.v  ay»  J  ey  ~  u 

genügen  soll,  ist  also  auch  der  nachfolgenden  Bedingung  unterworfen 

?  W  aq*  ~~  e^  ei  )  +';  Va*  a-«    a/  b?  Brj)  ~  u 

oder  endlich: 

B*/d*f  a/\  H/\bf  av\  n 
ar  la** + r  Br) +  a«  Vr  aa  ~~  ar  a#9/  "  u 

Eine  derartig3  Function  wird  durch  die  Gleichungen  (54)  bestimmt : 

b*     -jrw  av    ia/\   By     -ir»/civ  a/\ 

ar  "  *  \8r  80  ~  r  8»/    3»  ~  6         \Bß*  +  r  Br)  (ö4) 

welche  beiden  Gleichungen  der  Differentialgleichung  (53)  zufolge  mit 
einander  im  Einklang  sind.  Die  so  bestimmte  Function  y  einer 
Constanten  gleich  gesetzt,  stellt  eine  Oberfläche  dar,  welche  ganz 
oder  teilweise  als  feste  Waud  zu  betrachten  ist. 

Dieselbe  ist  eine  Ebene  mit  der  Gleichuug: 

xCosw+ySin«  =  / 

falls  für  alle  dieser  Gleichung  genügenden  Punkte: 

^  Cos«  +  gj8in«  =  ü 

wird,  also  wenn  für  alle  Werte  von  r  und  ö,  welche  der  Relation 

^Cos(Ö~«)  -*  ^Siu(0  -a)  -  al 

genügen,  Cos(0  — «)  verschwindet,  d.  h. 

wird.    Ei  muss  deshalb  auch  hief'1 
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seio.  Die  Jf-arhse  wird  als  ebene  Wand  betrachtet  werden  kftnuen, 
wenn  für 

Sin  6  verscbwiudet.  E9  hat  sich  das  Problem  also  folgendermaassen 
gestaltet : 

Eine  Function  f  zn  bestimmen,  welche  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung (53)  genügt,  und  welche  der  Bedingung  genügt,  dass 

,  ay 

für  irgend  einen  constanten  Wert  von  r  (ausgenommen  r  =  1)  ^ 
verschwindet.   Wenn  sodann  noch  für 

» 

Sin  ß  null  wird ,  so  handelt  es  sich  um  einen  Ausfluss  aus  ebener 
Wand  (der  A-aehse) ;  im  entgegengesetzten  Falle  aber  bestimmt  mau 
die  Gleichung  der  festen  Wand  aus  (54). 

Hat  mau  es  mit  einer  ebenen  Wand  zu  tun  z.  B.  parallel  der 
A'-achse,  so  kauu  man  von  der  Breite  des  Strahles  in  verschiedenen 
Punkten  reden.   Dieselbe  zu  finden,  bezeichnen  wir  durch  X  den 

8*/* 

Wert  von  r,  welcher  ^„  der  Null  gleich  macht.    Setzt«  mau  dieselbe 

Bf 

in  y  =  Coustant  —  h  oder  ^-  —  h  oder  endlich 


so  ergeben  sich  ein  oder  mehrere  Werte  von  0,  welche  dazu  ge- 
hören. Substituirt  man  sodann  diese  Werte  von  ö  und  r  —  X  iu  x 
oder 

V 


JJoder  ^efCo8ö-!  aöSiDÖ) 


so  findet  man  die  zu  y  =  h  gehörigen  Werte  von  und  es  ist  ein 
leichtes  daraus  die  Breite  des  Strahles  in  der  betreffenden  Distauz 
vom  Gefäss  zu  berechnen.  Die  Breite  der  Ausflussöffuuug  wird  auf 
dieselbe  Weise  für  h  =  0  gefunden. 

§  19.  Auf  die  in  §  16.  beschriebene  Weise  kann  man  einen 
Ausdruck  für  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  (53)  herleiten, 
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welches  dem  in  obigem  Paragraphen  für  u  gegebenen  ganz  ähnlich 
ist.   Die  Mitteilung  desselben  sei  hier  deshalb  unterlassen. 

Ebenfalls  ergibt  sich  bei  der  Untersuchung  von  Lösungen  vou 
der  Form  JiCosaß,  wo  Jl  uur  von  r  abhängt,  dass  II  als  die  Summe 
zweier  Reihen  dargestellt  werden  kann,  nämlich: 


r         t  er* —  a        .  «*  —  a  a1— r*  — 2 
Ä|  ~  CV\l  "  r  4(a+l)  +  '  4(<r+T)  8(a+"2)~ 

(.  a2—a  a*  —  a  —  2  a*  —  cc  —  4 
~r  4(a+l)   8(a  +  2)    12(«  +  3)  +  ''J 

*»  ~  ['  +  '* 4(« -1 )  +  r4  4(«  -i)    H(«  -  2, 

a*-}~a  —  2«*-f~a  —  4 

+    4(«  -1)  ~8(~«  -~2)    12(«  -  3)  +  •*  *J 

welche  nur  dadurch  von  den  vorher  durch  Q,  und  Qä  bezeichneten 
abweichen,  dass  diese  für  alle  reellen  Werte  von  «  bis  ins  Unend- 
liche fortgieugen,  7i>,  und  I(s  jedoch  bei  jedem  beliebigen  Gliede  für 
eiueu  reellen  Wert  vou  «  abgebrochen  werden  können.    So  wird  z.  Ii. 

für  a  =  2:    Rt  =  C\  r*(l  —  \c>*) 
„«-3:    ^  =  CV-ni-V*+3/80''4-,/yoor«)  U.S.W. 

Hieraus  folgt  sodann: 

^'»2Cl(l-r«,    Oder    -  C,r  (f.- !?  r' +  r< 

Dieselben  verschwinden  beide  für  r  ■=  1 ;  es  wird  dafür  also 


..  a---  unbestimmt,  und  nach  der  bekauuteu  Methode  leitet  mau 

her,  das  dieser  Ausdruck  in  den  bettachteten  Füllen  für  r  —  1  die 
Wrerte  26*,  4,575«",  annimmt.  An  der  Überdache  des  Strahles  kauu 
deshalb  nicht  r  —  1  sein.  Der  Wert  a  =  2  muss  deshalb  ganz  fort- 
fallen; für  a  —  3  wird  mau  jedoch  tindeu,  dass 

r  -  VfOdh  2V5 

g~  j  der  Null  gleich  macht. 

Indem  man  die  Untersuchung  fortführt,  zeigt  sich ,  dass  durch 
den  betreffenden  Ausdruck  Bewegungen  der  schon  betrachteten  Art 
vorgestellt  werden,  doch  wollen  wir  nicht  näher  darauf  eiugehen 
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§  20.  Es  bleibt  ans  noch  übrig,  solche  Gasstrahlen  in  Betracht 
in  ziehen ,  bei  denen  das  Poissonsche  Gesetz  zur  Geltung  kommt. 
In  diesem  Falle  geuügt  die  Potentialfuuctiou  bei  stationärer,  uur 
von  zwei  Coordinaten  abhängiger  Bewegung  der  Gleichung: 

B*<p  (fyy  ,  t>  ^2<P    B<p  d(p     d*<p  fd<p\* 
Bs'  \ds)  ~*  Jd~*By  Bx  By^By^\By) 

welche  aus  (13)  hervorgeht,  iurtem  dariu  die  Unabhängigkeit  der 
Bewegung  von  Z-Coordinateu  eingeführt  wird. 

Es  sei  nun: 

B<p  Bcp 

Qx  -  flCosu,   ^    =  flSiiif*  (56) 

so  wird 


C7*«p        Bq  Bft  Bq  Bf.t 

— ct  q  Cosa  —  Siuu  —  2  Sinu-f-Q«  Cosu 
d.r  dy      By       r      Vy       r      Bx       r  1  1  Bv  r 


und 


^(^cos^+lsin,)  =  (*-i)(c- w[2co.,i  + Jsin,. 


oder 


(gcos^  +  gsin^p+V-U-Dc] 

-  - (* - 1 ), (t? -  }«*>  (f*  Sio  f.  -  ^  Cos,.) 

Verwechselt  mau  die  abhängigen  und  die  unabhängigen  Verändcr- 
licbeu,  und  setzt  zur  Abkurzuug: 


so  wird: 


|co„  +  |sinM=9(-|si«,  +  |0os,) 
|sin,-|cos,-^9(|cos,  +  ^8i«,) 


Wir  setzen  weiter: 
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a  —  b 

dx  dy  „  v  „  2<* 

Sin      ^CoBf.  -  -  (i  - 

woraui  folgt: 

dx  dv  " 

du  v  *\  %a 


und  finden  durch  Auflösung: 


(58) 


a  —  b 


a/  - -Lsin/4- i  (l 2"  CoaJ 

^-^[-«Sin^+Ml-"/1)      ^  Coif] 

_  «  +  ä 

Jj-Ji^Coiji+rd-«,»)      20  (l-^)Sinf»] 

IndemauBjezweiGloichungon^  und  *^  bestimmt,  und  die  zwei 

für  jede  dieser  Grössen  so  erhaltenen  Resultate  einander  gleichge- 
setzt werden,  leitet  man  leicht  die  nachsiehenden  Relationen  ab: 

(59) 

dq  -  <*  -  Y 

o  -b 
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Zwischen  diesen  Gleichnngcn  kann  leicht  u  eliminirt  werden.  Dai 
Elimination8resultat  ist  eine  die  Function  v  bestimmende  Gleichung, 
welche  am  einfachsten  wird,  wenn  noch 

2"-6°  8C(7-1)  ~~'  (60) 
gesetzt  wird.   Dieselbe  lautet  sodann: 

««(i—rtg+sd+^^+a-V)^  -o  (cd 

Jede  der  Constanfcn  a,  6,  t  ist  posifiv. 

Die  Gleichung  der  festen  Wand 

Vfo/)  —  Const.   oder   tK'/fi)  =  Const. 

wird  nach  dem  vorher  angegebenen  Verfahreu  l)  bestimmt  durch  die 
Integration  der  Gleichungen: 

_  a-b 

c,y=2<1-^  '       ff,-"  <G2> 

welche  beiden  wieder  nach  (59)  mit  einander  vertraglich  sind. 

Sobald  für  irgend  einen  constanten  Wert  von  p  die  Grösse  « 
verschwindet,  kanu  eine  feste  feste  Wand  parallel  der  dadurch  be- 
zeichneten Richtung  angebracht  werden. 

Für  die  freie  Oberflache  des  Strahles  wird  wieder  die  Bedingung 
gefunden,  dass  für  q  =»  Const.  v  verschwinden  soll. 

Die  die  Bewegung  charakterisirende  Constanto  C  kann  jeden 
positiven  Wert  haben;  der  Wert  null,  welcher  die  Gleichung  (61) 
bedeutend  vereinfachen  würde,  ist  aber  ausgeschlossen,  weil  sodann 
gar  keine  Bewegung  stattfände. 

§  21.   Indem  man,  wie  vorher  schon  angewandt,  die  Operation 

d 

g-  durch  eiuen  symbolischen  Factor  m  ersetzt,  gelangt  man  zur 
Gleichung: 

q\l  -  aq*)  ^  +  q(  {  +  tq*)  g-  +  (1  -  b(f)m*v  -  0 


1)  §  15.  «licsor  Abhandlung. 
Arcta.  d.  Math.  «.  PLjrn.   2.  Reihe.  T.  IX.  13 
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welche  wieder  zu  den  ausführlich  von  Spitzer ')  besprochenen  Glei- 
cbungeu  gehört.  Die  allgemeine  Lösung  ist  jedoch  so  verwickelt, 
dass  dieselbe  als  symbolischer  Ausdruck  des  allgemeinen  Integrals 
der  partielleu  Differentialgleichung  (61)  gar  keine  Anwendung  mehr 
finden  kann. 

Die  Entwickelung  in  Reihen  gibt  aber  wieder  leicht  Lösungen 
von  der  Form: 

v  —  QC09m.fi 
Die  zwei  für  Q  geltenden  Reihen  sind: 

Wl       1    [l^q  2(2+2») 

,    4 mj(m -l)q-f}  —  bm*  (m  +  2) |(m+  l)a  — 1\  —  hin*  ] 
~*~q  2(2  + 2m)"  4(4  +  2m)  +  '~J 

9     L  -r<?  2(2— 2m) 

4  m {(m  +  l)q  +  il  - bm>  (m -2)j(m -  l)a  +  f)- 6m'  ] 
9  2(2  -  2m)"  4(4  -  2m)  +  * '  J 

Dieselben  sind  uicht,  wie  die  bei  den  vorigen  Fällen  in  Auwen- 
dung gekommenen  Reibeu,  uubedingt  convergent.  Das  Verhältnis» 
eines  Gliedes  zum  vorigen  nähert  sich  nämlich  der  Grenze  aqf\  so 
lange  also  aq*  <  l,  werden  die  Reihen  Qt  und  Q,  convergiren.  Man 
findet  so,  dass  die  Ungleichheit: 

-  ya<4<  +  y\    oder  -V2C<g<+y2C 

bestehen  soll.  Dies  findet  aber  §  3.  zufolge  stets  statt;  nach  der- 
selben ist  nämlich: 


Weil  die  in  dem  zweiten  Gliede  vorkommenden  Grössen  wesentlich 
positiv  siud ,  so  ist  q*  <  26',  was  mit  obiger  Bedingung  überein- 
stimmt. Die  Reihen  Qt  und  <JS  siud  deshalb  bei  alleu  in  Betracht 
kommenden  Werten  von  q  couvergent. 

Aus  der  Aehnlicbkeit  der  hier  und  in  den  Paragraphen  14.-16. 
entwickelten  Formeln  sohliesst  mau,  dass  die  beideu  an  diesem  Orte 
ins  Auge  gelassen  Beweguugeu  nicht  wesentlich  versohiedeu  sein 
köuuen.  Die  Substituiruug  des  Poissouscheu  Gesetzes  au  der  Stelle 
des  Boyleseheu  hat  also  in  deu  vorliegenden  Füllen  keiueu  beträcht- 
lichen Unterschied  in's  Lebeu  gerufen. 
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§  22.  Verauchte  man  auch  die  zweite  beim  vorigen  Problem 
uns  zu  Gebote  stehende  Methode  hier  durchzuführen,  so  würde  man 
finden,  dass  dieselbe  dorn  jetzigen  Problem  eine  wesentlich  verwickeitere 
Gestalt  erteilt  als  die  im  vorigen  §  hergeleiteten.  Wir  wollen  des- 
halb auf  die  Mitteilung  der  Transformation  verzichten. 

Nach  Angabe  ciuiger  Transformationsmethoden  für  das  Problem 
der  stationären  Gasstrahle,  wird  es  vielleicht  nicht  uunütz  sein  zum 
Schlüsse  zu  bemerken,  dass  darauss  hervorgeht,  dass  zwischen  der 
Behandlang  der  hicher  gehörigen  Probleme  bei  incompressiblen 
Flüssigkeiten  und  bei  Gasen  kein  wesentlicher  Unterschied  besteht. 
Der  alleinige  Unterschied  liegt  in  der  schliesslich  zur  Lösuug  vor- 
Rrl^ten  partiellen  Differentialgleichung;  die  Nebenbediiiguug  jedoch 
und  die  Bestimmung  der  bei  der  Bewegung  in  Betracht  kommenden 
Grössen  finden  sich  bei  beiden  Fällen  vollkommen  gleich.  Eine  ein- 
K'rheuderc  Untersuchung  der  hier  vorgeführten  partiollen  Differen- 
tialgleichungen wird  also  die  Anzahl  der  bekannten  Gasbewegungen 
beträchtlich  erweitern. 

Amersfoort,  27.  Februar  1889. 
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X. 

Tangentenconstructionen  für  Fusspunktcurven. 

Von 

Eduard  Janisch. 


Es  scheint  bisher  nicht  bemerkt  worden  zu  sein,  dass  die  Auf- 
gaben: die  Tangente  in  einem  Punkte  einer  ersten  positiven  Fuss- 
punktcurve  zu  construiren  und  den  Herührungspunkt  auf  einer  Tan- 
gente einer  ersten  negativen  Fusspunktcurve  anzugeben  —  leicht  auf 
mehrfache  Art  gelöst  werden  können.  Wir  erlauben  uns  daher  im 
Folgenden  eine  Zusammenstellung  von  zur  Lösung  dieser  Aufgaben 
dienlichen  Constructionsmethodcn  zu  geben,  und  zwar  wollen  wir  zu- 
nächst diejenigen  (bekannten)  anführen,  welche  zu  ihrer  Herleitung 
keinerlei  Aufwand  an  Hilfssätzcn  etc.  verursachen. 

I. 

In  Fig.  1.  ist  bezeichnet  mit  C  irgeud  eine  Curve  einfacher 
Krümmung,  ferner  mit  F  ein  Fixpuukt  ihrer  Ebene  und  endlich  mit 
derjenige  Punkt  ihrer  ersten  positiven  Fusspunktcurve  C'Ä  bezüg- 
lich /•',  welcher  der  Tangente  /  in  dem  beliebig  gewählten  Punkte 
/*  entspricht.  —  Wir  haben  nun  die  Aufgabe  die  Tangente  /,  in  i5, 
zu  ermitteln.  —  Um  zu  einer  hiezu  dienlichen  Construction  zu  ge- 
langen infoJmiereu  wir  uns  über  die  Natur  und  die  Eigenschaften 
der  auf  F  bezogenen  ersten  negativen  Fusspunktcurve  dieser  Tan- 
gente -  Wir  wissen,  dass  die  erste  negative  Fusspunktcurve 
einer  beliebigen  Geraden  bezüglich  irgend  eines  Puuktes  eine  Parabel 
ist,  welche  diesen  Punkt  zum  Breunpunkt  uud  jene  Gerade  zur 
Scheiteltangeute  hat.    Ferner  ist  leicht  eiuzusehen ,  dass,  falls  zwei 
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in  derselben  Ebene  gelegene  Curven  (speciell  eine  Gerade  und  eine 
Curve)  sich  berühren,  auch  denn  auf  ein  und  denselben  Punkt  be- 
zogenen, ersten  negativen  Fus^punkteurveii  eine  Berührung  eingehen 
uud  zwar  in  jenem  Punkte,  welcher  dem  gemeinsamen  Berührungs- 
punkt der  gegebenen  Curve»  (resp.  dem  Berührungspunkt  der  ge- 
gebenen, tangierenden  Geraden)  entspricht.  Daher  in  unserem  Falle 
die  erste  negative  Fusspunktcurve  der  zu  findenden  /,  bezüglich  F 
jene  Parabel,  die  diese  't  zur  Seheiteltaugcnte,  ferner  /'zum  Breun- 
puukt  hat  und  endlich  die  Curve  C  in  /'  berührt.  Letzteres  wird 
kla«%  wenu  mau  bedeukt,  dass  die  C*  ja  die  erste  negative  Fuss- 
puuktcurve  der  C\  bezüglich  F  ist,  und  da  C\  von  der  tt  in  /',  be- 
rührt wird,  so  muss  nach  dem  Vorigen  C  die  bewussto  Parabel  in 
dem  J\  entsprechenden  Puukte  /'  berühren.  Auf  Grund  dessen  und 
mit  Rücksicht  auf  bekannte  Parabeleigenschaften  hüben  wir  mithin 
die  folgende,  einfache  Construction  der  /,.  Man  verlängere  /•'/', 
über  1\  hinaus  um  sich  selbst  bis  M,  fälle  sodann  durch  zu  Mi* 
die  Seuktrechte 

Anrn.:  Aus  dieser  Construction  können  wir  sofort  durch  Um- 
kchruug  eine  andre  gewinnen,  die  uns  in  den  Staud  setzt  auf  einer 
beliebigen  Tangente  einer  ersten  negativen  Fusspunktcurve  deu  Be- 
rührungspuukt  anzugeben.  —  Es  liegt  diese  Aufgabo  offenbar  vor, 
weuu  statt  C  die  C\  gegeben  erscheint  uud  etwa  auf  t  mit  Hilfe  von 
F\  uud  ty  der  Berührungspunkt  /'gefunden  werden  soll,  was  dem 
Obigen  gemäss  auf  folgende  Art  geschehen  kann:  Man  verlängere 
wieder  FI\  über  /',  hinaus  um  sieh  selbst  bis  M,  uud  fälle  von  M 
die  Senkrechte  auf  tly  welche  /  in  /'trifft.  —  Im  folgenden  Abschnitto 
wollen  wir  für  diese  Aufgabe  aber  auch  eine  direetc  Lösuug  gebeu. 

II. 

Es  sei  in  Fig.  2.  bezeichnet  mit  C  wieder  irgend  eine  einfach 
gekrümmte  Curve  und  mit  Fem  gegebener  Fixpunkt  in  ihrer  Ebene, 
ferner  mit  t—\  jene  Tangente  der  ersten  negativen  Fusspunktcurve 
C  i  der  C  bezüglich  F,  welche  der  in  /'  berührenden  Tangente  t  der 
C  entspricht  -  -  Es  handelt  sieh  nun  darum,  den  Berührungspunkt 
P-i  der  t-\  anzugebeu.  —  Eine  hiezu  sich  eignende  Construction 
flicsst  ans  der  Bemerkung,  dass  die  erste  positive,  auf  F  bezogene 
Fusspunktcurve  des  Strahlenbüschels  S  mit  dem  Mittelpunkte  /'  i, 
das  ist  nämlich  der  über  FJ'-\  als  Durchmesser  stehende  Kreis  A', 
die  V  in  P  berührt  ,  was  sofort  klar  wird  mit  Rücksicht  auf  den 
oben  angeführten  Satz:  Weuu  zwei  Curven  (CuudÄ')  sich  berühren, 
so  gehen  auch  ihre  ersten  negativen  Fusspunktcurven  (C'-i  und  8) 
eine  Berührung  ein  etc.  —  Dcmgemass  haben  wir,  um  Fx  zu  er- 
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halten  blos  deu  leicht  zu  ermittelnden  Mittelpunkt  w  des  Kreises  K 
mit  F  zu  verbindcu  und  diese  Verbindungslinie  mit  f-i  zum  Schnitt 
zu  bringen. 

Aum.:  Ebenso  wie  aus  der  in  I.  gegebenen  Tangcuteueoustruc- 
tiou  eine  Berührungspunktconstruction  abgeleitet  weiden  konnte, 
kaun  ans  der  hier  vorgeführten  Bcrührungspuuktconstruetiou  umge- 
kehrt eine  Tangcntenconstruction  gefolgert  werden. 

Ist  nämlich  anstatt  C  die  C-\  gegeben  und  soll  in  den  i'-j  und 
t-\  zugeordnetem  Punkte  P  der  C  die  Tangente  t  verzeichnet  wor- 
den, so  braucht  man  nur  <>,  als  Halbirungspunkt  von  FF- 1  zu  be- 
stimmen und  in  P  die  Senkrechte  t  zu  u>P  errichten. 

Wir  bemerken  endlich  noch,  dass  trota  der  unabhängigen  De- 
duetionen  der  vier,  bereits  vorliegenden  Constructioncn  gleichwohl 
ein  inniger  Zusammenhang  zwischen  denselben  stattfindet,  so  dass  es 
möglich  ist  aus  einer  derselben  mit  Zuhilfenahme  höchst  einfacher, 
planimetrischcr  Sätze  die  übrigen  abzuleiten,  was  dem  freundlichen 
Leser  leicht  gelingen  wird. 

III. 

Die  nuumehr  uoch  vorzutührenden  Constructionsmethoden  wer- 
den wir  durch  den  vorausgehenden  ähnliche  Betrachtungen  gewinnen, 
die  wir  über  Curven  anstellen  wollen,  für  welche  wir  die  Namen: 
Tangeutcu-  und  Punktspiegeluugseurven  vorschlagen.  Die  Identität 
derselben  mit  dvu  positiveu  resp.  negativen  Fusspunkteurven  werden 
wir  in  einem  der  folgenden  Abschnitte  nachweisen.  Zuvördest  müsseu 
wir  jedoch  eine  Detiuitiou  desseu  geben,  was  unter  Tangenten-  be- 
ziehungsweise Punktspiegel ungscurve  zu  verstehen  ist. 

Tangenteuspiegelungscurve  einer  einfach  gekrümmteu  C  bezüg- 
lich zweier  festen  Geraden  //,  und  j/2  ihrer  Ebene  wollen  wir  jene 
stetige  Folge  von  Punkten  nennen,  die  zu  Staude  kommt  durch  die 
Schnittpunkte  der  von  den  (;ils  spiegelnd  vorausgesetzten)  Geraden 
2,  und  f/s  herrührenden  Paare  von  Spiegelbildern  sämtlicher  Tan- 
geuten der  ( .  —  Ist  demnach  /  eine  Taugente  der  C,  /,  und  tt  die 
von  </,  resp.  m  erzeugten  Spiegelbilder  derselben,  so  ist  der  Schnitt- 
puukt  7t  der  /,  mit  der  tt  ein  Punkt  der  Tangentenspiegeluugscurve. 

Unter  Punktspiegelungscurve  eiuer  einfach  gekrümmten  C  be- 
züglich zweier  festen  Geraden  </,  und  gt  ihrer  Ebene  wollen  wir 
hingegen  die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  der  Paare  von  Spie- 
gelbildern ihrer  sämtlichen  Punkte  verstehen ,  woferu  wieder  die 
beiden  festen  Geraden  als  spiegelnd  angesehen  werden.   Daher  ist, 
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wenn  Pt  und  Pt  die  von  gt  resp.  «7,  herrührenden  Spiegelbilder  des 
Punktes  P  der  C  sind,  die  und  Pt  vorbindende  Gerade  t  Tan- 
gente der  Punktspiegelungscurve. 

Sollen  diese  beiden  Definitionen  nicht  illusorisch  werden,  so  ist 
von  vornherein  ausgeschlossen,  das  1.  gx  \  gt  und  2.  gx  I  gt  ist.  Im 
letzteren  Falle  resultiert  nämlich,  wie  leicht  nachzuweisen,  als  Tan- 
fentenspiegelungscurve  stets  die  unendlich  ferne  Gerade  und  als 
Ponktspiegelungscurve  stets  «ler  Schuittpnnkt  der  beiden  festen  Ge- 
radeu.  —  Zu  bemerken  wäre  noch,  dass  Tangenten-  und  Punkt- 
»piegelungseurven  einander  so  gegenüber  stehen,  wie  positive  und 
negative  Fnsspmiktcurvcu.  Es  is*t  iu  der  Tat,  falls  t"  Tangenten- 
spiegelungs-urve  der  ('ist,  umgekehrt  V  Punktspiegelungscurve  der  C". 

IV. 

Da  wir  zu  unseren  weiteren  Untersuchungen  der  Kenntnis  der 
Tangentenspiegeluugscurvc  des  einfachsten  Taugentcngebildes,  des 
Strableubüschcls,  uud  ebenso  der  Puuktspiegeluugscurvc  dos  einfach- 
sten Punktgebildes,  der  geradlinigen  Puoktreihe,  bedürfen,  so  wollen 
wir  in  dem  Abschnitte  diese  Angelegenheit  erledigeu. 

Was  zunächst  die  Taugenteuspiegelungscurve  des  Strahlen- 
bttscliels  betrifft,  so  ist  sofort  klar,  dass  dieselbe  im  Sinne  der 
neueren  Geometrie  aufgefasst  werdeu  kann  als  ein  Erzeugnis  jener 
beiden,  congruenten,  einstimmig  verlaufenden  Strahlenbüschel,  welche 
die  vou  gx  uud  g>2  herrührenden  Spiegelbilder  dos  gegeben  sind. 
Mithin  ist  sie  ein  Kreis  uud  zwar,  wenn  bezeichnet  Verden:  mit  F 
der  Schnittpunkt  der  Geraden  y,  und  mit  Ax  uud  At  die  Schnitt- 
punkte der  durch  den  Mittelpunkt  M  des  Struhlcubüschels  gehenden 
Normalen  zu  gt  resp.  gt  mit  gt  resp.  gt,  derjenige  Kreis,  welcher 
dem  Dreieck  -I, ^/'umschrieben  ist,  denn  /!,,  At  uud-Fsiud  folge- 
weisc  die  Schnitte  der  von  gx  und  g^  erzeugten  Spiegelbilder  der 
Strahleu:  A{M,  AtM  und  FM. 

Anm.:  Wie  man  sieht,  ist  M  der  Hüucupuukt  des  Dreiecks 
AiAiFund,  da  ihm  gegenüber  keine  der  drei  Seiten  dieses  Drei- 
ecks eiue  ausgezeichnete  Stellung  eiuuimmt,  so  dräugt  sich  die  Ver- 
mutung auf,  dass  auch  dass  vou  AxAt  herrührende  Spiegelbild  eines 
beliebigen  Strahles  durch  M  den  Kreis  iu  dem  Punkte  begegnet,  iu 
dem  sich  die  beiden  übrigen  Spiegelbilder  treffen;  und  das  ißt  auch 
so,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt.  Hieraus  folgt  aber,  dass,  falls  mit 
S  der  dem  Strahle  «  entsprechende  Kreispunkt  bezeichnet  ist,  die 
demselben  zugeordnete  Simpsonsche  Gerade  ö  zu  *  parallel  ist  und 
von  ihr  ebenso  weit  absteht  wie  von  & 
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Wir  wenden  uus  nunmehr  der  Untersuchung  der  Puuktspiege- 
luugseurve  der  Geraden  zu. 

Wenn  man  den  Weg  verfolgt,  welcher  der  obigen  Definition  ge- 
mäss einzuschlagen  ist,  um  einzelne  Tangenten  dieser  Curve  zu  er- 
halten, so  wird  man  sogleich  bemerken,  dass  dieselben  als  Verbiu- 
dungsliuien  entsprechender  Punkte  zweier  congruenter  Puuktreihen 
zu  Stande  kommen,  deren  Träger,  die  vou  gx  und  gt  erzeugten  Spie- 
gelbilder der  gegebenen  Geraden  sind.  Sie  ist  also  eine  Parabel 
Bezüglich  der  Elemente  derselben,  als  da  sind  Axc,  Brcnnpu*  kt, 
Scheiteltangente  walten  einfache  Beziehungen  ob,  die  wir  hier  an- 
schliessend darlegen  möchten. 

In  Fig.  3.  sind  gt  uud  gt  die  beiden  festen ,  iu  F  sich  schnei- 
denden, spiegelnden  Geraden  uud  y  ist  diejenige  Gerade,  deren 
Punktspiegelungsgerade  untersucht  werden  soll.  Sic  schneidet  gt  in 
M  ung  gt  in  N.  Ihre  von  diesen  beiden  fixen  Geraden  herrühren- 
den Spiegelbilder  heissen  y,  und  ys.  Deren  Schnittpunkt  S  coinci- 
dirt  mit  den  Spiegelbildern  A9  des  Punktes  A  von  g2  und  Br  des 
Punktes  B  von  gv  Schliesslich  ist  noch  ersichtlich,  dass  ^,  uud  V/, 
die  von  gx  resp.  gt  herrtthrendou  Spiegelbilder  derselben  Puuktc 
sind. 

Zwei  Tangenten  der  Parabel  sind  bereits  vorhanden,  nümlich  y, 
und  y$,  die  Träger  der  dieselbe  erzeugenden,  cougrueuten  Punkt- 
reihen. Die  erstere  ist  dem  Punkte  A  zugeordnet  uud  die  letztere 
dem  Punkte  B.  Man  kennt  auch  die  Berührungspunkte  derselben: 
At  ist  der  der  y,  und  Bs  der  der  yÄ,  weil  der  -4,(0^)  entsprechende 
Punkt  A^iBy)  der  y2(yj)-Rcihe  mit  dem  Schuitte  £  der  Träger  zu- 
sammenfällt. —  Der  Figur  lässt  sich  sofort  entnehmeu,  dass 

A%  Bt  =  AtBt,    FS  -  FAt  =  FBt 

ferner 

(Wkl.  (y„  FS)  =  Wkl.  (y„  /S) 

ist.  Es  sind  also  die  beiden  vou  &  aus  au  die  Parabel  gezogenen 
Tangenten  SAly  SB2  gleich  lang,  woraus  hervorgeht,  dass  S  auf  der 
Axe  derselben  liegt,  und  weil  diese  auf  AxBt  senkrecht  stehen  muss, 
so  ist  es  in  unserem  Falle  die  SF.  —  Wir  bemerken  jetzt  auch, 
dass  F,  wegen 

FS  =  FAX  =  FB2 

der  Brennpunkt  ist,  und  es  erübrigt  jetzt  nur  noch  bezüglich  der 
Scheiteltangente  Einiges  zu  constatiren.  —  Wir  behaupten,  dass 
dieselbe  als  Verbindungslinie  der  Spiegelbilder  <Z>,,  <P8  jenes  Punktes  O 
der  y  sich  ergibt,  der  so  gelegen  ist,  dass  <&F  senkrecht  auf  y  steht. 
Dies  wird  offenbar  dann  bewiesen  sein,  wenn  es  gelingt  zu  zeigen, 


Digitized  by  Google 


Janitch:  Tangnitenconttructionen  für  Futtpunktcurctn.  201 


dass  <t>,  0.  senkrecht  auf  SF  wird.  Das  letztere  kann  etwa  auf 
folgende  Weise  geschehen:  Das  Dreieck  ABFw  ist  gleichschenklig 
and  hat  F<t>  zur  Höhe,  daher  ist 

AQ  =  ß<P 

mithin  auch 

also  ist  auch  Dreieck  FQ%  Ot  gleichschenklig.  Diese  beiden  Drei- 
ecke haben  aber  Ot0t  zur  gemeinsamen  Grundlinie,  und  daher  steht 
SP,  als  Verbindungslinie  ihrer  Spitzen,  senkrecht  zu  derselben.  W. 
z.  b.  w.  —  Es  ergibt  sich  die  Scheiteltangente  übrigens  auch  noch 
auf  einem  audern  Wege,  nämlich  als  Verbindungslinie  der  Fuss- 
punkte  M'  und  X\  der  von  M  resp.  N  auf  gt  resp.  gt  gefällten 
Perpendikel.  Der  Beweis  hiezu  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  den 
bokauuteu  Satz,  welcher  besagt,  dass  die  Höben  eines  Dreiecks  zu- 
gleich die  Iuuenwinkelbalbircndcu  eines  anderen  sind,  das  zu 
Ecken  die  Höhenfusspunkte  des  ersteren  hat.  (In  unserem  Falle 
sind  diese  beiden  Dreiecke  MJSF  und  M'N'Q.) 

V. 

Wir  gehen  in  dem  Abschnitte  über  zum  Nachweis  der  Identität 
der  Tangeutenspicgclungscurvon  mit  den  ersten  positiven  Fusspunkt- 
curven  und  behaupten:  „Die  Tangentenspiegelungscurve  einer  C  be- 
züglich zweier  festen  Geraden  ist  identisch  mit  der  ersten  positiven 
Kosspuuktcurve  einer  grösseren  mit  C  indirect  ähnlichen  Curve  C" 
bezüglich  des  Schnittpunktes  dieser  beiden  Geraden.  Das  von  der 
den  spitzen  (stumpfen)  Neigungswinkel  w  der  festen  Geraden,  balbi- 
renden  herrührende  Spiegelbild  C  der  C"  ist  iu  ähulicher  Lage  mit 
C  und  zwar  ist  das  Aehnlichkcitseentrum  gleichfalls  der  Schnitt  der 
gegebenen  beiden  festen  Geraden.  Es  ist  dieses  Ceutrum  ein  äusseres 
(inneres).  Endlich  hat  man  die  lineare  Vergrösserung  gegeben 
durch  sectr." 

In  Fig.  4.  sind  bezeichnet  mit  gx  und  gt  wieder  dio  beiden 
festen  Geraden  und  mit  F  ihr  Schnittpunkt,  ferner  mit  w  einer  ihrer 
Neigungswinkel  und  mit  h  die  denselben  Halbirende.  Des  weiteren 
ist  zu  ersehen,  dass  die  von  gx,  gt  und  ä  herrührenden  Spiegelbilder 
einer  Geraden  *,  die  unter  <p  gegen  gx,  unter  y  gegen  g%  geneigt  ist 
und  gx  in  3A,  g%  in  N,  H  iu  h  trifft,  folgeweise  heissen  /, ,  (/). 
i,  trifft  t%  in  i»,  (0  in  Px  und  letzeres  in  Pt.  —  Setzen  wir  vor- 
aas, dass  t  Tangeute  einer  beliebigen  Curve  C  sei ,  dann  ist  P  ein 
Ponkt  ihrer  Tangentenspiegelungslungscurve.  Der  obigen  Behauptung 
zufolge  muss  sich  nun  zeigen  lassen,  dass  das  von  h  herrührende 
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Spiegelbild  t'  der  durch  P  geheuden  zu  FP  Senkrechten  welche 
h  in  Q  schneidet,  parallel  zu  t  und  dass  ferner 

QF:  HF=Becw  ist. 

Da  aas  f  ||  t  folgen  würde  auch  t"  ||  (/),  also  (<)  senkrecht  auf 
PF  und  umgekehrt  aus  (0  senkrecht  auf  PF  . . .  v  \  /,  so  ist  letz- 
teres bewiesen,  wenn  es  das  erste  ist.  Dies  gelingt  leicht,  wenn  wir 
bemerken,  dass  die  in  der  Figur  mit  £(,  ;s  bezeichneten  Wiukel 
paarweise  gleich  sind,  was  daraus  hervorgeht,  dass  F  Mittelpunkt  je 
eines  der  den  Dreiecken  PMN,  PJHM  und  PtHN  angeschriebenes 
Kreisen  ist.  -  -  Bevor  wir  aber  auf  den  Beweis  eingeheu  können, 
müssen  wir  die  absolute  Grösse  dieser  Winkel  bestimmen. 

Wir  bezeichnen  mit  ji  den  Wiukel  PPM  und  mit  v  den  Winkel 
FFN  und  haben  danu  für  den  bei  M  befindlichen  Aussenwinkel  tp 
des  Dreiecks 

PFM  :  <p  -  *  + 

ebenso  für  den  bei  N  befindlichen  Aussenwinkel  \p  des  Dreiecks 

PFN  :  tp  =  |  +  v 
Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungcu  ergibt  sieb: 

daher,  weil 

qp  -|-  tp  «=»  Tt  —  W  ist 

n  —  2(£+  ir)   und  £  —  ^  —  w 
Setzt  man  an  die  Stelle  von  w  .  .  .  j ,  so  ergibt  sich  sofort : 

*i  —  i'f  —  2 '  ~"  2 

was  leicht  einzusehen  ist,  da  ja  die  Punkte  P, ,  3/,  H,  F  und  Pt, 
iV,  //,  F  wesentlich  dieselbe  Coufiguratiou  bilden,  wie  die  Punkte 

P,  JH,  N,  F. 

Aus  der  Gleichheit  der  Wiukel  5, ,  |s  folgt  aber,  dass  sowohl 
Dreieck  FPtP2i  wie  auch  Breieck  PPjPs  gleichschenklig  ist,  und 
mithin  FP  senkrecht  auf  FjP,  steht,  w.  z.  b.  w.  —  Interessant  ist,  dass 
man  hat: 

Wkl.  PP,  Pt  -  Wkl.  PP,P,  =  ff  —  2jj|  ™  ff  —  2Hf  tc. 

Nunmehr  läset  sich  sich  auch  mühelos  der  zweite  Teil  des  Be- 
weises herstellen.  Man  fandet: 
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Somit  wäre  der  am  Eingänge  dieses  Abschnittes  aufgestellte 
Satz  gerechtfertigt;  aber  auch  der  folgende  ist  es:  „Die  Punkt- 
Rpicgclungscurve  irgend  einer  C  bezüglich  zweier  festen,  sich  schnei- 
denden Geraden  ist  identisch  mit  der  ersten  negativen  Fusspuukt- 
curve  einer  kleineren  mit  C  iudirect  ähnlichen  Curve  C"  bezüglich 
des  Schnittpunktes  dieser  beiden  Geraden.  Das  von  der  den  spitzen 
(stumpfen)  Neigungswinkel  jener  Geraden  halbireuden  hervorge- 
rufene Spiegelbild  C  der  C"  ist  in  ähnlicher  Lage  mit  C,  und  zwar 
ist  das  Achnliclikeiiscentrum  gleichfalls  der  Schnittpunkt  der  beiden 
festen  Geraden.  Es  ist  dieses  Ceutrum  ein  äusseres  (inneres).  End- 
lich hat  man  die  lineare  Verkleinerung  gegeben  durch  cosic"  — 
Es  ist  dies  leicht  einzusehen,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  die 
Tangcntcnspiegelungscurven  den  Punktspiegelungscurven  ebenso  ge- 
genüberstehen, wie  die  ersten  positiven  den  erstcu  negativen  Fuss- 
punktcurven. 


Wir  siud  nun  in  den  Stand  gesetzt,  eine  Construction  der  Tan- 
gente in  einem  Punkte  einer  festen  positiven  Fusspunkteurve  mit 
Hilfe  der  mit  ihr  identischen  Tangcutenspiegelungscurvc  herzuleiten. 

Zu  dem  Zwecke  diene  Fig.  5.  In  derselben  ist  mit  6*  eine  ge- 
gebene, ebene  Curve  bezeichnet  nnd  mit  P  jeuer  Fixpuukt,  bezüg- 
lich desseu  C,  die  erste  positive  Fusspunkteurve  der  C  ist,  vou  der 
aber  nur  der  dem  Punkte  7'  der  C  entsprechende  ersichtlich 
gemacht  wurde.  Durch  F  sind  ferner  die  beiden  bekanuten  fixen 
Geraden  gt  und  //,.  unter  einem  Winkel  w  —  60°,  jedoch  sonst  be- 
liebig gezogen,  und.  da  zu  dem  Spiegelbilde  C'  der  C\  welches  von 
der  u-Halbiieuden  herrührt,  die.  der  C  ähnliche  und  in  Hezug  auf 
F  ähnlich  gelegene  C"  gemäss  V.  derart  construirt  wurde,  dass  die 
Entfernungen  je  zweier  entsprechenden  Punkte  der  C"  und  C  vou 
F  sich  verhalten,  wie 


so  muss  t\  die  Tangentcnspicgelungscurve  der  C"  bezüglich  gx  und 
gt  sein. 


VI. 


1  :  sec  «•  =  1  :  secGO0 


-1:2 


Digitized  by  Google 


204  Janisch:  Touytutentonhti  u<t  innen  für  Fustpvnkfcurven. 


Nun  bc  rührt  aber  die  der  Tangente  f,  im  Punkte  T,  entsprechende 
Punktsp'egclungsparabcl  die  C"  in  tiein  P  entsprechdeiu  Punkte  />", 
denn  die  P,  und  seinem  Nachbar  (7\)  zugeordneten  Taugcuteu  dieser 
Parabel  sind  <"  und  («"),  wo  (*")  die  t"  uumittelbar  beuaehbar  Tau- 
gente  der  C"  bedeutet  und  folglieh  t"  in  P"  trifft;  daher  kanu,  mit 
Bücksicht  darauf,  dass  F  Brennpunkt  ist,  die  Seheitcltangeutc  leicht 
bestimmt  werden.  Hat  mau  diese,  dauu  braucht  man,  um  tt  zu 
finden,  uur  mehr  im  Schuittpunkt  derselben  mit  einer  der  fixen  Ge- 
raden (etwa  gx)  auf  diese  Gerado  eine  Senkrechte  zu  errichleu  und 
deren  Schnitt  mit  der  anderen  {gt)  mit  1\  zi  verbinden.  (Siehe  IV, 
Schlussbemerkuug.) 

Anm  :  Ist  nicht  C,  sondern  (\  gegeben,  und  handelt  es  sich 
darum  mit  Hilfe  der  Kcnutuiss  von  J\  und  <,  auf  t  den  Berührungs- 
punkt P  anzugeben,  so  kann  dies  dadurch  geschehen,  dass  mau, 
rückwärts  schreitend,  vorerst  t"  bestimmt,  dauu  die  Schciteltangente 
der  vou  /,  erzeugten  Puuktspiegeluugsparabel,  welche  t"  zur  Tau- 
gente hat  uud  zwar  iu  dem  der  C"  angehörigeu  Puuktc  /'",  der 
sehr  leicht  zu  Huden  ist  Aus  ihm  leitet  man  hernach  P'  uud  end- 
lich /'ab.  —  Dies  wäre  ein  Weg,  um  mit  Hilfe  der  Puuktspicgc- 
lungscurvo  einer  gegebenen  Curve  (c"  der  C)  die  Berührungspunkte 
einzelner  Tangenten  der  ersten  negativen  Fusspunktcurvo  derselben 
zu  ermitteln.  Im  nächsten  Abschnitte  werden  wir  uns  mit  der  Ue- 
duetion  eines  zweiten  beschäftigen. 

VII. 

In  Fig.  6.  sei  wieder  C  eine  beliebige  ebeno  Curve  uud  t~\  die 
dem  Punkte  P  derselben,  dem  Berührungspunkt  der  /,  entsprechende 
Taugeute  ihrer  erstcu  negativen  Fusspunktcurvo  C'-i  bezüglich  F. 
—  Nach  dem  Schlusssatzc  iu  Abschuitt  V.  ist  diese  identisch  mit 
der  Punktspiegelungscurve  der  C"  in  Bezug  auf  die  durch  F  gehen- 
den unter  60°  geneigten  Geraden  gx  uud  da  das  Spiegelbild  C" 
der  C,  welches  von  der  diesen  Winkel  vou  6üw  Halbirenden  her- 
rührt in  entsprechender  perspektivischer  Lago  mit  C  sich  befiudot, 
und  jede  Sehne  derselben  doppelt  so  gross  ist,  als  die  homologe 
der  C. 

Betrachten  wir  P-i,  den  zu  ermittelnden  Berührungspunkt  der 
t_i,  als  Mittelpunkt  eines  Strahlenbüschcls,  und  denken  wir  uns  seinen 
Tangeutenspiegelungskreis  bezüglich  gx  und  gt  construirt,  so  können 
wir  behaupten,  dass  derselbe  die  t'  in  P'  berührt,  denn  da  die  bei- 
den von  gt  und  gt  herrührenden  Spiegelbilder  der  t-\  sich  in  V 
schneiden  und  die  der  t-i  unmittelbar  benachbarten  Tangente  an 


Digitized  by  Google 


Janisch:  Tangtntenconstructionen  für  Fusspunktcurven.  205 


welche  zugleich  Nachbarstrahl  des  Strahles  /-i  ist,  in  dem  auf 
t'  gelegenen  Nachbarpunkt  von  P'  einander  treffen,  so  ist  t'  gemein- 
same Tangente  in  dem  gemeinsamen  Punkte  P*  des  Kreises  und 
der  C. 

Dieser  Kreis  kann  unter  Berücksichtigung  dessen,  dass  F  ihm 
angehört,  construirt  werden,  und  wenn  man  von  seinem  zweiten 
Schnittpunkt  mit  einer  der  festen  Geraden  (etwa^,)  eiue  Senkrechte 
auf  die  andere  fällt,  so  ergibt  sich  als  Schnitt  derselben  mit 
1-1.  (Nach  Abschnitt  IV.) 

Anm.:  Auch  diese  Construction  gestattet  eine  Umkehrung,  und 
wir  gewinnen  so  noch  eine  zur  Ermittlung  der  Tangente  in  einem 
Punkte  einer  ersten  positiven  Fusspunktcurve  mit  Hilfe  der  mit  ihr 
identischen  Tangentenspiegclungscurve.  —  Wenn  t-\  und  P-\  ge- 
geben sind,  und  die  Tangente  t  in  P  angegeben  werden  soll,  so  kann 
dies  durch  Ermittlung  von  V  in  P'  uud  t"  in  P"  geschehen,  wie  es 
der  Figur  zu  entnehmen  ist.  Um  V  zu  erhalten,  verzeichne  man 
jenen  Kreis,  welcher  durch  F,  P'  und  den  Fusspunkt  einer  durch 
P-i  geföllten  Senkrechten  zu  gx  (oder  g%)  mit  gt  (oder^)  geht,  und 
ziehe  in  P*  die  Tangente  t'  au  denselben. 

Zum  Schlüsse  sei  es  uns  gestattet  darauf  hinzuweisen,  dass  die 
in  Abschnitt  I.  uud  II.  gegebenen  Constructioueu  Analoga  in  Bezug 
auf  Flächcu  haben.  Wir  glauben  es  jedoch  dem  freundlichen  Leser 
überlassen  zu  dürfen,  den  Nachweis  hiefür  zu  liefern  und  begnügen 
uns  mit  der  Andeutung,  dass  zu  den  entsprechenden  Deductionen 
einerseits  das  llotationsparaboloid  und  andrerseits  die  Kugel  heran- 
gezogen wird. 

Wien,  am  2.  October  1888. 
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MüceUen. 


XL 

Miscellen. 


l. 

Die  Entwicklung  der  Exponent lellen  in  eine  unendliche 

Factorenfolg-e. 

Werden  die  Logarithmen  der  Ausdrücke,  welche  aus 


(-1)« 

2c« 


dadurch  entstehen ,  dass  für  rm  die  Combinationen  ohne  Wieder- 
holung aller  Classen  der  Primzahlen  von  p3  —  3  augefangen  gesetzt, 

sodanu  m  unendliche  für  x  ^  convergirende  Reihen  entwickelt, 

summirt  und  gleichuami  ;e  Potenzen  zusammengezogen,  so  bleibt  vou 
allen  Reihengliederu  nur  das  erste  Glied  der  eisten  Reihe  steheu; 
denn  es  ist: 


,    /l+^Y-  *3  x1      x»      x11      rr,s  r1& 


4- 1  £  +  •  •  • 


ms) 


1 

*  "~  3  '  '  ~~  9        *  ""13 

1 

2  5  a-ö 
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2.3.5 


+  15  + 


(-1)- 


.=0  3  \l-x'mJ 

oder 

(-1)" 

Für  ac  eine  beliebige  Potenz  xH  gesetzt,  giebt  lj  sofort  eine  Factoren- 
folge  für 

Dasä  alle  höheren  Potenzen  von  x  sich  gegenseitig  aufheben, 


x  r 


folgt  aus  der  Bemerkung,  dass  irgend  ein  Glied  —  in  allen  jenen 


~  T  )  vorkommt ,  in  welchen  der  Expo- 
nent cm  ein  Teiler  von  <v  ist,  und  zwar  (— l)"^)  raal,  —  0, 
1,  2  ...  r),  daher  im  Ganzen  1-  Q)+        -  +  .  .  .  t  

Die  Couvergeuz  der  Factorenfolge  filr  t*  folgt  daraus,  dass  der 
natürliche  Logarithmus  eiue  Reihe  ist,  welche  auch  durch  die  Mul- 


i 
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tiplication  und  Summirung  je  zweier  übereinander  stobenden  Glieder 
der  beiden  Reihen 

2*        2.3'        2.5   '  *  -+2.3.51 


•  •  •  • 


m-ü).  *<s&.  Htm  -  >°>(m  

entstebt.  Die  erste  Reihe  ist  aber  -  iU  — i)(l  -  J)(l  —  i>  °» 
während  die  Glieder  der  zweiten  Reihe  fortwährend  abnehmen,  wenn 

<L  4-  1 

an  der  Voraussetzung  x  ^  _  1  festgehalten  wird. 

Die  Exponentielle  mit  echt  gebrochenem  Exponenten  stellt  sich 
somit  als  eine  unendliche  convergente  Factorenfolge  von  Potenzen 
algebraischer  Functionen  dar. 

Das  zweite  Productzeichcn  H  hat  die  Grenzen  0  und  »  und  ist 
so  zu  verstehen,  dass  für  sämtliche  Primzahlen  von  ;>3  =  3  auge- 
fangen diese  Functionen  zu  bilden  sind.  Es  ist  aber  offenbar  auch 
gestattet  als  obere  Greuze  eine  sehr  grosse  Primzahl  pMi2  zu  neh- 
men und  dann  zu  schreiben 

(-!)" 

e'  -  lim  11   AI  -"■  -  )  2| 
Für  *  =  l  wird 

(-Dw 


lim  11   II  [  )  3] 

w=0    3     \^2C,n  —  1  / 

oder 

_ol/7    1/31  .  1/127  /J/2047  .  j/~819l   i/32  769 

'  "7  9  r  33  r  i2y  r  2049  r  8193  r  32707 

wo  der  7te  Factor  erst  auf  die  Cte  Decimalstellc  Einfluss  hat. 
Für  r  =  O  l  ist,  da 

^-1+2^  +  2^+...-!+^+^-  +  ...  =  VO-*2 
gleich  einem  periodischen  Mecimalbruch  mit  «stelliger  Periode  ist, 
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{-\y 

m=0  3 


4) 


oder 


1(1  •2).(l-0"2)11*...  T 
L(l  -0*2)^.(1  -0*  2)*  ...J 


Ein  beliebiger  Factor  in  lj  ist 


(-Dm 
«1 — x  ^ 


in 


>m  — 1 

*  (-1) 

,=0 


(-1)' 
2r„ 


c,„-l 
2:    x»  -1 


Werden  nach  erfolgter  Einsetzung  in  lj  die  sämtlichen  Potenzen  von 
1+ar 

vereinigt,  so  erhält  dieser  Bruch  den  Exponenten 


m-0  2cm 


1  1 

2  2.3 


1   -      4-    1    -I.     -  - 


daher  gilt  auch 


-  //  // 

wi-0  S 


>m— 1 

2:  (—!)•>'• 


<?«—  1 


»=0 


X' 


(-  l)w 

2fm 


5] 


und  weil 
— 1 

2  (—  1)V 

1  _  ^  l-2*+:'x»-+...+2r 

ist,  so  folgt: 


(-!)• 


-  Tl  ß(|_2r+2j»-  ...  +2/'"-1  -  2xf"*+,+-...)  2C"  6J 

statt  der  unendlich  grossen  oberen  Grenzen,  kann  wieder  n,  resp. 
pn+2  genommen  uud  dann  zur  Grenze  übergegangen  werden. 

Arcb.  d.  Math.  o.  Phyn.   2.  Reih«,  T.  IX.  U 
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Für  «oö'l  ist  obige  Reihe 

«=  1  -0-2  +  0  02-  ...  +  0.<?'H"~22-0.r","~22+  ... 

folglich,  wenn  beiderseits  quadrirt  wird: 

1  _  i   v   j 

«'  —  lim  (0*819)      .(0*81819)    \  (0*8181819)  T.k* 

Wenn  eine  Genauigkeit  von  6  Stellen  beansprucht  wird,  können 

0.9 

samtliche  späteren  Factoren  l-  näherungsweise  -  -  =0*81  ange- 
nommen werden.    Nun  ist  die  Summe  aller  Exponenten 

-?(■-■)- 

daher 
folglich 

34 

1  ~  105 

Das  Resultat  hat  die  gewünschte  Genauigkeit. 

Franz  Rogel. 


2. 

Zahlentheoretiache  Eigentümlichkeiten  gewisser  Reihen. 

Wenn  die  Function  f{r)  sich  nach  dem  Maclauriu'scheu  Satze 
in  eine  convergente  Reihe  verwandeln  lässt: 

m  -  f(0)  +  * ,  f(0)+  |J  HO)  +  ...+*„+... 

so  entsteht  hieraus  eine  neue  Reihe,  wenn  beiderseits  mit  *  multi- 
plicirt  und  differentiirt  wird. 

Dieselbe  ist  jedoch  auf  ihre  Convergenz  zu  prüfen;  es  wird 

jedenfalls  ^(xT?,,)  bei  unendlichem  n  verschwinden  müssen;  es  ist 
dann : 
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Wenn  die  in  dem  Coefficienten 

n  1 

(n-\)\  ~(n-l)\ 
n 

des  allgemeinen  Gliedes  angezeigte  Division  wirklich  ausgeführt  wird, 
so  ist  nach  dem  Wilson'schen  Satze:  (n  —  1)!  == — l(modn),  sobald 
n  eine  Primzahl  ist.  Genannter  Coefficient  erscheint  somit  in  diesem 
Falle  unter  der  Form 

V 

in  dem  Falle,  als  n  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist,  jedoch  unter 


in  — 

w 

woi>  n  eine  von  1  verschiedene  Zahl  ist. 
Es  ist  nun 

m +* rix)  - no) + ^no)  +lT^_h r(Q)  +  ^|  fm{0) 


Specielle,  bemerkenswerte  Fälle  wären: 

1)  /<*)-«* 

3         n  T/i    ,      v         *    i       *  X*  X*  XA  Xb 

fi  («')  -•»(!+-)=«  1  +  HTj  +  i      +  s  -f  +  5-1  +  20 
*6  x7  an8  x9  jr10 

+  103^-  j  +  63Ö  +  448Ö  +  36288  +  329  891^^  +  ' 

2)  /(*)  —  cosac 

ar*  a;*  xG  x* 

cos*-  <rsin*  =  1  -  -  Ic)3^|  +  44«ö 

~  329  891  —  ^  +""••• 


3)  A»)-l*cot| 
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i?j  a;*  B s  B$  x*        B-i  ac* 


1-J      5-ü      103-T  "^80 


Brünn 


Franz  Kogel. 


Elementare  Bestimmung  des  KrUninningsmlttelpunkte«  der  Parabel. 

Als  bekannt  wird  vorausgesetzt,  dass  man  den  Krümmungsmittel- 
punkt  als  den  Schuittpunkt  zweier  unendlich  nahen  Normalen  nud 
den  Berührungspunkt  einer  Tangeute  als  deu  Schnittpunkt  derselben 
mit  der  unendlich  nahen  Tangente  betrachten  kann. 

Die  Parabel,  für  deren  Punkt  P  der  Krümmuugsmittelpunkt  be- 
stimmt werden  soll,  ist  Fig.  1.  durch  die  Achse  X,  die  Tangente  T 
und  deu  Berührungspunkt  P  derselben  gegeben. 

Die  Normale  JV  in  P  schneidet  die  Achse  iu  R  uud  ist  Q  der 
Fusspunkt  des  von  P  auf  die  Achse  gefüllten  Perpendikels ,  so  ist 
QR  als  Subnonnale  der  Parabel  gleich  />,  der  Entfernung  des  Brenn- 
punktes von  der  Leitlinie.  Um  die  uueudlieh  nahe  Normale  zu  A 
zu  Huden ,  müsste  mau  zu  P  einen  unendlich  nahen  Punkt  7"  auf 
der  Parabel  anuehnien,  dieser  liegt  aber  zugleich  in  der  Tangeute  T. 
Von  diesem  müsste  man  eine  Senkrechte  auf  die  Achse  fällen  und 
vou  ihrem  Fusspunkte  U  nach  rechts  p  auftragen  und  deu  dadurch 
erhalteuen  Punkt  R'  mit  K  verbinden.  Führt  mau  die  eben  be- 
sprochene Coustructiou  für  alle  Punkte  vou  T  durch,  so  erhält  man 
unendlich  viele  Geraden ,  von  deueu  gezeigt  werden  soll ,  dass  sie 
eine  Parabel  eiuhüllen,  dereu  Scheiteltaugente  die  Achse  und  deren 
Scheitel  S  ist,  wenn  man  AS  =»  p  macht  Errichtet  mau  iu  S  eine 
Senkrechte  auf  die  Achse,  und  schneidet  diese  das  in  R  auf  die  Nor- 
male errichtete  Perpendikel  in  F%  so  ist  F  der  Brennpunkt  dieser 
Parabel,  was  man  bewiesen  haben  wird,  weun  mau  zeigt,  dass  FW 
senkrecht  auf  P'R'  ist  ;  denn  bewegt  sich  ein  rechter  Winkel  so,  dass 
der  Scheitel  beständig  auf  einer  Geraden  bleibt,  und  ein  Schenkel 
durch  einen  festen  Punkt  geht,  so  hüllt  der  zweite  Scheukel  eine 
Parabel  ein. 


Bezeichnet  man  deu  Winkel  TAX  mit  a  und  jenen  P'R'Q'  mit 
ßy  so  ist  im  P'Q'R' 
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P'Q' 

««/»-  ~r 

nnd  im  &  AP'Q' 

P'Q'  -  AQ'.  iga 
Xon  ist  AQ'  —  AS+SQ'  =  Q'R'+SQ'  =  SR' 
und 

P'Q'  -  SJP.tg« 

daher 

SR'.tga 

igß  -  — 1) 
Bezeichnet  man  den  Winkel  SR'F  mit  >,  so  ist 

SÄ' 

C0{J==  SF 

Ferner  ist  &  APQ  ^  /SÄ,  denn  es  ist  AQ  —  />  +  SQ  —  »SÄ  nnd 
FR  5  r,  daher 

-  pcoto=  /- 
.  tgo 
und 

daher  mittelst  1)  ß  nnd  >  Complemeutswinkel  und  FR'  senkrecht 
auf  P'  R\ 

Die  zwei  unendlich  nahen  Normalen  der  ursprünglichen  Parabel 
sind  demnach  zwei  unendlich  nahe  Tangenten  der  eben  bewieseneu 
Parabel  und  ihr  Schnittpunkt  d.  h.  der  Berührungspunkt  von  N  der 
Krtimmungsmittelpunkt.  Um  letzteren  zu  finden  verlängere  man  FR 
um  sich  selbst  über  Ä,  wodurch  man  den  Gegenpunkt  G  erhält. 
Fällt  man  von  G  eiue  Senkrechte  auf  die  Achse,  so  schneidet  diese 
A*  im  Krümmungsmittelpunktü  M. 

Anmerkung.  In  Fig.  1.  lässt  es  sich  leicht  zeigen,  dass  FM 
senkrecht  auf  PF,  woraus  sich  die  bekannte  Coustruction  des  KrUm- 
mungsmittelpunktes  der  Parabel  mittelst  der  Winkelbrettchen  allein 
ohne  Benutzung  des  Zirkels  ergibt. 

Nun  lässt  sich  auch  die  bekannte  Formel  für  den  Krümmungs- 


halbmesser  q  =  y  —-  ~     aufstellen,  worin  x  die  Absei  sie  von  P 

in  Bezog  auf  den  Parabelscheitel  als  Anfangspunkt  und  die  Achse 
als  Abscissenachse  ist 
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Es  ist  dann  FQ  «=  y,  AQ  als  Subtangente  der  Parabel  gleich 
2ar,  und  weil  A  KüG  ^  FSR  auch  RB  =  2z,   Ferner  ist 

q  •=  PR+RM 

rR  =  V^H-  p5  «-  VV+p*  -  VpTp  +  ^Ö 
Endlich  sind  die  Dreiecke  RBM  uud         ähnlich,  daher 

RM  :  Vpd?  +  2*)  =  2x:p 


und 


woraus  sich 


*  -  (l  +  ~)  Vpip+27) 


ergibt. 

Pilsen.  Wilhelm  Rulf. 


4. 

Verwandlung  einer  Kreisfläche  in  ein  annähernd  gleich  grosses 

Quadrat 

Es  sei  in  der  Figur  ab  der  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises. 
Radius  cd  sonkr.  zu  ab,  ce  —  \cd  uud  ef  —  At  \  cd,  de- 

ich uud  kz  =  r/y.   Nun  ist  a*  die  Seite  des  verlangten  Quadrats. 

Beweis  : 

Zieht  mau  die  Uülfslinie  ly  ||  cd,  so  ergiebt  sich  aus  der  Aehn« 
lichkeit  der  Dreiecke  ace  und  aly,  ferner,  da  lb  zu  ly  sich  verhält 
wie  ly  :  al,  und  da  der  Bedingung  zufolge  ce  =  \cd  ist.  dass  lb  -=■ 
j/y  »  Ja  /  =  und  «/  somit  —  8/ioa^  sein  muss.  Ebenso  lflsst 
sich  beweisen,  dass  ch  =  1j6Qab,  und,  da  der  Bedingung  zufolge 
ck  =  ich  sein  soll,  ck  =  7/ioo°*  >8t»  woraus  wieder  folgt,  dass 
ak  —  bllmob  ist. 

Da  aber,  wie  schon  vorhin  bewiesen,  26  =  Jai,  a*  somit  — 
und  ly  «=  Ja/  ist,  bo  ist  /y  =  Ja6. 

da  nach  dem  Vorhergehenden  c/  —  s/,0o6  und  ly  =  */5ab  ist. 
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Nun  soll  der  Bedingung  zufolge  az  =  ak-\-dy  sein,  az  ist  so- 

Der  Flächeninhalt  eines  Kreises  mit  dem  Durchmesser      ab  ist 
3  1415927  m 

—  ~ — -.«A1  ~  0  785 3982. a 6*,  und  der  Flächeninhalt  eines 

Quadrats,  desseu  Seiten  -0  8862279. sind,  -  0  8862279*^6» 

—  0  785  3994 ab2.  Das  Quadrat  ist  somit  nur  um  12  auf  78539  2 
oder  um  1  auf  654498  zu  gross. 

Ernst  Lakeumacher. 


5. 

Trigonometrische  Formeln  cur  annähernden  Bestimmung  der 

Sinuswerte. 

Setzt  man 

90 

30^-2  für  die  Winkel  0  bis  15° 
90 

--2       „     ||       H   15   „  30« 

1|)-2      „    „        „   30    „  450 

setzt  man  dann  ferner  allgemein 

b  —  V2°  —  a+a 

so  ist 

( V*-  &  -  Vh mr  ° bis  150 

sin?  -  J  j/1  „   15   „  300 

'  KR    » 30  - 450 

Diese  Formeln  geben  streng  richtige  Werte  für  die  Winkel  7}, 
12,  15,  18,  22J,  30,  36  und  45°  und  finden  ihre  Erklärung  darin, 
dass  es  mir  gelungen  ist,  dies  Verfahren,  die  Sinuswerte  dieser 
Winkel  zu  berechnen,  in  eine  einheitliche  abgeschlossene  Formel, 
wie  solche  oben  für  die  Winkel  15  bis  30"  angegeben  ist,  zu  bringen. 
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Da  die  Lücken  zwisebeu  15,  18,  22$  und  30°  keine  grossen  sind,  so 
ist  vorauszusetzen,  dass  auch  für  alle  übrigen  Winkel  zwischen  15 
und  30°  auuahernd  richtige  Resultate  nach  dieser  Formel  erhalten 
werden.  Iu  der  Tat  erreichen  die  Differenzen  in  den  seltensten  Fällen 
3  Eiuheiteu  der  vierten  Decimale,  die  grö9stc  ist  nahe  bei  q>  =  4°. 
Die  für  die  Winkel  unter  15°  und  über  3  J°  geltenden  Formeln  sind 
aus  dieser  Formel  auf  Grund  der  bekannten  trigonometrischen  Lehr- 
sätze, nach  welchen  aus  den  Functionen  zweier  Winkel  die  Function 
für  deren  Differeuz  und  aus  der  Fuuction  eines  Winkel  die  des  dop- 
pelt so  grossen  Winkels  gefunden  wird,  abgeleitet. 

Der  Sinus  für  den  Winkel  von  15°  lässt  sich  sowol  nach  der 
für  die  Winkel  von  0  bis  15°  als  auch  nach  der  für  die  Winkel 
von  16  —  30°  geltcudcu  Formel  berechnen,  ebenso  lassen  sich  die 
Sinuswerte  für  die  Wiukel  von  30  und  45°  sowol  nach  der  für  16 
bis  30,  als  auch  nach  der  für  31  bis  15°  gültigen  Formel  berechnen. 

Ernst  Lakenmacher. 


6. 

Ueber  den  Schnitt  einer  Hyperbel  mit  einer  Geraden 

Im  Teil  VIII.  pag.  315  dieses  Journals  habe  ich  eine  Construction 
der  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer  Hyperbel  angegeben, 
welche  darauf  beruht,  dass  die  Hyperbel  durch  ciuo  ihr  affin  ver- 
wandte die  denselben  Scheitelkrcis  (Kreis  über  der  reellen  Axc  als 
Durchmesser)  besitzt  ersetzt  wird,  die  Gerade  aber  durch  eine  den 
letzteren  berührende.  Da  sich  die  Schnittpunkte  einer  solcheu  Ge- 
raden mit  der  Hyperbel,  wie  au  citirter  Stelle  gezeigt,  sehr  einfach 
ergeben,  erledigt  sich  auch  der  allgemeine  Fall  damit  leicht. 

Eiue  weitere  noch  einfachere  Lösuug  dieser  Aufgabe,  wobei 
dieselbe  gleichfalls  auf  den  eben  erörterten  speciellcn  Fall  zurück- 
geführt wird,  ergibt  sich  bei  Benutzung  eines  von  Chasles  (siebe 
Geschichte  der  Geometrie,  deutsch  von  Sohukc,  Halle  1839.  Note  IV. 
pag.  288)  zuerst  und  ohue  Beweis  mitgeteilten  Satzes,  für  welchen 
Prof.  Beiz  iu  seiner  Abhandlung:  „Ueber  die  Focalcurven  des  Que- 
teletu  (Sitzungsberichte  der  kaiserl  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Wien,  LXXVII.  Bd.  1880)  einfache  Beweise  gegeben  hat,  und 
welchen  derselbe  in  einer  weiteren  Abhaudlung:  „Note  zur  Abhand- 
lung über  die  Focalcurven  des  Quetelct"  (ebenda  XCVII.  Bd.  ISSS) 
auf  die  Aufgabe  einen  geraden  Kreiskegel  nach  einem  gegebenen 
Kegelschnitt  zu  schneiden  angewendet  bat  und  hiebei  zu  überraschend 
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eiofiachen  Resultaten  bezüglich  der  schon  von  Apellonuis  behan- 
delten Aufgabe  gelangt  ist. 

Der  hier  in  Rede  stehende  Satz  kann  wie  folgt  ausgesprochen 
werden: 

„Die  aus  der  Mitte  eines  ebeueu  Schnittes  eines  geraden  Kreis- 
„kegels  nach  der  Axc  desselben  gezogene  Parallele  zu  einer  der 
..beiden  Erzeugenden,  welche  in  der  zur  schneidenden  senkrechten 
..Ebene  liegen,  ist  gleich  der  Exceutricität  des  Schnittes/4 

Bekanntlich  sind  die  Berührungspunkte  uud  Ft  Fig.  1.  der 
zwei  der  Kegelfläche  eingeschriebeneu  die  Ebene  berührenden  Ku- 
geln o,  und  0,  die  Brenupunktc  des  ebenen  Schnittes,  wie  sich 
übrigens  auch  leicht  zeigen  lässt  Diese  Punkte  liegen,  wie  ich  in: 
„Beiträge  zur  Theorie  der  Kegelschnitte  und  des  geraden  Krcis- 
kegcls"  Teil  VIII.  p.  1.  u.  w.  dieses  Journals  nachgewiesen  für  alle 
auf  der  Ebene  ala2  der  Zeichnung  senkrechten  Schnitte,  deren  Haupt- 
aien  AJ  As  denselbcu  mit  der  Kegelspitze  0  concentrischeu  Kreis  a, 
berühren,  auf  einer  Hyperbel ,  welche  er,  und  a%  zu  Asymptoten  und 
a2  als  reellen  Scheitelkrcis  hat. 

Im  Zusammenhange  mit  dem  obigen  Satze  von  Chasles  ergibt 
sich  demnach  der  Schnitt  einer  den  reellen  Scheitelkreis  einer  Hy- 
perbel berührenden  Geraden  mit  dieser  einlach  dadurch ,  dass  man 
aus  dem  Halbirungspuwkt  M  (Fig.  1)  der  zwischen  den  Asymptoten 
gelegenen  Strecke  Bl  At  der  Geraden  eiue  Parallele  z.  B.  MN  zu 
der  einen  Asymptote  at  zieht,  ued  das  Stück  MN,  welches  von  der 
Hauptaxe  und  dem  Ilalbiruugspunkt  begrenzt  wird,  auf  der  Geraden 
nach  beiden  Seiten  überträgt,  d.  h. 

MF%  -  MF9  =  3/A  macht. 

Die  Auflösung  der  allgemeinen  Aufgabe  wird  dann  in  jenen 
Fallen,  iu  welchen  aus  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Haupt- 
axe  eine  Tangente  au  den  Scheitelkreis  gelegt  werden  kann,  in  fol- 
gender Weise  geführt  werden  können: 

Ist  Fig.  2.  a1  der  Scheitelkreis,  und  siud  at  und  cra  die  Asymp- 
toten der  gegebeuen  Hyperbel  //,  deren  Schuittpuukte  mit  der  Ge- 
raden g  auf  Grund  des  vorstehend  Ausgeführten  gefunden  werden 
sollen,  so  wird  mau  aus  dein  S-huitto  G  von  g  und  der  Hauptaxe 
a  die  Taugeute  ig)  an  den  Scheitelkreis  a*  legen  und  den  Schnitt 
von  ig)  mit  der  der  gegebenen  orthogonal  affiueu  Hyperbel  '(//) 
soeben  (wobei  (H)  dadurch,  dass  g  uud  (g)  entsprechende  Gerade  sind, 
bestimmt  ist),  was  sehr  einfach  geschieht,  ohne  dass  man  von  der  Hy- 
perbel (//)  weiter  etwas  zu  construiron  braucht;  denn  indem  mau 
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die  Strecke  .4,  At  in  Jlf  halbirt  und  3/*V  parallel  za  «f  zieht  und 
weiters  den  za  M  affine»  Punkt  (AO  auf  ig)  sucht,  hat  man  in  (3/) 
den  Halbiruugspuukt  der  auf  (g)  von  den  Asymptoten  der  Hyperhel 
(//)  begreuzten  Strecke,  uud  (.1/)  N  wird  parallel  ciuer  Asymptote 
von  (//)  sein;  und  wenn  man  nuu  die  Länge  (M)  Ar  von  (M)  weg 
auf  (g)  nach  beiden  Seiten  nach  (/)  und  (//)  aufträgt,  erhält  man 
zunächst  die  Schnittpunkte  von  (g)  mit  (H)  uud  durch  Aufsuchung 
der  diesen  affin  verwandten  Punkte  1  und  //  die  gesuchten,  der  ge- 
gebenen Hyperbel  H  und  der  Geraden  g  gemeinsamen  Puukte. 

Aus  dem  Vorstehenden  ist  ersichtlich ,  dass  zur  Ausführung 
dieser  Constructiou  eiue  Eigenschaft  der  Hyperbel  verwendet  wurde, 
welche  sich  wie  folgt,  aussprechen  lässt: 

„Irgend  eine  den  Schcitclkreis  berührende  Hypcrbelschuc  ist 
„stets  doppelt  so  gross  als  die  aus  ihrem  Mittelpunkte  bis  zur  Haupt- 
„axe  gezogeue  Parallele  zu  einer  Asymptote",  welche  Eigenschaft 
auch  etwa  iu  folgender  Weise  bewiesen  werden  kann:  Iu  den  oben 
citirten:  „Beiträge  zur  Theorie  der  Kegelschnitte  etc."  Teil  VIII. 
d.  J.  ist  unter  Auderem  bemerkt  worden  (pag.  14),  dass  die  parallel 
einer  Asymptote  gemessene  Eutferuuug  eines  Hypcrbolpuuktes  von 
der  Hauptaxe  gleich  ist  mit  der  Länge  der  Tangente,  die  vou  dem 
Hyperbelpunkt  au  deu  S«heitelkrcis  gelegt  werden  kann.  (Kann 
auch  bezügl.  der  2tcu  Axo  und  des  (imag.)  Scheitelkreises  erweitert 
und  auch  durch  Rechuuug  sehr  einfach  gezeigt  werden). 

In  Fig.  1.  ist  uuu,  wenn  Ft  uud  F%  die  beiden  auf  einer  Tan- 
gente des  Scbeitelkreises  gelegenen  Hyperbelpunkte  sind, 

Ftl\  -  Ff  T   und   FlPl  -  FXT 

wobei  T  der  Berührungspunkt  des  Scheitelkreises  uud  der  Sehne  ist 
Somit  ist 

FiFl  —  FfPf—  F,  Px 

Ist  dann  M  der  Halbirungspunkt  der  Sehne  uud  MN  |  Ft  Pt  \\  h\  Pt 
Q  of ,  so  ist 

MN  —  i  (F,  Pt  —  FtPx) 

also 

F.  Ruth. 
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7. 

Bemerkungen  betreffend  eine  Classe  von  Cur  Ten  auf  dem 
einschalten  Rotations-Hjperboloide. 

Die  Art  der  Entstehung  der  hier  zu  betrachtenden  Curven  ist 
die  folgende:  Es  sind  gegeben  zwei  sieh  sehneideude  Gerade  gu 
9f,  ferner  eine  dritte  DD\  welche  die  ersten  beiden  unter  gleichen 
Winkeln  kreuzt  und  deren  Projection  auf  die  Ebene  {gtgt)  mit  der 
haJbircndeu  des  Winkels  zusammenfällt.   Diese  Geraden  £„ 

h  drehen  sich  nun  mit  für  jede  verschiedener,  constanter  Geschwin- 
digkeit um  DD'.  Hiebei  beschreibt  die  eine,  wie  die  andere  ein 
ood  dasselbe  cinschaligc  Rotations-Hypcrboloid.  Gleichzeitige  Lagen 
der  gxgt  sind  uicht  derselben  Schar  augehörige  Erzeugende  dieses 
Hyperboloides,  uud  mithin  haben  die  Geraden  in  jeder  Lage  einen 
Punkt  gemeiu.  Der  Ort  dieser  Coincidenzpunkte  ist  eine  Raumcurve, 
welche  einige  bemerkenswerten  Eigenschaften  besitzt,  deren  Herlei- 
tong  hier  Platz  linden  möge. 

Wir  wählen  die  DD'  zur  s-Axe,  so  dass  die  Gleichung  des  in 
Betracht  kommenden  Hyperboloides  gegeben  werden  kann  durch 

Dies  vorausgesetzt,  stellen  wir  uns  zuuächst  die  Aufgabe,  die  beiden 
durch  einen  Punkt  (*,  y,  0)  seines  Kehlkreises  gehenden  Erzeugen- 
den zu  ermitteln.  Wir  haben  als  Gleichuug  der  tangirenden  Ebene 
im  Punkte  (x,  y,  0) 

— ^~  +  —  2     =  0   oder   fr+  w  -  a* 

Verbinden  wir  diese  letztere  Gleichuug  mit  der  des  Hyperboloides, 
so  «rgibt  sich  beispielsweise  nach  Elimination  vou  7 

d.  L  nach  einiger  Reduction  mit  Rücksicht  auf  x*-f-yJ  —  a» 

c*(a*£*+a*— 2a**£)  -aVP  —  a*c'g* 
Fügen  wir  beiderseits  «'c**s  hinzu,  dann  resultirt  endlich 

Ki-*)+rtUc(S--*)-rt]  -0 

Somit  ist  die  Gleichung  des  Aufrisses  der  einen  der  beiden  Erzeu- 
genden 
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und  die  der  anderen 

Hieraus  gewiunen  wir  dann  sofort  durch  einfache  Substitution  vou 
die  zugehörigen  Krcuzrissgloichungen 

Zwei  Erzeugende  eines  einschaligen  Rotat-Hyperboloides  nicht  des- 
selben Systemcs  können  also  immer  dargestellt  werden  durch 

+  «.-(S-aO  +  rt-O,  -0  > 

— «*,    c("£  —  *)  — y£  —  U,    €?(t|  —     +     —  0  S 

worin  x,  y  die  Coordinaton  eines  Punktes  des  Kehlkreises  bedeuten. 

Setzen  wir  im  erstou  dieser  beiden  Gleichungssystemc  für  ar,  y 
die  Werte  der  Coordiuaten  eines  Punktes 

P{z  —  acosptp,  y  —  asinpqp) 
und  im  zweiten  die  eines  Punktes 

Q(x  —  ocosgqp  y  —  a sin  g<jp) 

so  erhalten  wir 

?cosp(jp  +  ,?8'n^<P  —  rt>   u({  —  rtCos/><jp)-f  osin/>.  J  —  0 
c(>7  —  a sin /hjp)  - a coS/h? •  £  —  0 

£cosg<jp-|-  fjsiugqp  —  0,  <ieosg<p)  —  as\nq<p  .f  —  ü 

e(rj  —  asiugqpj  +  rtcosyijp  .£  =  ü 

als  Gleichungen  gleichzeitiger  Lagen  der  beiden  durch  (*=<?,  y  =  0, 
*  =  0)  hindurchgehenden  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  wenn 
diese  um  die  Axe  der  *  gleichförmige  Rotationen  ausführen,  deren 
Winkelgeschwindigkeiten  der  Grösse  uud  dem  Zeichen  nach  im  Ver- 
hältniss  p  :  q  stehen  (Selbstverständlich  ist  p  und  q  als  constant, 
<p  als  variabel  zu  betrachten.) 

Diejenigen  Werte  für  n,  f,  welche  beide  Gleichungssysteme 
befriedigen,  siud  dauu  die  Coordiuateu  eines  Punktes  der  hier  in 
Betracht  kommenden  Raumcurve.  Man  findet  für  diese  Coordinaten 
nach  leichter  Rechnung 
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cos  — <p  sin  <jp 

Die  Projection  dieser  Curve  auf  die  Ebene  der  c,  17  (die  Kehlkreis- 
ebene)  erscheint  als  Ort  der  Schnittpunkte  der  Kreistangenten  in  den 
P  und  Q,  den  gleichzeitigen  Lagen  zweier  Punkte,  die  den  Kehlkreis 
mit  gleichförmigen  Geschwindigkeiten,  die  im  Verhältniss  p:q  stehen, 
durchlaufen.  —  Bestimmen  wir  die  erste  posit.  Fusspunktcurve  dieser 
Projection  für  den  Urspung  O  als  Pol.  Wir  haben  als  Gleichung 
der  Tangente  im  Punkte  S,  »;  der  letzteren : 

v  -  v  V 

(Die  Accente  deuten  diu  Ableitung  nach  tp  an)  und  als  Gleichung  des 
Perpendikels  durch  O  auf  diese  Tangente 

y  ?' 

Betrachten  wir  die  Gleichungen 

y-y  _  V  y 

ah  zusammengehörig,  so  fiuden  wir 

jfiln  _  i'(  V  -  Vi') 

'  '    y-  + 

Nach  Einführung  der  obigen  Werte  von  c,  tj  uud  von 

psin^T-f  Qsin/xp        ,         ^cos^<jp +  9C0S/>'P 
(cos7"  2  q  <p  J  (cosP-2-  ?  q> J 

erscheinen  dann  die  Polarcoordiuaten  r,  &  eines  Punktes  der  frag- 
lichen Fusspunktcurve  ausgedrückt  durch 

r  —  a  —     P  +  g  tg  fr  =  psin  g<p+gB\np<p 

Vpl  +  9*-|-2wcos(/>-g)9  pcos^-f-flcospqp 


Inverse  derselben  für  O  als  Inversionscentrnm  unter  Zugrunde- 
legung der  Gleichung 

r$  =  a* 
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Mischen. 


wird  also  einen  zur  Anomalie  &  gehörigen  Radiusvector  *  besitzen 
welcher  sich  bestimmt  durch 

o*          Vp*  +  q*  H-  ?pq  COS  (p  -  q ) y 
*  —      -°  <t  — j  

Diese  Inverse  ist  nun  aber  nichts  anderes  als  eine  Cykloide,  wie  man 
leicht  auf  Grund  der  Formeln  rinden  kann,  die  wir  in  unserer  Ab- 
handlung (T.VIII.  S.  179)  „Verallgemeinerung  des  Entstebungsgesetzes 
der  Fusspuuktcurven"  gegeben  haben.  —  Wir  können  somit  den 
Satz  aussprechen:  „Bewegen  sieh  auf  einer  Kreisperipherie  zwei 
Punkte  mit  gleichförmigen  Geschwindigkeiten,  so  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  der  Tangenten  an  den  Kreis  in  gleichzeitigen  Lagen 
Q  dieser  Punkte  die  erste  negat.  Fusspunktcurve  einer  Inversen 
für  den  Kreismittelpunkt  als  Pol  jener  Cykloide,  die  als  Envelojipe 
der  PQ  auftritt."  *) 

Wir  habeu  bereits  notirt  die  Werte  von 
es  bleibt  also  noch  der  Wert  von 

*        ö  _  ^  p—<i 


anzusetzen,  um  die  Gleichungen  der  Tangente  unserer  Raumcurve 
hinschreiben  zu  können.   Diese  lauten 

—  rt  _ 

P  —  q  9  p  —  q 

cos'  -  -     qp  cos7  2  <p 


a(p8mq<f,-\-qs'l\\p<p)  '  '  a(p COS q*?-{-qCQSpq  ) 

•      p — q 

5  + Ctg  — 2—  <p 
c(p-q) 


1)  Die  Erzeugung  der  Cykloidcn  als  Envcloppcn  ihrer  Tangenten,  deren  in 
dienern  Satze  gedacht  wird,  und  auf  die  wir  vor  einiger  Zeit  uuf  ganz  natür- 
lichem Wege  gclfinptcn,  ist  übrigens  bereits  im  Jnhrc  1878  von  Prof.  Wol- 
stenholme  mitgeteilt  worden  in  den  Proeeed.  of  the  London  Math.  Society, 
Vol.  IV,  page  321:  „On  Kpicyt  loids  and  Hypoeycloid»".  Die  Beweisführung 
war  jedoch  eine  synthetische. 
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Eine  Gerade  durch  den  Punkt  (x  «=  0,  y  «=»  0,  *  =  c)  parallel  zu 
dieser  Tangente  (eine  Richtkegelerzeugende)  ist  mithin  gegeben  durch 

 x    y   z  —  c 

a(  p  SID  q?-\-q  sin  p(p)  ~~  a(  p  COS  <p  -f  5  cospv)  ~~      c{p  —  q) 

Der  Schnittpunkt  derselben  mit  der  Ebene  xy  erhält  die  Coordinaten 
T  —  ~~  -^(psin^  +  '/ain/jgp),    y  —  ^ (pcos^qp  +  ^cospqp) 

Diese  Werte  lasseu  erkennen,  dass  der  Ort  der  Schnittpunkte  aller 
Tangenteu-Parallelen  durch  (0,  0,  c)  mit  der  Ebene  a-y,  d.  i.  Basis 
desjenigen  Riehtkegels  uuserer  Raumeurve,  dessen  Spitze  ebeu  der 
Punkt  (0,  0,  c)  ist,  eine  Cykloide  wird,  welche  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  ist  (für  O  als  Achnlichkeitsccntrum)  mit  der  um  90°  ver- 
drehten Enveloppe  der  PQ.  Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  erhält 
man  eine  leichte  Construction  der  Tangente  und  der  osculirenden 
Ebene  in  einem  Punkte  irgend  einer  derartigen  Raumeurve. 

Wien,  im  September  1889. 

Eduard  Janisch. 


8. 

Classification  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Mit  Hülfe  der  folgenden  Kriterien  kann  man  die  Art  der  Fläche 
2.  Ordnung  in  jedem  gegebenen  Falle  leicht  bestimmen. 

Die  Gleichung  der  Fläche  wird  in  der  Form 

at  i  *Ä  +  «*t  V *  +     **  +  2o„  yz + 2o3l  zx  +  2a , ,  xy 
+  2*lATt  +  i2auyt  +  2a1iizt  +  a44ti  0 

vorausgesetzt,  wo  sämtliche  Coefticieuten  reell  sind  und  nicht  sämt- 
lich verschwinden.    Es  sei 

D  -  |  aa  |  ,     (*,  k  =  1,  2,  3,  4),     («,*  -  aW) 

und  Aik  die  Unterdeterminante  von  a,* 

I-    ^44  <  0  Centraiflächen 

1.   a,iiÄ<  —      >  0,  rtn^44>0 

a)  /J  >  0      Imaginäres  Ellipsoid 
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b)  D  —  U      Imaginärer  Kegel 

c)  D  <  0      Reelles  Ellipsoid 

2.    "n  «sa  —  "ig*  >  0,    o,,i444  <  0,    oder    a„aM  -  alt*  ^  0 

a)  Z>  >  0      Einschaliges  Hyperboloid 

b)  7^  =  0      Reeller  Kegel 

c)  79  <  0      Zweischaliges  Hyperboloid 

II.  ^44-0,    D  <  0  Paraboloide 

1.  /;>()      Hyperbolisches  Paraboloid 

2.  /)  <  0      Elliptisches  Paraboloid 

III.  ^44  —  0,    I)     0,    oder  A^  verschwinden  nicht 
sämtlich.  Cylinder 

1.  Unter  den  Di«agoualunterdeterminanten  von  ^44  gibt  es  positive*). 

a)  a„.4w  ^  ()(/,    =  1,  2,  3)      Imaginärer  Cylinder 

b)  auAkk  =  0(»,  k  =  1,  2,  3)      Elliptischer  Cylinder 

2.  Unter  denselben  gibt  es  negative.      Hyperbolischer  Cylinder 

3.  Sie  verschwinden  sämtlich.  Parabolischer  Cylinder 

IV.  An  —  >4„  —       =  i444  =  0,    D  =  0      Zwei  Ebenen 

1.  Unter  den  Diagoualuuterdet.  2.  Grades  gibt  es  positive,  2  imag.  El». 

2.  Unter  denselben  gibt  es  negative.       2  reelle  Ebenen 

3.  Sie  verschwinden  sämtlich  Eine  zweifache  Ebene 


•)  Diagonnlunterdeterrairmntcn  einer  ver*(*hwin<lemlen  Determinante  kAnocn 
n&mlich  nicht  ungleiche  Vorzeichen  haben. 


Klansenbnrg,  Juni  1890.  J.  Valyi. 
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XII. 


Ueber  die  Doppelpunkte  bei  der  projectivischen 

ebenen  Correspondenz. 


1.  Wenn  zwei  projectivisch  verwandte  Ebenen  (E  und  Ex) 
auf  einander  applicirt  werden,  falleu  bekanntlich  im  allgemeinen 
drei  E% -Punkte  mit  den  entsprechenden -K-Punkten  zusammen,  oder 
es  entstehen  drei  Doppelpunkte. 

Im  Folgenden  wird  die  Lage  dieser  Doppelpunkte  etwas  näher 
untersucht,  nämlich  so,  dass  die  Frage  behandelt  wird:  „Welche 
zwei  jy-Puuktc  konneu  nebst  eiuem  gegebenen  Punkt  Doppelpunkte 
werden,  wenn  zwischen  den  E-  und  2^-Punkten  eine  bestimmte  pro- 
jectivische  Correspondenz  besteht ?u  Diese  Frage  enthält  die  folgende: 
„Welche  -K-Punkte  haben  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Abstände  von 
einem  gegebenen  Punkte  bei  der  Transformation  unverändert  blei- 


Wir  nehmen  hierbei  an,  dass  die  unendlich  entfernten  Geraden 
der  beiden  Ebenen  einander  uicht  entsprechen,  dass  es  also  endliche 
„Fluchtlinien"  giebt.  (Sonst  wären  ja  zwei  Doppelpunkte  immer 
unendlich  entfernt.) 

Man  kann  dann  immer  die  Correspondenzformeln  zu  der  folgen 
den  Gestalt  bringen: 


Ein  Supplement  zur  Theorie  der  projectivischen  Verwand  tschat  t. 


Von 


Torsten  Broden. 


ben?" 


bx.  ab 


Artk.  «.  M»U.  m.  Fbya.   2.  JUih«.  T.  II. 
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B  rodin:  Vtber  die  Doppelpunkte  bei  der 


wo  x,  y,  ar„  y,  rechtwinklige  £-  resp.  Aj-Coordinateu  uud  a,  £  po- 
sitive Constanten  sind. 

Man  bat,  um  die  Form  zu  erhalten,  als  Abscissenaxen  die 
Fluchtlinien  zu  benutzen,  als  Ordinatenaxen  die  zwei  zn  ihnen  senk- 
rechten Geraden,  welche  einander  entsprechen,  und  zudem  die  posi- 
tiven Coordinatenrichtuügen  passend  zu  wählen. 

Wenn  die  beiden  Ebenen  auf  einander  applicirt  werden,  so  sagen 
wir,  dass  die  Application  direct  ist,  wenn  durch  eine  blosse  Dre- 
hung der  einen  Ebene  bewirkt  werden  kann,  dass  die  positiven  xt- 
und  y, -Richtungen  mit  den  positiven  x-  und  y-Richtungeu  zusammen- 
fallen.   Im  entgegengesetzten  Falle  heisse  die  Application  i  n  d  i  rect. 

2.  Natürlich  ist  es  nun  leicht  deu  fraglichen,  einem  gegebenen 
(reellen)  Puukto  (/<,  A-)  der  zy-Ebeno  zugehörigen  Ort  für  unverän- 
derten Abstand  (oder  kurz  die  Abstaudscurve  des  Punktes)  ana- 
lytisch zu  bestimmen.   Die  Gleichuug  ist 

oder 
oder 
oder 

A;2[(t,  +  k)2  -  a2];2  -f  2a*  h  k  >,  ;  +  [k*(v  +  Ar)2  -  <i*(/,2  +  62) J  >j2  -  0 

wenn  man  x  =  £+/<,  y  —  »;  +  &  substituirt. 

Die  Curve  ist  also  vom  4  ton  Grade  und  einfach  circulär. 

Sie  hat  immer  einen  Doppelpuukt  im  x  -Punkte  der  Fluchtlinie. 
Die  Tangenten  (Asymptoten)  sind  immer  y  —  Jr«.  Die  zwei  übrigen 
Asymptoten  der  Curve  sind  5*+i^st  =  0. 

Ebenso  geht  die  Curve  doppelt  durch  den  Punkt  x  «=>  ä,  y 
(5  —  * /  =  ü).    Die  Taugeuten   köuuen  aber  hier  zusammenfallen 
(Spitze)  oder  imaginär  sein. 

Dass  die  Curve  keinen  dritten  Doppelpunkt  haben  kann  (falls 
sie  nicht  zerfüllt),  und  dass  sie  somit  vom  Geschlechte  1  ist,  folgt 
einfach  daraus,  dass  sie,  wie  mau  leicht  einsieht,  zweigeteilt  sein 
muss.  Erstens  hat  sie  nämlich  die  Asymptoten  y  —  +a,  zweitens 
kann  sie  die  Fluchtlinie  in  keinem  reellen  endlichen  Punkte  schnei- 
den (wenigstens  für  k2  >  0).  Dies  folgt  unmittelbar  aus  der  geome- 
trischen Eigenschaft  der  Curve  und  ergiebt  sich  natürlich  leicht 
analytisch. 
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3.  Die  Frage  nach  der  möglichen  Zerfällung  der  Curve 
kauo  mau  folgendermassen  erledigen. 

Wir  untersnchcn  zuerst,  ob  eine  zu  der  Fluchtlinie  parallele  Ge- 
rade ein  Teil  der  Curve  sein  kauo.  Dies  erfordert,  dass  für  einen 
gewisseu  v- Wert  (i;0)  die  Curveugleichuug  identisch  erfüllt  sei,  dass 
also 

*t[0?o  +  *),-«*J  =  hkVi  -  [k*(ti0  +  k)*-a*(h*+b*)W  -  0 
Diese  Gleichungen  sind  für 

k  -  0,    i;0  =  0 

erfüllt.  Die  Fluchtlinie  selbst  ist  also  Bestandteil  der  einem  belie- 
bigen ihrer  Punkte  zugehörigen  Curve.  Offenbar  ist  sie  hierbei  dop- 
pelt zu  zählen,  und  der  restireude  Teil  der  Curve  4ten  Grades  ist 
die  doppelt  zu  zählende  x  -Gerade,  welche  umgekehrt  nur  für 

herausfallen  kann.  [Für  k  —  0,  h  «=-  +  bV—l  sind  die  Bediugungs- 
gleichungen  bei  jedem  ?/0  erfüllt;  aber  wir  berücksichtigen  nur  re- 
elle h  und  *]. 

Zweitens  kann  man  setzen: 
d.  h. 

Die  Gerade  y  «=»  0  fällt  somit  aus  der  einem  beliebigen  ihrer  Punkte 
zugehörigen  Curve  aus,  d.  h.  sie  entspricht  Punkt  für  Punkt  der 
Geraden  y,  =  b.  Ebenso  die  Geradeu  y  ---  --  a  und  —  Die 
Gleichung  der  restireuden  Curve  3tcu  Grades  ist 

V         V*)  ±2«  ($*  +  n*)  ±  2«/*  ?  +  (a-  —  l*  -  /**)  ij  -  0 

oder 

(T?±2a);,±2«Ac*  +  (i/2±L'a7?  +  a2—  b*  —  h*)7j  —  0 

Inwieweit  aus  dieser  Curve  noch  eine  Linie  i\  =  tj0  herausfallen 
kann,  ergiebt  sich  leicht.  Es  trifft  ein,  wenn  a  =  b  und  h  —  0.  Dann 
fallt  auch  die  Gerade  i\  =  —  2«  resp.  r\  +a  heraus.  Der  Punkt 
&  —  0,  k  —  und  ebenso  h  —  0,  k  —  —  2a  giebt  also,  wenn  &  —  a, 
das  Liuienpaar  y  —  ~<i  als  Teil  der  Abstaudscurvc.  Der  Rest  ist 
das  imaginäre  Linienpaar  **-Hy  —  «)*  =  0  resp.  +  )*  =  0. 

—  Dass  die  Curve  3ten  Grades  in  keiner  anderen  Weise  zerfallen 
kann,  wird  unten  bewicseu. 

Es  ist  aber  noch  ein  Fall  übrig,  da  die  Curve  4  ten  Grades  zu 
der  Fluchtlinie  parallele  Geraden  enthält.  Weil 
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die  Bedinguugsgleichungen  erfüllen ,  gilt  es  im  allgemeinen,  wie  bei 
b  =  a,  dass  für  h  —  0,  h  —  b  und  h  =  0,  k  =  —  £,  das  Linienpaar 
y  =       herausfällt.   Der  Rest  ist  x*+(y  T*)s  =  0. 

Es  sind  die  Punkte  x  =  0,  y  =•  ±&  diejenigen,  welche  bei  den 
4  sog.  centralperspectivischen  Lagen  der  beiden  Ebenen  Co  11  ine a- 
tionscentra  sind;  die  Geraden  y  ±«sind  die  Coli  iueatfons- 
axen.  Wenn  Ex  auf  E  so  gelegt  wird,  dass  der  Punkt  xx  —  0, 
y,  —  —  a  auf  x  —  «,  y  =  —  £  fällt,  und  die  positiven  und  y,- 
Richtnugen  mit  den  positiven  x-  und  y-Richtuugcn  übereinstimmen, 
so  ist  x  =  0,  y  —  —  ^  Colliueatiouscentrum,  y  =  -f  a  Collineatious- 
axe;  weuu  aber  das  x1y1-System  ciue  halbe  Rotation  um  die  Linie 

y  -=»  — b  macht,  so  wird  y  — a  Axe.  Bedeuten  nämlich  xx  und 
y,  die  xy-Coordinaten  der  xx  yrPuukte  uacb  der  Application,  so  hat 
man  vor  der  Rotation 

ax  ab 
y  y 

aber  nach  derselben 

ax  — '  ab 

—  *i  —  ~y»  —yi  ■"-■+«+* 

Der  Puukt  x  —  0,  y  «=  —  6  entspricht  somit  sich  selbst,  uud  das- 
selbe gilt  in  jenem  Falle  von  jedem  Punkte  der  Linie  y  =  -4~a,  in 
diesem  von  jedem  Punkte  der  Linie  y  —  —  a.  In  derselben  Weise 
ist  der  Punkt  x  —  0,  y  —-f-  &  Centrun),  die  Gorade  y  —  —  a  Axe,  wenn 
*i  ^i  =  +  a  auf  '  —  U,  y     +4  fällt,  und  die  positive  vr 

Rtchtuug  mit  der  positiven  y-Richtung  Übereinstimmt,  die  positive 
Xj-Richtung  aber  mit  der  negativen  x-Richtun;;.  Nach  einer  halben 
Umdrehung  wird  y  —  +«  Axe.  Den  beiden  Fällen  entsprechen  die 
Gleichungen 

—  ax         —  nb 

H-  'i  —  v    —  yi  =  „  i6  —  a 

y  y 

Zu  bemerken  ist,  dass  im  Falle  b  =  a  dio  zwei  nach  den  Umdrehungen 
erhalteneu  Lagen  nicht  centralpcrsp^ctivisch  sind,  weil  der  Punkt 
*  —  0,  y  =  —  b  resp  x  —  0,  y  =  -f-£  dann  auf  der  Linie  y  =  — 
resp.  y  «-  -J-«  liegt. 

Wir  haben  nun  alle  Fälle  betrachtet,  in  denen  eine  Gerade 
y «—  y0  Bestandteil  des  fraglichen  Ortes  ist,  wenigstens  wenn  h  und  h 
endlich  sind.  Für  unendliche  h  und  k  ist  es  aber  evident,  dass  man 
die  Fluchtlinie  und  die  oo -Gerado  erhält,  beide  doppelt  zu  zählen; 
es  ist  dies  nur  die  projoctivische  Uebersetzung  des  Satzes:  im  x,yr 
Systeme  giebt  jeder  Punkt  der  Fluchtlinie  diese  Linie  selbst  nod 
dio  ao-Liuie,  beide  doppelt. 
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Dass  für  reelle  A  und  k  weder  die  Curve  4ten  Grades  noch  ihr 
3-gradiger  Teil  in  anderen  Weisen  als  die  soeben  gefundenen  zer- 
fallen kann,  ergiebt  sich  z.  B.  folgendermassen.  Jed«  andere  Zer- 
ßllang  erfordert,  dass  5  in  v  rational  ausdrückbar  sei,  dass  also 
der  Ausdruck 

a*  A» **  -  k*  [(*/  +  k)*  -  a*]         +  k)*  -  «» (Ä»  +  b*)] 

oder 

*»  [«4  A*  -      ~  a*}  |& V  -  «* (A*  +  b*)  }  ] 

quadratisch  sei.  Schliessen  wir  aber  die  schon  erwähnten  Fälle 
X:  =»  ü  und  h  —  0,  fc*  «  fr*  aus,  so  ist  dies  für  reelle  A  uud  k  nicht 
möglich.   Wäre  nämlich 

ktyA  _  a*  (A*  4.  /,«  _J-         _|_  rt46s 

quadratisch,  so  sollte  man  «*(A*-f  Jt*-f-62)2     4a<*U-*  d.  h. 

[(fc-  6)*  +  A8]  [(&  -  i)*  +  A*]  -  0 

haben.  Die  oinzigcu  reellen  A  und  Ar,  welche  dieso  Gleichung  er- 
füllen, sind  h  —  0,    =•  ±b. 

4.  Uebrigens  sind  die  folgenden  Eigenschaften  der  fraglichen 
Curve  besonders  hervorzuheben. 

Die  Curvongleicbung  liefert  in  Verbindung  mit 

n  —  ml 

die  Kreisgleichung 

k*  m»  §«  (|*+  r/)  +  2  *»  m  ;*  (S  +  m  t?)  +  fc*    ( 1  +  m») 
=  a*  $»[(&  —  mh)*+m*b*] 

Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  ist  Schuittpuukt  der  Linie  t]  —  m| 
mit  der  Fluchtlinie.  Der  Radius  ist,  wie  man  leicht  sieht,  4  te  Pro- 
portionale zu  den  zwei  coustanten  Längen  &,  a  und  der  Entfernung 
des  festen  Punktes  x  —  0,  y  — »  b  vom  Schnittpunkte  des  betreffenden 
Strahls  mit  der  Fluchtlinie.  Hiermit  ist  eine  sehr  einfache  Methode 
gegeben  die  Curve  zu  construiren.  Besonders  einfach  ist  die 
Construction  im  Falle  k  =  <?,  da  die  Curve  vom  3teu  Grade  ist; 
das  Kreissystem  bildet  dann  ein  Büschel  mit  den  zwei  reellen 
Basispunkteu  x  —  0,  y  =  ±_  b. 

Die  beiden  getrennten  Teile  der  Curve  stehen  dem  Gesagteu 
gemäss  in  einer  sehr  einfachen  Beziehung  zu  einauder,  so  dass,  wenn 
der  eine  in  irgeud  einer  Weise  construirt  ist,  der  andere  überaus 
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einfach  sich  ergicbt.   Man  kann ,  wenn  man  so  will ,  die  Sache  so 
ausdrücken,  dass  die  in  den  homogenen  Coordinaten  5,  y,  ?  resp. 
»/,  C'  symmetrische  quadratische  Transformation 

die  Curvc  in  sich  selbst  (den  einen  Teil  in  den  auderen)  überführt. 

Die  Kreise  mit  Ceutrum  in  £  =  »;  =  0  (P)  schneiden  die  Curvc 
im  allgemeinen  in  je  4  (nicht  immer  reellen;  Punkte».  Mau  kaun 
diese  Punkte  in  verschiedenen  Weisen  durch  ein  zweites  zu  dem 
Krcisbüschel  projectivisches  Kegclscbuittbüschel  ausschneiden.  Die 
folgenden  zwei  Weisen  scheinen  am  meisten  bemerkenswert  zu  seiu. 

Die  Curvengleichung  giebt  erstens  für  ^-f-*7*  =~  r* 

*M(if  +  ty2  - «*[(&:  — Ai?)^4V^  -  0 

Diese  Gleichung  repräsentirt  bei  variabeln  r*  ciu  Büschel,  dessen 
Basispunkte  siud  die  zwei  doppelt  zu  zählenden  Schuittpuukte  der 
Fluchtlinie  mit  den  imaginären  Geraden  durch  /'  (&|  -  Äy)*  +  6*y*«-U 
d.  h.  die  Punkte 

y  =  0,   x  —  ±_  b  i 

welche  den  unendlichen  Kreispunkteu  der  ^y, -Ebene  entsprechen. 
Das  Kegelschuittsbüschel  entspricht  also  den  x} y,-Kreiseu  mit  Cen- 
trum in  Pt  (der  Bildpunkt  von  /').  Es  ist  ja  auch  a  priori  klar, 
dass  ein  xy-Kegelschnitt,  der  einem  xt  j/,-Kreise  mit  Centrum  in  P 
uud  Radius  r  entspricht,  einen  ry-Kreis  mit  Centrum  in  /'  und  dem- 
selben Radius  r  in  Punkten  schneidet,  welche  in  der  zu  P  ge- 
hörigen „Abstandscurve"  liegen.  —  Im  Falle  k  =  +a  liegen  zwei 
jener  4  Schnittpunkte  immer  in  der  Geraden  y  «=»  X  b. 

Ersetzt  man  zweitens  in  der  Curvengleichung  nur  in  den  Glie- 
dern vom  3tcu  und  4teu  Grade    +     durch  rs,  so  geht  die  Gleichung 

hervor.  Die  dun  i-Werte»  x  und  0  entsprechenden  Individua  dieses 
Bttschels  siud  die  Linien  y  =  -\_k  und  die  zwei  Curventaugeuten  in 
i\  der  also  zweifacher  Basispunkt  ist;  jede  Büsr.helcurve  berührt  in 
P  die  zu  der  Fluchtlinie  parallele  Gerade.  —  Im  Falle  k  =  ±a 
reducirt  sich  das  Büschel  auf  die  feste  Gerade  y  0  und  du 
Strahlenbüsc  hei 

r,(ij±2a)  +  (af  — 4Ä -A*)y±2<iA;  -=  0 

mit  dem  Basispunkte 
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_  a*  —  h2 

welches  aaf  den  concentrischeu  Kreisen  die  Curvc  3teu  Grades  aus- 
schneidet, wenn  die  beiden  Büschel  mittels  der  Relation 

,  _  ,  .  „  2  ah 

m 

au/  einander  bezogen  sind  (m  ~  dem  Winkolcoefficient  des  fraglichen 
Strahls).  Besonders  im  Falle  b  =  a  liefert  dies  eine  sehr  einfache 
Constructiousmethode. 

Die  zu  der  Fluchtlinie  parallelen  Geraden  schneiden  die  Curvo 
(sie  sei  vom  4ten  oder  3tcu  Grade)  in  zwei  endlichen  Punkten. 
Diese  können  z  B.  in  folgender  Weise  durch  Kreisu  ausgeschnitten 
werden.   Man  kann  die  Curvengleichung  so  schreiben: 

**<!?  + *)»(*«+ 1?2)  ~  a«[^(S»+il*)-2A«i?+(&»  +  A*-l-«)il«] 

Durch  partielle  Substitution  von  c  für  y  erhält  man 

^[(c+^,-«2](^,+»?2)4-2«2ÄI-c^-«2(^+Aa--^)ci7  =  0 

Diese  Gleichung  bedeutet  einen  durch  /'  gehenden  Kreis,  dessen 
Centruui  die  Coordinateu 

hat  und  also  in  der  von  c  unabhängigen  Geraden 

liegt  Bei  variabelu  c  stellt  also  die  Gleichung  eiu  Kreisbüschel  dar 
mit  dem  doppelten  Basispuukt  \  —  1/  —  0.    Jeder  Curvc  dieses 

Büschels  entsprechen,  wenn  A:2^«2,  zwei  c-Wcrte  («=  2  Strahlen 

durch  deu  x -Punkt  der  Fluchtlinie),  aber  jedem  Strahle  entspricht 
nur  ein  Kreis.  Wenn  k2  =  a2,  ist  die  Correspondenz  der  Kreis- 
uud  Strahlenbüschel  projectivisch.  —  Auch  hierauf  kann  man  eine 
ziemlich  einfache  Coustructionsmethodc  gründen.  Seitdem  man  die 
Locusgerade  der  Krcisceutra  gezogen  hat,  kann  man  z.  B.  die  Mit- 
telpuuktabscisseu,  welche  verschiedenen  c-Werten  gehören,  nach  der 
Formel 

a  h 

v  ^  W~a*  •  l'a 

c+  ^  —  1 

1     1  c 

bestimmen.    Im  Falle  k  «>  ±_  a  hat  man  ganz  einfach 
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__  ah 
P  ~  +  c±2a 

5.  Wir  werden  auch  das  allgemeine  Verhalten  der  beiden  Tan- 
genten in  §  —  r\  =-  0  etwas  näher  untersuchen.  Sie  sind  reell  und 
verschieden,  zusammenfallend  oder  imagiuär,  je  nachdem 

> 

< 

d.  h.  ^ 

> 

Die  Curve 

ist  somit  Ort  der  Punkte,  dereu  Abstandscurven  Spitzen  haben. 
Dieser  Spitzeuort  ist,  wie  wir  sehen,  symmetrisch  zu  der  Fluchtlinie 
und  der  Linie  x  —  0.  Sic  schneidet  diese  in  den  Punkten  v  °  +a 
und  y  =  i  6,  jene  aber  in  keinen  endlichen  Punkten,  sondern  (wie 
eine  leichte  Ucberlegung  zeigt)  mit  4  unendlichen  Zweigen,  deren  2 
die  Fluchtlinie,  zwei  die  x -Gerade  berühren.  Die  im  »-Punkte 
der  Fluchtlinie  liegende  Singularität  ist  also  mit  8  Doppelpunkten  äqui- 
valent. Im  Falle  b  a  liegen  Doppelpunkte  auch  in  x  —  0,  y  Hh  a. 
Die  Curve  ist  dann  unicursal,  aber  im  allgemeinen  Falle  vom 
Uescblechte  2. 

Durch  partielle  Substitution  von  y  =  k  in  der  Gleichung  der 
Spitzencurve  erhält  man 

oder 

Die  Curve  wird  also  von  einem  Strahlenbüschel  durch  den  oo  -Punkt 
der  Fluchtlinie  und  jenem  Eegclschnittsystem  geucrirt.  Wir  kommeu 
zu  diesen  Kegelschnitten,  welche  auch  andere,  noch  wichtigere  Eigen- 
schaften haben,  im  Folgenden  zurück.  —  Die  Gestalt  des  Spitzenorte 
zeigen  Fig.  1.  (b  —  a)  und  Fig.  2.  (b  —  2a). 

Für  Punkte,  welche  der  Spitzcurve  nicht  gehören,  sind  die  zwei 
getrennten  Tangenten  reell  in  den  Feldern,  welche  von  zwei  nicht 
congruenten  Strecken  jener  Curve  begrenzt  werden  (für  k  0  ist  die 
Realitätsbediugung  nicht  erfüllt).  Oder:  die  zwei  Taugenten  sind 
imaginär  oder  reell,  je  nachdem  der  Puukt  P  auf  einer  zu  der 
Fluchtlinie  parallelen  Sehne  der  Spitzcurve  oder  auf  der  Verlänge- 
rung einer  solchen  liegt 
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Die  Spitzentangente  bat  die  Gleichung 


<r  h 


6.  Znletzt  sei  bemerkt,  dass  dio  Abstandscurvcn,  welche  nur 
dem  Zeichen  nach  verschiedenen  A-  und  fc-Werten  entsprechen,  con- 
gruent  sind.  Zeichenwechsel  für  A  ist  nämlich  mit  Zeichcnwechsel 
für  x  in  der  Curvengleichuug  äquivalent ;  uud  ebenso  Z.-w.  für  k  mit 
Z.-w.  für  y.  [Hier  mag  auch  bemerkt  werden,  dass  die  Quadranten 
1,  2,  3,  4  der  xy-Ebenc  den  Quadranten  1,  2,  3,  4  der  ^^-Ebcnc 
in  dieser  Ordnung  entsprechen.) 

7.  Indem  wir  nun  ein  etwas  näheres  Studium  der  „Abstauds- 
curven"  und  der  Lage  der  Doppelpuukto  in  ihnen  vornehmen  wer- 
den, nehmen  wir  zuerst  an,  dass 

h  =  a 

und  also 

ax  «* 
*\  -  y  »     yi  —  y 

oder  umgekehrt 


Wenn  dann 

k  =  a    (A*  >  0) 

zerfällt  die  Abstandscurve,  wie  wir  sehen,  in  die  Gerade  y  =  a  uud 
eine  Curve  3ten  Grades,  deren  Gleichung  in  i  und  r\  ist 

(?  +  V*)  (V  +  2«)  +  2aA  ;  -  h*ij  =  0 

Den  allgemeinen  Verlauf  dieser  Curve  zeigt  Fig.  3.  Der  durch 
|-=ij=rO  (P)  gehende  Zweig  ist  eine  Ovale,  welche  in  P  die 
durch  den  Punkt  x  =  0,  y  =**  — a  (B)  gehende  Gerade  Inj  —  2di, 
im  Punkte  §  —  —  A,  17  —  0  ( A ;  x  «=  0,  y  =  a)  die  Liuie  *  =  0  be- 
rührt. Der  audere  Teil,  die  „Serpentine",  geht  durch  B.  Sie 
hat  in  diesem  Puukte  Inflexion,  und  die  Taugeutc  ist  senkrecht  zu 
BP.    Die  Substitution 

führt  nämlich  die  Curven-Gleichun«  in  diese  über: 

8.  Die  nähere  Bestimmung  der  Lage  der  Doppelpunkte  leiten 
wir  mit  der  Bemerkung  ein,  dass  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen (&  =  a,  h  —  a)  die  x,yj-Curve,  welche  der  beschriebenen 
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ry-Curve  projcctivisch  entsprich*,  zu  dieser  congruent  ist  und  zu 
deu  Coordiuatcnaxeu  dieselbe  Lage  hat.  Dies  folgt  daraus,  dass 
weuu  b  «  einerseits  die  Trausfonnationsformeln  in  x,  y  und  x„ 
y,  symmetrisch  sind,  und  anderseits  die  Coordinaten  der  Puukte  y  =  a 
bei  der  Transformation  unverändert  bleiben.  Legt  man  daher  die 
Systeme  so  auf  einander,  dass  Origo  und  positive  Coordiuatcurich- 
tungcn  zusammenfallen,  so  gilt  es.  dass  nicht  nur  der  Punkt  y  =  <i, 
x  =  h  mit  seinem  entsprechenden  zusammenfällt,  sondern  auch  dass 
die  beiden  zugehörigen  Abstandscurven  einauder  vollständig  decken. 
Ferner  ist  es  ersichtlich,  dass  die  nuumehr  in  der  jry-Ebeue  be- 
stehende (j-y)  —  Or,y, Korrespondenz  vertauschbar  (iuvolutorisch) 
ist,  und  dass  also  die  Punkte  der  erwähnten  Curve  involutorisch  zu- 
sammengehören. Der  Gruudeigenschaft  der  Curve  zufolge,  müssen 
zwei  correspondirende  Puukte  dieselbe  Entfernung  vou  P  haben;  es 
sind  also  die  zwei  beweglichen  Schnittpunkte  mit  den  Kreisen,  welche 
P  als  Centrum  haben.  Wir  wissen  schou,  dass  das  Strahleubüschel 
durch  B  dieselben  Puukte  ausschneidet.  Man  kann  dies  nun  auch 
in  folgender  Weise  einsehen:  jede  durch  B  gehende  Gerade  ist  selbst- 
cutsprecheud  (weil  B  und  der  Schuittpunkt  mit  y  —  a  Doppelpunkte 
sind)  und  Träger  einer  involutorischen  Projectivität ;  zwei  entspre- 
chende Punkte  müssen  dann  zu  deu  erwäbuten  Doppelpunkten  har- 
monisch coujugirt  sein ;  bekanntlich  gilt  aber  dasselbe  von  den  zwei 
beweglichen  Schnittpunkten  mit  der  Curve,  weil  B  Inflexionspunkt 
ist,  und  AP  die  zugehörige  Berührungssehue. 

Es  ist  nun  sehr  leicht  zu  linden,  welche  Doppelpunktsdreieckc 
bei  einer  indirecteu  Application  des  a-,  y, -Systems  auf  das  xy- 
System  entstehen  können,  in  dem  spcciellcn  Falle,  dass  ein  Punkt 
der  Linie  yx  =  a  mit  seinem  entsprechenden  /'  zusammenfällt. 
Dio  zwei  übrigen  Doppelpuukte  sind  in  der  Tat  immer  von  /'  gleich 
entfernt.  Von  zwei  Curvcupunktcn  L,  3/,  welche  von  P  dcuselbeu 
Abstand  habeu,  und  ihren  Bildpunkteu  Ll ,  ^f^  gilt  es  ja,  dass  bei 
der  oben  betrachteten  directen  Application  Zj  mit  M  uud  Mt  mit 
L  zusammenfällt.  Wenu  man  daher  die  r^-Ebene  umwendet  und 
auf  die  xy-Ebenc  so  legt,  dass  J\  Lx  mit  PL  zusammenfällt,  so  fallen 
auch  PM  uud  AT,  zusammen.  Diese  Gleichscheukligkeit  der  bei 
indirecter  Application  entstehenden  Dreiecke  ist  dem  nuu  betrach- 
teten Specialfalle  eigen.  Auch  die  Dreiecke  ilA'.V,  und  PRRX  sind 
Doppelpunktsdreieckc,  indirecter  Lago  entsprechend.  PMMt  und 
PJlJit  sind  offenbar  gleichförmig,  weil  PMR  uud  PMtP1  con- 
gruent sind. 

8  Man  kann  diese  Resultate  durch  eine  leichte  Rechnung  be- 
stätigen.   Eine  solche  ergiebt  auch,  wie  die  Sache  bei  dirocter 
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Application  sich  gestaltet.  Bei  der  directcn  contralpcrspoctivischen 
Lage  ist  die  Projectivität  durch  die  Formel u 

ax  a- 

oder 

a(S  +  /i)  «» 

ausgedruckt.   Dreht  man  aber  die  sry-Ebcue  um  P  einen  Winkel 
in  positiver  Richtung  (von  pos.  *  zu  pos.  #),  so  erhält  man  die 
Gleichungen 

(f9COSg»  +  i?ssilig>  +  Ä)(i?  +  a)  —  n{l  +  h) 
(—  i2sinqp+i7scos«p  +  <0(i?+a)  =  «* 

Die  Doppelpunkte  hat  man  also  durch  die  Gleichungen 

(^COSqp+»ysiu<3P+A)(^4-a)  =  a{'£  +  h) 
(— ';'  sin  <p  +   cos  9  +  «)  ( v  +  «)  =  «* 

oder 

;»?cosqp+^28in  qp  —  ft;(l  —  cos <p)  +      +  «1 sin  <p)  —  0 
j-ijsincjp  —  i^cosqp-j-alsiuqp  -  arj  (l  -f  cos  qp)  —  0 

zu  bestimmen.   Aus  ihnen  folgt  einfach 

n  ö  —  (i  +  Ä)eot}<p 

Bei  directer  Application  liegen  also  die  beweglichen  Doppel- 
punkte auf  eiuer  Geraden  durch  den  festen  Punkt  A  {s  =  0,  .y  «), 
folglich  der  eine  auf  der  Ovale,  der  andere  auf  der  Serpentine.  S. 
die  Dreiecke  PMR  und  PMXRX. 

Eine  ganz  analoge  Rechnung  (vergl.  Art.  13.)  giebt  für  indirecte 
Lage  die  Gerade 

^  +  2«  =  -(|4.A)coti9 

als  Verbindsngslinie  der  Doppelpunkte,  welche  der  Drehung  <p  eut- 
spreebeu,  wenn  man  von  der  Lage  ausgeht,  bei  welcher  die  positive 
'„-Richtung  mit  der  negativen  »/-Richtung  zusammenfallt. 

Wie  wir  ja  schon  wusüten,  liegen  also  bei  iu  directer  Appli- 
cation die  beweglichen  Doppelpunkte  auf  einer  G<T.id«;n  durch  B 
{x  «*  0,  y  =  -  a),  folglich  beide  auf  der  Ovale,  oder  beide  auf  der 
Serpentine. 

Zugleich  sehen  wir.  dass  sowol  bei  direkter  als  indirecter  Lage 
einer  gewissen  Drehung  der  x1^J-Ebene  eine  baJb  so  grosse  Drehung 
der  zugehörigen,  dureh  A  resp.  B  gehenden  Geraden  entspricht 


Digitized  by  <■  — 


236 


B  rodtn:  Uebtr  die  Doppelpunkte  bei  der 


Die  indirecte  Application  erlaubt  (für  jedes  A)  4  Coinci- 
donzen  der  beweglichen  Doppelpunkte,  den  4  verschiedenen  Tan- 
genten durch  B  entsprechend:  L  und  M  können  beide  mit  P  zu- 
sammenfallen, oder  in  A,  B,  oder  im  qo -Punkt  der  Fluchtlinie  liegen. 
Bei  der  directen  Application  können  die  beweglichen  Doppelpunkte 
offenbar  nicht  coincidiren  (weil  AB  die  einzige  reelle  Tangeute  durch 
A  ist) ;  aber  der  eine  kann  mit  P  zusammenfallen.  —  Ebenso  können 
die  zwei  Punkte  bei  indirecter  Lage  imaginär  werden;  bei  der  di- 
recten sind  sie  immer  reell. 

9.  Wie  die  fraglichen  Puukto  bei  der  Drehung  der  xxyt -Ebene 
sich  bewegen,  und  spcciell,  wenn  die  erwähnten  Coincidenzen  ein- 
treffen, folgt  aus  dem  soeben  Gefundenen  unmittelbar:  die  durch  A 
resp.  B  gehende  ausschneidende  Gerade  dreht  sich  in  derselben 
Richtung  mit  der  halben  Geschwindigkeit;  bei  der  Aufangslage  {At 
auf  A)  fällt  sie  mit  x  =  0  zusammen. 

Man  kaun  die  Bewegung  der  zwei  Punkte  auch  durch  das  fol- 
gende mechanische  Mittel  zur  Anschauuug  bringen.   Es  ist  offenbar, 
dass  sie  immer  Schnittpunkte  sind  zwischen  der  xy-Abstandscurve 
uud  der  entsprechenden,  im  jetzigen  Falle  congruenten  x^-Curve. 
Zeicbuet  mau  daher  diese  Curve  einerseits  auf  einer  festen  Unter- 
lage (der  xy-Ebene)  anderseits  auf  einem  durchsichtigen  Papier  (der 
xi  y,-Ebene)  und  festigt  mit  einer  Nadel  den  Punkt  Pt  in  P,  so  kann 
man  bei  Drehung  des  Papiers  um  P  die  eutsprechenden  Verände- 
rungen in  der  Lage  der  beweglichen  Doppelpunkte  beobachten.  Zwar 
können  die  Curven  auch  andere  reelle  Schuittpuukto  haben;  mittels 
der  vorigeu  Auseinandersetzungen  entscheidet  man  aber  leicht,  in 
welchen  Schnittpunkten  entsprechende  Punkte  zusammenfallen.  In 
der  Tat  haben  die  Curven  bei  der  directen  Lage  nur  zwei  endliche 
Schuittpuukte  ausser  P\  denn  bei  jedem  <p  berühren  sich  die  Curven 
dreipüuktig  in  den  unendlichen  Kreispuukteu,  weil  die  Krummuugs* 
kreise  in  diesen  Punkten,  deren  Ceutra  notwendig  im  Focus  P 
liegen  (die  Quadrate  der  Radien  sind  in  der  Tat  ht  +  2ahi)  von 
der  Drehung  der  x,y,-Ebene  nicht  beeinflusst  werden.    Bei  der  in- 
directen  Lage  haben  die  Curven  im  allgemeinen  4  endliche  Schnitt- 
punkte ausser  P\  von  diesen  erkennt  man  aber  leicht  zwei  als  Dop- 
pelpunkte wegeu  der  gleichen  Entfernung  von  P  oder  der  Lage  auf 
derselben  Geraden  durch  B.    Die  zwei  übrigen,  in  welchen  nicht 
projectivisch  entsprechende  Puukte  zusammenfallen,  müssen  in  der 
Tat,  weil  ein  beliebiger  Kreis  mit  Centrum  iu  P  die  Curve  in  nur 
zwei  endlichen  Punkten  schneidet,  Coincidenzstelleu  solcher  Curven- 
punkte  sein,  welche  zufolge  der  Congruenz  der  Curven  correspon- 
diren  (beim  Aufeinanderlegen  der  Curven  zusammenfallen).    Es  ist 
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auch  hieraus  klar,  dass  bei  directer  Lage  keine  unwesentlichen  Schnitt- 
punkte auftreten  können;  zwei  Punkte  von  ähulicher  Lage  fallen 
dann  nur  bei  der  vollständigen  Deckung  der  Curven  zusammen. 

10.  Wir  haben  bis  jetzt  k  —  -f-  a  angenommen.  Welche  Modi- 
ficatiouen  eintreten,  wenn 

k  =  —  a 

ist  leicht  zu  fiuden.  Auch  dann  sind  die  beiden  Curven  congruent, 
aber  ihre  Lagen  zu  den  Coordinatenaxen  sind  nicht  ganz  dieselben, 
sondern  mit  Bezug  auf  die  Ordinatenachsen  symmetrisch,  und 
sie  decken  einander  daher  bei  der  indirecten  centralperspecti vi- 
schen Lage  der  beiden  Ebenen.  Die  Abwesenheit  unwesentlicher 
Schnittpunkte  findet  also  bei  der  indirecten  Lage  statt,  die  Gleich- 
schenkligkeit  der  Doppelpuuksdreiecke  bei  der  directen  Lage.  Die 
beweglichen  Doppelpunkto  werden  in  jenem  Falle  von  einer  Geraden 
durch  B,  in  diesem  von  einer  Geraden  durch  A  ausgeschnitten. 

11.  Wir  gehen  jetzt  zu  dem  allgemeineren  Falle 

Jfc*  ^  a* 

über  (b  immerfort  =  a). 

Wegen  der  Symmetrie  der  Transformationsformeln  gilt  es  natür- 
lich wie  im  Vorigen,  dass  die  xy-  und  r,  y^Curven  für  unveränderten 
Abstand  paarweise  congruent  sind,  obgleich  nicht,  wie  für  k%  =  a*, 
zwei  congruento  Curven  einander  projectivisch  entsprechen.  Ebenso 
sind  die  Spitzeuorte  congruent. 

Bei  der  directen  perspectiv ischeu  Lage  ist  die  Correspondenz, 
wie  wir  wissen,  vertauschbar,  und  zwei  entsprechende  Punkte  liegen 
auf  einer  Geraden  durch  B  und  harmonisch  zu  B  und  dem  Schnitt- 
punkte jener  Gerade  mit  y  «=  a.  Man  erhält  also  die  einer  gewissou 
xy-Curve  entsprechende  3^  y, -Curve,  wenn  man  die  mit  Bezug  auf 
den  Punkt  B  und  die  Gerado  y  =  a  harmonische  Curve  construirt. 
Die  Spitzenorte  fallen  zusammen,  und  es  ist  dem  soeben  Gesagten 
gemäss  offenbar,  dass  die  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  einer  Ge- 
raden durch  B  paarweise  zu  B  und  y  =  a  harmonisch  liegen.  —  In 
analoger  Weise  bei  der  indirecten  perspectivischen  Lage. 

12.  Wir  werden  nun  etwas  näher  die  Gestalt  der  Abstands- 
curven  untersuchen;  nehmen  aber  dabei  an,  dass  h  und  k  beide 
positiv  sind. 

Liegt  P  auf  der  Linie  y  —  a,  so  wissen  wir,  dass  die  Curve 
vom  3  ten  Grade  ist  und  die  Gestalt  der  Fig.  3.  hat.    Bewegt  sich 
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P  auf  eiuer  Geraden  durch  B  uud  uach  ß  hin  (Fig.  1.),  so  entsteht 
in  P  eiu  Doppelpunkt,  dessen  Tangenten  von  der  Lage  y  =  a  in 
positiver  Richtuug  uud  von  der  Lage  BP  in  negativer  Richtung  sich 
drelieu.  In  dem  spitzen  uud  der  y-Axo  zugewendeten  Winkel 
zwischen  diesen  Tangenten  hat  die  Curve  eiue  Schlinge  (Fig.4.),  welche, 
wenn  P  sich  der  Fluchtlinie  uähert,  immermehr  sich  zusammenzieht, 
bis  sie  beim  Erreichen  des  Spitzenortes  (in  5,  Fig.  1.)  verschwindet 
(Fig.  5.).  Uebrigens  hebt  sich  die  Curve  über  die  ursprüngliche 
Ovale  mehr  und  mehr  auf  und  nähert  sich  immer  dem  negativen 
Teil  der  Asymptote  von  obeu,  dem  positiven  von  unten ;  dieser  wird 
iu  einem  endlichen  Punkte  geschnitten,  welcher  sich  mehr  und  mehr 
entfernt.  Der  andere  Curventeil  gleicht  der  Serpentine  der  Curve 
3 ten  Grades,  schneidet  aber  den  negativen  Teil  der  Asymptote 
y  —  -  a  iu  wachsender  Entfernung  von  B.  Die  aualytisehe  Bestä- 
tigung dieser  Verhältnisse  ist  leicht. 

Wenn  P  die  Wanderung  fortsetzt,  ist  er  isolirter  Punkt  (Fig.  6.). 
Die  Curve  ändert  sich  übrigens  wie  vorhin,  bis  sie,  wenn  P  die  Flucht- 
linie erreicht,  gauz  ins  Unendliche  rückt. 

Während  P  von  C  bis  F  (Fig.  1.)  geht,  rückt  Pt  von  C  ins 
Unendliche  (nach  oben).    Die  Gestalt  der  cutsprechenden  Curve  folgt 
aus  ihrem  Zusammenhang  mit  der  soeben  beschriebenen,  zu  JJ  ge- 
hörigen (s.  die  nicht  vollzogenen  Curveu  der  Figg.  4.,  5.,  G.).  Man 
sieht  leicht  ein,  dass  von  deu  16  Schnittpunkten  zweier  entsprechen- 
den  Curven  12  immer  reell  und  4  immer  imaginär  sind.  Zwei 
Schnittpunkto  liegen  iu  den  uuendlichen  Kreispunkten,  folglich  zwei 
auch   in  den  Punkten  der  Fluchtlinie,   welche  ihnen  entsprechen 
(x      +      y  =  0).    Ein  reeller  Schnittpunkt  liegt  auf  y  «=■  a,  zwei 
(ein  doppelter)  in  P  uud  ebenso  zwei  in  Px.    Die  7  übrigen  liegen 
im  x  -Punkte  der  Fluchtlinie.    Dass  die  Curven  dort  uieht  weniger 
als  7  Schnittpunkte  haben  kOnneu,  ist  iu  der  Tat  unmittelbar  aus 
den  Figuren  zu  schliessen:  die  oberen  Zweige  habeu  Coutact  von 
ungerader,  die  unteren  von  gerader  Ordnung ;  nehmen  wir  an,  dass 
die  Berühruugeu  resp.  2-  uud  3-püuktig  siud,  so  giebt  dies  iu  allem 
7  Schnittpunkte. 

13.  Wir  denken  uns  nun,  dass  man  die  a-^-Ebene  so  ver- 
schiebt, dass  ]\  mit  P  zusammenfällt,  und  darauf  um  P  einen  Winkel 
<p  in  positiver  Richtung  dreht.  In  jeder  so  erhaltenen  Lage  sind 
ausser  P  zwei  in  der  entsprechenden  Curve  liegende  Punkte  Doppel- 
punkte.   Ihre  Lage  wird  durch  die  Gleichungen 
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sin  <p  -  t]  cos  q>  -|-  +  *)  —  -f  a& 

bestimmt,  wo  dio  oberen  Zeichen  zu  nehmen  sind,  uud  im 
nun  fraglichen  speciellen  Falle  b  =  a  ist.  Die  untereu  Zeichen 
gelten,  wenn  man  vor  der  Drehung  u:n  P  die  -Ebene  um  die 
Gerade  »/  0  eine  halbe  Umdrehuug  machen  lüsst  (so  dass  die  Ap- 
plication indirect  wird). 

Die  zwei  Gleichungen  sind  äquivalent  mit  diesen: 

£qcosy  +  TsinV+;(fccos  <P~ «)  +  r/  ^siuy  -f-       —  ü 

akz&iu<p-\-ky     —  a  eosqp)  +  ah  (k  COS  q>—a)  =  0 

Diese  ist  die  ^-Gleichung  der  Verbindungslinie  der  beweglichen 
Doppelpunkte.  Die  Enveloppo  dieser  Geraden  ergiebt  sich  sehr  leicht. 
Die  Derivation  der  Gleichung  mit  Bezug  auf  9  liefert 

Durch  Substitution,  Quadriren  und  Rcduction  erhalt  man  dann  als 
Eoveloppcngleichung 

b*{a*-k*)  +  än* ~  1 

Die  Enveloppo  ist  somit  ein  Kegelschnitt  mit  Centrum  in 
x  =  y=»0  und  Brennpunkten  in  x  —  0,  y  —  ±  h\  die  Curve  ist 
Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  *<>  oder  k  >  a;  der  Schuitt- 
punkt  mit  dem  positiven  Teile  der  y-Axe  hat  dieselbe  Ordiuato 

{^\  wie  /',.  Zu  bemerken  ist  ferner,  dass  die  Enveloppo  unab- 
hängig von  der  AAbscisso  (A)  ist,  und  dass  für  beliebiges  k  dieselbe 
Carve  der  di reden  und  der  iudirectou*Application  entspricht. 

14.  Dass  die  fragliche  Enveloppo  ein  Kegelschnit  mit  Brenn- 
paukten in  x  =»  0,  y  —  i  h  sein  inussto,  hätte  man  in  der  Tat  ziem- 
lich leicht  voraussehen  können. 

Zwei  projectivische  Kegolschnittsbüschcl  gencriren  bekanntlich 
im  allgemeinen  eine  Curve  4ter  Ordnung.  Wenn  aber  ein  selbst- 
entsprechender  Kegelschnitt  existirt,  fällt  er  aus  der  erschöpften 
Carve  heraus,  und  es  restirt  ein  Kegelschnitt.  Ebenso  envcloppiren 
die  gemeinschaftlichen  Tangeuteu  cutsprechender  Curven  in  zwei 
projectivisch  verwandten  Kegelschnittsscharen  im  allgemeinen  eine 
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Curve  4ter  Classe,  aber  wenn  eine  Cnrve  selbstentsprechend  ist, 

einen  Kegelschnitt 

Die  x^-Krcise  mit  Centra  in  P,  bilden  eine  Kegelschnitts- 
schaar  mit  den  nneigentlicheu  Individuen:  den  2  unendlichen  Kreis- 
punkten und  dem  doppelten  gezählten  Punkte  Pv  Diesem  System  ent- 
spricht in  der  xy-Ebeuc  eine  Kegelschuittsschaar  mit  den  uneigent- 
liehen  Individuen:  y  =  0,  x  —  ±bi  (welche  Punkte  den  unendl. 
Kreispunkteu  der  x,  y,-Ebene  entsprochen)  und  der  zweimal  gezählte 
P.  Wenn  nun  die  Ebenen  so  auf  einander  gelegt  werden,  dass  Px 
auf  P  fällt,  so  wird  die  uneigeutliche  Curve  zweiter  Classe  „P  zwei- 
mal gezählt"  selbstentsprechend,  und  die  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten entsprechender  Curven  enveloppiren  einen  Kegelschnitt.  Dieser 
ist  offenbar  von  der  Drehung  der  Xjy,-Ebene  und  von  der  directen 
oder  iudirecten  Lage  ganz  uuabhäugig,  weil  jeder  der  fraglichen 
Xj  yj-Kreise  bei  einer  solchen  Lagenänderung  in  sich  selbst  übergeht 
Uud  die  reellen  Breuupuukte  sind  x  —  0,  y  =  fi;  denn  der  Kegel- 
schnitt berührt  „die  gemeinschaftlichen  Tangenten"  der  einander 
entsprechenden  uneigeutlichen  Curven  zweiter  Classe:  y  «=»  0,  x  — 
±i  b  <;  und  die  unendlichen  Kreispunkte ;  die  Punkte  y  =  0,  x  —  +  Ii 
sind  also  Brennpunkte ;  folglich  auch  x  «  0,  y  —  +  b. 

Aber  die  so  gefundene  Envoloppe  ist  offenbar  dieselbe,  welche 
in  dem  vorigen  Art.  gesucht  wurde.  Denn  die  Verbindungslinie 
zweier  nebst  P  möglichen  Doppelpuukte  ist  bei  der  entsprechenden 
Lage  der  Ebenen  selbsteutsprechend  und  also  gemeinschaftliche 
Tangeute  eines  gewissen  x,  ^-Kreises  mit  Ccutrura  in  P  und  des 
entsprechenden  .ry-Kegelschnittes . 

In  der  Tat  giebt  der  Kreis 

als  x,y,-Curve  betrachtet,  wie  man  leicht  findet,  die  entsprechende 
xy-Curve 

(**  -hyy  +  bHy-k)*  --*ry« 

Führt  man  gewöhnliche  Liuicncoordinaten  ein  (Zwischenform  tx-\~ 
«y  — 1),  so  gehen  diese  Gleichungen  in  die  folgenden  über: 

e»+M»  -  ^ (*<+*«  — l)f 
Die  Eliminatiou  von  r»  giebt 
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M(««-jfe*)ti+a'Altt*-  Jfc« 

die  Gleichung  der  Enveloppe  in  Liniencoordinaten.  Die  drei  k*- 
Werte,  für  welche  die  Enveloppe  ausartet,  sind  0,  oo  und  a*.  Diese 
3  Werte  geben  resp.  die  unendlichen  Kreispunkte,  die  Paukte  y  =  0, 
**+b*  =  0  und  —  wie  wir  schon  Art.  8.  gesehen  haben  —  x  =  0, 

15.  Wenn  Peine  zu  der  Fluchtlinie  parallele  Gerade  durchläuft, 
umhüllt  die  entsprechende  Abstandscurve  eine  gewisse  Curve.  Man 
findet  leicht,  dass  diese  Enveloppe  derselbe  Kegelschnitt  ist,  welcher 
ton  der  Verbindungslinie  der  nebst  P  möglichen  Doppelpunkte  eu- 
veloppirt  wird,  wenn  P  auf  der  fraglichen  Gerade  liegt  (und  also  k 
«od  damit  die  Enveloppe  unverändert  sind)  und  dass  jede  der  Curven 
4ten  Grades,  wenn  b  —  o,  den  Kegelschnitt  in  zwei  und  nur  zwei 
reellen  Punkten  berührt.  Die  Elimination  von  x  aus  der  Gleichung 
des  Abstandsortes 

i-V  -         —  2hky(ky  — a*)x-\-(y — k)*(k9y*  —  aPb*) 

—  h*y*(a* —  k9)  -0 

und  der  Enveloppengleichung 

a*k*x*  +  (a*  —  k*){k*y*-a?b*)  =  0 
liefert  nämlich  die  Gleichung  4ten  Grades  in  y 

(k*y* -a*b*)(ky  —  a*)*+a*k*y*{a*--k*)-*  0 

oder  lieber  das  Quadrat  des  linken  Gliedes.  Man  findet  leicht,  dass 
diese  Gleichung,  weuu  b  =  a,  immer  zwei  und  nur  zwei  reelle  Wurzeln 
bat,  die  eine  positiv,  die  andere  negativ.    Sie  liegen  zwischen 

a*  a*  > 

+  j  und  — j-  ,  oder  nicht,  je  nachdem  k*  ^  a*  (s.  die  Behandlung 

des  allgemeinen  Falles  Art.  20.).  Hieraus  folgt,  dem  Vorigen  ge- 
mäss, dass  den  zwei  obigen  zy-Gleicbungen  von  zwei  doppelt  zu 
zählenden  reellen  Wertsystemen  geuügt  wird.  Dies  bedeutet  aber 
eioe  doppelte  reelle  Berührung  zwischen  den  entsprechenden  Curven. 
Der  eine  Contact  kann  aber  ausarten:  wenn  die  Curve  4ten  Grades 
Spitze  (in  P)  hat,  so  entsteht  das  eine  zweipunktige  Zusammen- 
treffen mit  dem  Kegelschnitte  dadurch,  dass  dieser  durch  die  Spitze 
geht  Wir  haben  nämlich  schon  (Art.  5.)  bemerkt,  dass  der  Spitzen- 
ort von  den  Geraden  y  =  k  in  den  —  nun  in  zwei  Richtungen  als 
Eoteloppen  befundenen  —  Kegelschnitten 

a9k9xt  +  {a9  —  kt)kiy9  -  a*b* (a* —  k*) 

ausgeschnitten  wird:  m.  a.  W.  die  Substitution  von  x  =  A,  y  —  k  in 
dieser  Kegelachnittsgleichug  liefert  die  Spitzenbedingung. 

Atck.  4.  Matt.  v.  Pkjf .  2.  Btilit,  T.  IX.  1 * 
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Die  Abscissen  der  Contactspunkte  bestimmen  sich  durch  die 
Gleichung 

kx{a*-lcy)  =  hy{a*-1c*) 

welche  man  durch  Elimination  von  x*  uud  Beachten  der  von  z  voll- 
ständig befreiten  Gleichung  erhält.  Wenn  y  die  positive  Wurzel 
dieser  Gleichung  ist,  so  haben  dem  Vorigen  zufolge  a»— hy  und 
ft*_ &  gleiche  Zeichen,  und  ebenso  wenn  y  die  negative  Wurzel 
bedeutet.  Hieraus  folgt,  dass  auch  die  Abscissen  der  Contactspunkte 
ungleiche  Zeichen  haben ;  und  zwar  haben,  wenn  A  >  0,  k  >  0,  Ab- 
scisse  und  Ordinate  gleiche  Zeichen. 

16.  Wir  sind  nun  im  Stande  die  Bedingung  der  zwei  nicht  in 
P  festen  Doppclpunkte  bei  der  Drehung  der  x,y, -Ebene  um  den  mit 
P  zusammenfallenden  Pt  näher  zu  verfolgen.  Sie  werden  von  einer 
mit  q>  veränderlichen  Tangente  des  zu  P  gehörenden  Kegelschnittes 
in  der  entsprechenden  Abstandscurve  ausgeschnitten.  Von  den  4 
Schnittpunkten  gehören  2  zu  der  directen,  2  zu  der  indirecten  Appli- 
cation.  Der  Winkelcoefficient  jener  Tangente  ist  ja  immer  (s.  oben) 

sin  (p 

tn  =■  —  , 


COS  OD  — 

T  a 

Wenn  k*  <  «*,  rollt  also  die  Tangente,  da  die  xiyl -Ebene  eine  Um- 
drehung vollmacht,  in  derselben  Richtung,  wie  die  Drehung  geht, 

cinmel  um  die  Ellipse.  Die  Anfengelege  (.  —  0)  iet  j  —  +  j,  , 

nachdem  die  Application  direct  oder  indirect  ist.  Für  fc*  >  a*  gelten 
dieselben  Anfangslagen,  aber  die  Drehungsrichtung  der  Tangente  ist 
nun,  wenn  k  >  Ü,  derjenigen  der  Ebene  entgegengesetzt,  bis  die 

Tangente  ^für  cos  q>  «=»  ^  die  Hyperbel-Asymptote  yYk*— a*«=-  -ax 

erreicht  ;  sie  wendet  sich  dann,  um  nach  Erreichen  der  anderen  Asymp- 
tote wieder  die  brehungsrichtuug  zu  ändern  und  für  <p  —  2»  in  die 
Anfangslage  zurückzukommen;  für  Ar  <  0  umgekehrt. 

17.  Wir  nehmen  nun,  der  Einfachheit  wegen,  wieder  ausdrück- 
lich b  —  a  an,  und  lassen  A  >  0,  k  >  0  sein. 

Zuerst  sei  k  <o.  Bei  directer  Lage  liegen,  wie  wir  sahen^ 
die  zwei  beweglichen  Doppelpunkte  für  <jp  =  0  auf  der  Linie 

Der  eine  ist  offenbar  unendlich.   Der  andere  liegt  auf  der  Ver- 


lym. 
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längerang  der  Geraden  PB  (Fig.  4.,  5.,  6.);  denn  die  zwei  einander 
entsprechenden  Punkte  Q  und  Q|,in  denen  PB  (und  ihre  Verlänge- 
rung) die  nicht  durch  P  resp.  1\  gehenden  Zweige  der  zugehörigen 
Gurveu  schneidet,  habeu  deuselbeu  Abstand  wie  P  und  J\  (weil 
offeubar  Px  Q,  =  PQ)  und  fallen  also  bei  einer  Verschiebung  von 
der  directen  eeutralpcrspecti vischen  Lage  zusammmen,  wenu  Pt  auf  P 

a* 

fällt    (Auch  findet  man,  dass  Q  die  Ordinate  —     hat.)  Wenn  nun 

die  Ellipsentangente  in  positiver  Richtung  rollt,  bewegt  sich  der 
ursprünglich  in  Q  liegende  Doppelpunkt  (3/)  in  der  Kichtuug  des 
Pfeiles  (Fig.  5.).     Der  andere  (L)  kommt  vom  Unendlichen  in  dem 
anderen  (sagen  wir  oberen)  Teile  der  Curve  hervor.    Denn  die 
zwei  nebst  M  im  untereu  Teile  liegenden  Schnittpunkte  mit  der 
Tangente  werden  offenbar  nach  einer  gewissen  Drehung  gleichzeitig 
imaginär  und  entsprechen  also  notwendig  der  indirecten  Lage.  Die 
weitere  Bewegung  von  L  uud  M  ist  selbstverständlich  (man  beachte 
bei  reellem  Doppelpunkte  in  P  die  Contacte  in  R  uud  S).    Sie  sind 
„immer  reell,  und  L  verlässt  niemals  den  obereu,  M  den  untereu 
„Curvenzweig".    Nach  einer  halben  l'inrollung  (welcher  auch  <p=7t 
entspricht)  hat  L  die  Schlinge  passirt  (falls  eine  solche  existirt)  uud 
ist  nach  f^{Pt)  gelangt,  M  ius  Unendliche  gerückt.    Während  der 
zweiten  Halbumdrehuug  setzt  sich  L  ins  Unendliche  fort,  M  kommt 
auf  der  linken  Seite  des  unteren  Zweiges  hervor,  um,  nach  Passire u 
des  Ellipsenpunktes  S,  für  tp  =■  'Jti  mit  Q  sich  wieder  zu  vereinigen. 

Hiermit  ist  natürlich  auch  gegeben,  welche  zwei  Schnittpuuktc 
in  jeder  Lage  der  rollendeu  Tangente  der  indirecten  Application 

entsprechen.    Für  <p  =  0  ist  die  Tangente,  wie  wir  sahen,  y  —  k  .  Oer 

eiue  Doppelpunkt  liegt  dann  in  Lx  (Fig.  5.),  der  andere  ist  unend- 
lich. Bei  positiver  Drehung  nähern  sie  sich  einander,  fallen  bei 
Contact  des  oberen  Curvenzweiges  zusammen ,  werden  darauf  ima- 
ginär und  bleiben  es,  bis  die  Tangeute  iu  eiuer  gewissen  Lage  den 
unteren  Curventeil  berührt.  Es  ist  denkbar,  dass  dies  nicht  ge- 
schieht, che  der  Ellipscupunkt  *S  erreicht  wird.  Die  Form  uud  Lago 
der  Curven  zeigen  ohne  Weiteres,  dass  es  ebendann  eintrifft,  wenn  die 
Curve  4  ten  Grades  iu  S  Inticxion  hat.  Bei  fortgesetzter  Drehung 
lösen  steh  dann  die  drei  zusammenfallenden  Schnittpunkte  der  Curve 
uud  der  Ellipseutaugeuto  in  drei  reelle,  verschiedene  Punkte  auf, 
von  denen  einer  (L)  nach  liuks,  zwei  M)  nach  rechts  gehen.  Von 
diesen  geht  offeubar  M mit  kleinerer  Geschwindigkeit:  wenn  M  nach  Q 

gekommen  ist,  hat  M  schon  Mt  erreicht;  L  ist  dann  unendlich. 
Wenn  aber  »S  über  oder  unter  dem  mittlereu  luflexionspunkt  des 
unteren  Curventeiles  liegt,  muss  eine  Contact  eintreffen,  ehe  M  nach 
S  gekommen  ist.    Der  Verlauf  wird  dauu  dem  soeben  beschriebenen 
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ähnlich ;  aber  M  fällt  nun  nur  mit  dem  einen  von  den  zwei  anderen 
Punkten  iu  S  zusammen,  nämlich  mit  dem  nach  links  oder  nach 

rechts  gehenden  (L  oder  M) ,  je  nachdem  S  Ober  oder  unter  dem 

Inflexionspunkte  liegt.  Für  <p  <  n  liegt  zuerst  sowol  L  als  Jf  auf  der 
rechten  Teile  des  unteren  Curvenzweiges ;  sie  nähern  sich  einander 
mehr  und  mehr,  fallen  zusammen  und  werden  imaginär,  treten 
schliesslich  nach  der  ersten  Berührung  des  oberen  Curventeiles  in 
diesem  auf  und  wandern  vom  Contactspunkte  aus  in  entgegesetzten 
Richtungen  ins  Unendliche ;  der  eine  begegnet  S  im  Ellipsenpunkte  K. 

Für  k  >  a  wird  der  Verlauf  ganz  analog  und  folgt  aus  dem 
beschriebenen  so  unmittelbar,  dass  wir  darauf  nun  nicht  näher  ein- 
gehen. 

Bei  der  directen  Application  sind  also  die  beweglichen  Doppel- 
punkte immer  reell,  und  es  giebt  keine  Coincidenzen.  Bei  indirecter 
Application  hat  man  4  Coincidenzen.  Für  k  <  0  wäre  es  umge- 
kehrt Uebrigcns  fällt  sowol  bei  directer  als  indirecter  Lage  der 
eine  der  beweglichen  Punkte  zweimal  mit  P  zusammen,  wenn  P  re- 
eller Doppclpunkt  oder  Spitze  der  Abstandscurve  ist 

18.  Natürlich  sind  die  beweglichen  Doppclpunkte  immer  Schnitt- 
punkte  der  beiden  zu  P  und  Pl  gehörenden  Abstandscurven ;  und 
man  kann  diesen  Umstand  benutzen,  um  die  Bewegung  der  Punkte 
bei  der  Drehung  der  a-,yrEbene  zu  directer  Anschauung  zubringen. 
Welche  zwei  Schnittpunkte  man  in  jedem  Falle  zu  wählen  hat,  ist 
leicht  zu  entscheiden,  wenn  man  sich  erinnert,  in  welcher  Weise  die 
zwei  Curven  einander  entsprechen;  oder  man  kann  benutzen,  dass 
die  Verbindungslinie  der  beweglichen  Doppelpunkte,  dem  Vorigen 
zufolge,  offenbar  immer  gemeinschaftliche  Tangente  zweier  Kegel- 
schnitte (Ellipse  und  Hyperbel)  ist,  von  denen  der  eine  in  der  xy- 
Ebene,  der  andere  in  der  xx  yrEbene  fest  liegt.  Wir  unterlassen  die 
genauere  Verfolgung  der  Bewegung  der  Schnittpunkte.  Es  mag  nur 
bemerkt  werden,  dass  die  Anzahl  der  beweglichen,  einander  nicht 
entsprechenden  (reellen  oder  imaginären)  Schnittpunkte  6  ist  Denn 
die  Curven  schneiden  einander  immer  4-pünktig  in  P,  zweipünktig 
in  den  uneudlichen  Kreispunkten  und  einfach  in  den  beweglichen 
Doppelpunkten. 

19.  Wir  werden  nun  den  allgemeinen  Fall 


etwas  uaher  betrachten. 
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Wie  schon  bemerkt,  zerfällt  für 

*-  ±a 

die  Abstandscurve  in  die  Gerade  y  =  +  a  und  eine  Curve  3  ten 
Grade«.  Den  Verlauf  dieser  Curve  (für  k  —  +«,  A  >  0)  zeigt  die 
vollzogene  Curve  der  Fig.  7.  (Die  Gleichung  steht  Art.  3 ).  Zu  be- 
merken ist,  dass  sie  durch  die  Punkte  (A,  a) ,  (0,  o),  (0,  6)  und  (0, 
~ *)  *J  g©bt,  wie  die  Gleichung  unmittelbar  zeigt.  Im  Falle  A  —  a 
gieng,  wie  wir  sahen,  die  Tangente  in  (A,  a)  immer  durch  (0,  ~a). 
Die  Gleichung  dieser  Tangente  ist  nun 

(y  —  a)(A»+6»-a*)  —  2ah(x-h) 

Eine  kleine  Rechnung  zeigt,  dass  sie,  wenn  A  variirt,  den  Central- 
kcgclschnitt 

enveloppirt.  Es  ist  (s.  oben)  dieselbe  Carve,  deren  Tangenten  für 
einen  Punkt  k  =  b  in  der  zogehörigen  Abstandscurve  4  ten  Grades 
die  zwei  beweglichen  Doppelpunkte  ausschneidet.  Wenn  man  die 
Origo  in  die  Punkte  (0,  —b)  legt,  wird  die  Gleichung  der  fraglichen 
die  Curve  3  ten  Grades 

ViP+V*)  +  («  -  *)  P  —  2A  iv  —  (a  +  34)    —  2bh1  —  24  («  +  b)  ~n  -  0 

Die  Tangente  in  diesem  Punkte  ist  also,  wie  für  b  =  a,  senkrecht 
znr  Verbindungslinie  mit  dem  Punkte  P  (a;  —  Ä,  y  =  a).  Aber  jene 
Tangente  ist  nun  nicht,  wie  im  Specialfalle,  Inflexionstangente.  Die 
Bedingung  hierfür  wäre,  dass  hx  +  (a-\-b)4  als  Factor  in  (a  —  b)z* 
—  2Axy— (a+36)y*  eingienge.   Dies  findet  aber  statt,  nur  wenn 

(a  —  *)[(a +  &)*  +  *■]  -  0 

also  für  keinen  reellen  A-Wert,  wenn  nicht  b  «  o.  Abscisse  und  Or- 
dinate (£  und  rj)  für  den  einfachen  Schnittpunkt  (E)  der  fraglichen 

Tangente  mit  der  Curve  sind  — ^—  und  —  (a  -  £>),  oder  mit  Be- 
nutzung der  ursprünglichen  Coordinaten 

«  -  — y  o 

2aA 

Die  Gerado  PE  hat  den  Winkelcoefficient  —  a>  wt  »lw 

die  Tangente  in  P.   Die  Bedingung  für  Inflexion  in  E  ist 


•)  Hier  lind  die  ursprünglichen  Coordinaten  x,  y  benuttt. 
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(«*  -  b*)  [M  +  2(a2  +  6»)  A»  +  (a*  -**)»]  =  0 
also  muss  b  =  a  sein. 

Die  Envcloppe  der  Verbindungslinie  der  beweglichen  Doppel- 
punkte (P1  auf  P)  degenerirt  für  k  ~>  a  zu  den  zwei  Focalpunkten 
'  —  0,  y  =  ±&  (A,  B).  Der  Punkt  (A)  entspricht  der  directen, 
— h  (B)  der  indirecten  Application;  für  k  =  —  a  umgekehrt.  Es  ist 
ja  so  im  Specialfalle  b  =  «;  dass  es  immer  gilt,  kaun  leicht  veri- 
ticirt  werden.  Die  oben  (Art.  13.)  aufgestellte  allgemeine  Gleichung 
der  umhüllenden  Doppcllinie  geht  nämlich,  wenn  k  =  a  ist.  in  diese 
über: 

sin  rp 

y  +  b  =  -  j  _— s  -  *  =  -  COtgJ q, .  X 

Die  nicht  vollzogene  Curve  ist  die  entsprechende  bei  directer 
perspectivischeu  Lage  mit  Centrum  iu  B.  Sie  muss  offenbar  durch 
P,  C\  B  und  Q  gehen  uud  die  Asymptote  y  =«  — 3a  haben.  In  B 
berührt  si«  die  entsprechende  Curve,  und  die  gemeinschaftliche 
Tangente  schneidet  sie  ausserdem  im  endlichen  Schnittpunkte  mit 
der  Asymptote  (G).  Durch  G  geht  auch  die  Taugente  in  P.  — 
Vergleiche  übrigens  die  Behandlung  des  Specialfalles  b  —  a. 

Natürlich  können  wir,  wie  in  diesem  Falle,  die  zwei  nebst  P 
möglichen  Doppelpunkte  als  Schnittpunkte  zwischen  den  zu  P  und 
P,  gehörenden  Abstandscurven  darstellen.    Zu  bemerken  ist  jedoch, 

dass  für  b^  «auch  bei  directer  Lage  vier  beweglicho  Schnittpunkte 
auftreten.    Die  Curvengleichungen  sind  mit  P  {Px)  als  Origo 

(P+ij*)(ij  +  2a)  +  2aV-+(a*  — &*  — ~  0 
(?2-H2)  (v  -f*  2A)  +  2 bh  'i -f- (b*  —  a*  —  h*)    —  0 

Mit  jener  Curve  haben,  wie  man  sehr  leicht  findet,  die  Kreise 

mit  dieser  die  Kreise 

{*  -f  n*  —  b*  —  «*  —  h*+%2 bh  i 

in  den  oo  -Punkten  der  Geraden  y  =  +  ix  resp.  y  ~  —  ix  eine  drei- 
pünktige  Berührung.  Die  Curveu  berühren  einander  also  in  diesen 
Punkten  nur  zweipunktig,  wenn  nicht  und  dies  gilt  uatürlich 

auch  nach  einer  beliebigen  Drehung.  Folglich  existiren  5  endliche 
Schnittpunkte.   Ebenso  bei  indirecter  Lage. 
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20.   Wie  endlich  der  allgemeine  Fall 

b  Jfc»  ^  a* 

lieh  gestaltet ,  ist  in  nicht  geringem  Masse  schon  ans  dem  Vorigen 
klar- 
Bezüglich  dem  Verlaufe  der  Abstandscnrve  bemerken  wir  Fol- 
gendes.  Sie  hat,  wie  wir  wissen,  mit  dem  Kegelschnitte 

a*k*x*+(a*-&)&ij'  -  fl«6f(a»  —  A») 

einen  4  fachen  Coutact.  Im  Falle  b=a  waren  aber  2  der  4  Contacts- 
paukte  imaginär.   Dies  findet  nicht  immer  Statt.   Die  Gleichung 

(*V  ~  a*b*)(kt,  —  a*)*  +  a*h*y*(a*  —  k*)  =  Q 

welche  die  Ordinaten  der  Berührungspunkte  bestimmt,  hat  nämlich 
in  gewissen  Fällen  4  reelle  Wurzeln  [welche  zufolge  der  Gleichung 

kx(a*  —  ky)  =  Ay 

such  reelle  Abscissen  geben].  Einfache  Ueberlegungeu  bezüglich 
der  Function 

(*«  -        (*y  -  a1)*  +  o»  Ä»  (a»  -  *•) 
and  ihrei  Derivirten 

^(*y-a»)(*V-a*6«) 
»igen,  dass  —  wenn  wir 

•etzen  und  >  0,  A  ^  0  annehmen  —  die  Wurzeln  der  fraglichen 
Gleichung  sich  folgendermassen  verhalten: 

1)  a>6 

fc  <  «      — ^  <  yi  <  0  <  y,  <  +"?öfs,  y4  imag  ) 


ab  .ab  ,  «Ä 


t-a     F2  -p  y,  —        ys-y4  — 
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k  >  a 


2 


**  »     vi  <  —  k -•  +  j  <  y%  —  ys  <  +  k ;  <  y« 
>  V  yi  <  -  ^     y>  iraag  )  +**  <  '* 


2)   o  -  b 

a*  .  a* 

&  <  a       -  ^  <  y,  <  0  <  y,  <+  ^  (y3,  y4  imag.) 

*  =  a       y,  =  —         yt  —  ya  — y4  =  +  -- 

k  >  «     yi  <  —      +  j.  <  y*  tos*  y*  »mag.) 


3)    a  <  h 

*"-V    -?  <yi<0<y,<;+f  <ys^y4<  +  ~ 
A»  >  V     —  y  <  y,  <  0  <  y,  <  +^    (y„  y4  imag.) 

k~a     vi  y«-ys-+^i  + 

k>  a      y,  <  -  ^    (yt,  ys  imag.)    y4  >  +  y 

Für  h  =  0  erhält  man  immer  nur  reelle  y- Werte:  +y»  —  y 

uod  ^  zweimal  gezählt.   Die  ersteren  geben  *  =  0.   Für  ^  wird 

die  Gleichung  ersten  Grades,  welche  z  bestimmt,  identisch;  zur  Be- 
stimmung von  x  hat  man  die  Kegelschnittsgleichuug  zu  benutzen  ; 

sie  giebt  dio  zwei  Werte  ±  \  V(fc*  —  «*)  (a1  —  &») ,   welche   nur  für 
und  a  <&,*;<  o  reell  und  verschieden  sind. 

Zeichenwechsel  für  *  (—  Z.-w.  für  y)  beoinflusst  natürlich  nicht 
die  Realitätsverbältnisse. 

Die  Feldor,  in  denen  P  liegen  muss,  wenn  die  fraglichen  4 
Coutactspinkte  sämtlich  reell  sein  sollen,  werden  also  offenbar  von 
der  Curve 
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and  den  Geraden  y=  +a  abgegrenzt;  s.  die  nicht  vollzogenen  Curven 
der  Figg.  8.  (ä,  =  2a,)  nnd  9.  (a  =  2b). 

Die  vollzogenen  Cnrven  dieser  Figuren  sind  die  Abstandsorte 

9  10 
der  Punkte  x  —  0,  y  (P)  nnd  x,  =  0,  yt  =  9  6   (P,)  Sie 

sind  natürlich,  wie  immer  rar  ä=0,  symmetrisch  zn  den  Ordinatenaxen 
and  haben  je  zwei  Inflexionen  iu  den  oo  -Punkten  der  Fluchtlinien. 

Die  nähere  Bestimmung  der  Lage  der  Doppelpunkte  gestaltet 


Die  Figg.  8  und  9.  zeigen  zwei  Paare  entsprechender  Doppel- 
punktodreiecke :  PLM  und  PtLtMt  entsprechen  indiroctcr,  PNR  und 
P,  N,  Rt  directer  Lage. 

Lund,  September  1889. 
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XIII. 


üeber  die  Spitzenörter  aller  orthogonalen, 
gleichseitigen  oder  dazu  dualen  Kegel,  welche 
an  eine  Fläche  2.  Ordnung  tangential  gehen. 


Von 


Herrn  Dr.  A.  Koch, 

GjmnMiftl-Halfslehrer  in  Hildesheim. 


§•  1. 

Vorbemerkung. 

In  meiner  Dissertation:  „Ueber  die  Oerter  der  Punkte,  aus 
denen  ein  gegebener  Kegelschnitt  durch  einen  orthogonalen  oder 
einen  gleichseitigen  oder  einen  der  zu  diesen  dualen  Kegel  projicirt 
wird44  (Münster,  Tbeissing.  1887.)  ist  gezeigt,  dass  ein  Kogel,  dessen 
Axengleichung  lautet: 

Ax*+By*+Cz*  —  0 

3)  orthogonal  ist,  wenn  A,  B,  C  der  Bedingung  unterliegen: 

(A  +  B-C)(A  —  B+C)(-A  +  B+C)  =  0 

4)  dual -orthogonal  ist,  wenn  die  Bedingung  besteht: 

G+i-DG-i+y(-i+i+»- 

1)  gleichseitig  ist,  wenn 

A  +  B+C  =  Q 
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2)  dual-gleichseitig  ist,  wenn 

BC+CA  +  AB  —  0  ist.    (§.  1.  und  2.) 

Ist  nun  die  Gleichung  eines  Kegels  für  rechtwinklige  Coordi- 
oaten  in  der  allgemeinsten  Form  gegeben: 

so  geht  diese  für  ein  neues,  dem  vorigen  paralleles  Coordinateu- 
fTstem  mit  der  Kegelspitze  als  Anfangspunkt  iu  die  Gleichaug  Uber: 

f=  Oji  ^*  +  owy,  +  a83  ^  +  20,3^2 +2o31yx4-2ai»*y  —  0 
wo  die  aa  dieselben  Grössen  geblieben  sind. 

Soll  diese  Gleichuug  /=  0  auf  die  Axeu  des  Kegels  als  Coor- 
dinatenaxen  transformirt  werden,  d.  h.  die  einfache  Form  annehmen : 

Ax*  +  By*  +  Cz*  -  0 

so  ergeben  sich  die  Coefficieuten  £,  C  einfach  als  die  Wurzeln 
der  kubischeu  Gleichung: 

Sind  et,,  o„  a8  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung: 

•o  kann  diese  auch  geschrieben  werden: 

<J  =  (x  —  ctj )  (x  —  <ra)  (x  —  as)  =  0 

Die  Vergleichung  gleich  hoher  Potenzen  you  x  ergiebt  die  Gleich- 
heiten : 

!)    —  («i  +  «i  +  ai)  =  «i 

2)  «t  «8  +  «s  *i  +        —  «t 

3)  —  «,  cr,o3  «=»  a3,   also  auch 

4) 

«1       «t  ^  «8  «3 

Aus  1)  und  4)  ergeben  sich  sogleich  die  Sätze: 

1.  „Wenn  in  der  kubischen  Gleichung  a  —  0  die  Summe  der 
„Wurzeln  verschwindet,  so  ist  der  Coefticient  von  x*,  also  at  gleich 
„null." 

2.  „Wenn  die  Summe  der  reeiproken  Werte  der  drei  Wurzeln 
„verschwindet,  so  ist  der  Cofficient  von  x,  also  o,  gleich  null." 

Ist  ferner: 

(«i  +  «i  —  «s)(*i  —  Äi+*s)(—«i +  «!  +  •*)  —  0 
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so  ist  nach  1)  —  ^  eine  Wurzel  der  kubischen  Gleichung  tf  —  0, 
d.  h. 

~  8       4         2  +"»  ü 

oder 

Es  ergiebt  sich  daraus  der  Satz: 

3.  „Wenn  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  a  —  0  in  der 
„Beziehung  stehen,  dass  die  Summe  (oder  Differenz)  zweier  derselben 
„der  dritten  Wurzel  gleich  ist,  so  besteht  zwischen  den  Coeföcienten 
„die  Relation:44 

o,*  —  4a,  o,+  8as  =  0 

Ist  endlich 

\at  ^  a,      aj  \«,      er,  ^  as/  \     «i      *s  ^  «»/ 

so  folgt  aus  4),  dass  —  eine  Wurzel  von  a  «=-  0  ist,  d.  h.  es  be- 

«s 

steht  die  Bedingungsgleicbung: 
oder 

—  ^'-j-^ai  a,a5  — a,*  —  0 

Daraus  folgt: 

4.  „Wenn  die  Summe  (oder  Differenz)  der  reeiproken  Werte 
„irgend  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  a  =  0  gleich  dem  reeiproken 
„Werte  der  dritten  Wurzel  ist,  so  besteht  zwischen  den  Coeföcienten 
„die  Beziehung:*4 

(s.  Dissertation  §  3.) 

Setzen  wir  nun  in  der  kubischen  Gleichung  t  —  0,  deren  Wur- 
zeln die  Coeföcienten  der  Axengleicbung  des  durch  die  Gleichung 
für  f  =  0  dargestellten  Kegels  sind, 

at  —  —  (au+OM  +  a,,) 

«3  =  —        °* «  a4S  +  2aJ3  °S1  al  J  —  °11  «JS*  —  «II  «81  *  —  °»  al  t') 

und  legen  diesen  Ausdrücken  die  Bedingungen  1.  bis  4.  auf,  so  ist 
der  durch  die  Gleichung  f  —  0  dargestellte  Kegel  nach  deu  Sätzen 
1)  bis  4)  im  Anfange  dieses  Paragraphen  bzhw.  gleichseitig,  dual- 
gleichseitig, othogonal,  dual-orthogonal. 
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t  s. 

Die  Gleichung  eines  Tangen tialkegel s  einer  gegebenen 
Flache  2.   Ordnung  und  Aufstellung  der  Gleichungeu 

unserer  Punktörter. 

Ist  irgend  eine  durch  die  allgemeine  Gleichung 

gj  =  a11x«  +  aMy»4-aM*t  +  2at,y24  2asizx+  ...  +044  —  0 

dargestellte  Fläche  2.  Ordnung  gegeben,  so  ist  die  Gleichung  eines 
Tangentialkegels  derselben ,  dessen  Spitze  die  Coordinaten  x,  y\  *' 
hat: 


t       (aJl*'+«Jiy'+OlS*'+0|4)*  xf 

\  +(*«*'+asty'+<i!s*' '+«s4)y  ( 

+(aij*'+o»y,+ai83'+flH)a;/ 

+  (aSl*'+Osty*+ÖSS2'+aS4)«f 

+a4i*'  f  a41y#+<i4J»r+a44 


(oiia?+alsjr+ajs*+ai  s)* 

)  +(a*la?+«*2^+a23s+flS4)* 
j  +(aSlH-aSjH-aSS*+aJ4)* 
V  +«4l*+«4*H-fl4S*+«44 


Nennt  man  die  Coefficienten  dieser  in  der  allgemeinen  Form 
dargestellten  Kegelgleichung  ...  6,„      und  setzt  abkürzend: 

+  «»3  *'  +  «S4  =  <Pt  etc. 

so  ergiebt  sich : 

*u  —  9>i,a  —  OiiV';        —  Vt'f  -«isV';   *ss  —  Vs1— 

644  —  9>4**  — °44^'  ;  *IS— Vi'-  Vi'  —  al»V'*,  *S3  =  Vi'-  Vs'""  «M  V' 
*3l  -  *s'*l'-«3l  V;     *I4  =  V/.V4'-«14<P' 

*S4—  9t'-*4'— «14*' 

hU.  D  Vs'-  94f  —  °S4V' 

Bildet  man  jetzt  aus  diesen  b*  die  Coefficienten  a„  o*,  a8  der 
früher  aufgestellten  kubischen  Gleichung  t  —  0,  deren  Wurzeln  die 
Coefficienten  der  Axengleichung  einer  Fläche  2.  Ordnung  lieferten, 
so  ergiebt  sich: 
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— a,  ==  hi  +  hn  +  hss  ="  «V^  +  VV'  +  vV*  ~  («n  +  ««  +  «33>V ' 

a,  =  btlb„  —  V+  ^85  —  &<8*  +  M11  ~*3i* 

-  («ii««  —  «ji*V*  —  v'{«w«V*+«n  Vi'*  —  2«iiV>/  *VI 

+  («««83  —  «13*)  V>  1  —  V*.  {"639**+  «M«V*  -  2a«9«'  ys'l 

+  («»«Ii  —«si *>«>'* -  9'.  l«ii«V4  +  «33<Pi'*-2«i3«)i'- V51 

«~  —  a/*{«ii«lz«S3  +  2«»s«3i«i*  —  anani^  a3la3**  ~  «33°i«*} 
+  2f1'.vs'.v,1.(aslaIt-  0,^,3)  +  2y8/.g>1'.V'«(altaM-aJJaM 

+  2V/.^9'^(«M«34--«s3«i*)  +  v'*  tv,i'V««88  -««*) 
+  Vi'*.(«ii«sa-«is,)  +  ys',  («ii««  -°n*)l 
Die  übrigen  Glieder  heben  sich  fort. 

Setzen  wir  jetzt: 

~(«U  +  ««  +  «33^  —  A* 

—  («Ii  «M  «38  +  2*t3  «31  «If  "*  «11  «13*  —  «1*«31*  ~  «33««*) 

«11  «11  «13 

2fl     x»  rJ 


«31  «31  «33 


«ll««  —  «ll1  +  a«aS3  —  ««85f+«3S«ll— «31*  =  ^11+^11  +  ^33  —  A* 

worin  die  4,*  die  Adjuncten  der  Determinante  —  As  bedeuten;  ferner  : 

v/'+vi^+W1-* 
vi  '*(««+  «33) + yi'*(«*8 + «11) + v8'2  («11  +  ««) 

-  2rt1?9,'.  <?t—  2at3.  9>i'  ?a'—  2«3i  »3 Vi' 


«11  «31  Vi* 
V,'  Va'  0 

«31  «33  W 


«*8  aZ3  Vi 

+  I  V»'  V3'  0 
«13  «as  V3' 


«11  «11  Vi 

1 

«11  «11  Vi' 

Endlich  ist  der  Factor  von  <?'*  »u  dem  Ausdrucke  für  —  as  gleich 


«11  «11  «18  Vi 
«ii  «»  «11  Vi' 

«31  «31  «38  Vs' 

Vi'  V,'  V,'  V) 


I  «11  «11  «18  «14 
1  «*l  °«  «13  «14 
«31  «31  «38  «84 

I 

v/  Vi4  V3  -  V>+«i4»+«i4y+«34*'+««4 
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«hl  Äll  ais  9i 
<Hi  <h*  ats  9i' 

«Hl  «8!  «SI  *i 


 (A39'+J) 


a41  °4S  °4S  ~  *'+a44 


wo  ^/  die  Discriminante  der  quaternären  quadratischen  Form  <p 
bedeutet. 

£■  wird  also: 


Da  nach  früherem  ax  —  0  und  a2  —  0  (§.  1.  1)  and  2))  die  Be- 
dingungen sind,  welcher  der  Spitze  y\  z'  des  Taugeutenkegcls  an 
unserer  durch  y  —  0  dargestellte  zu  genügen  hat,  damit  er  ein 
gleichseitiger,  bzhw.  ein  dazu  dnaler  (reciproker)  ist,  und  da  ferner 
die  Functionen  a  und  von  der  2.  Dimension  in  x\  y',  z  sind, 
so  ist  zunächst  der  Spitzenort  aller  gleichseitigen  Tangentenkegei 
der  gegebenen  F*  wieder  eine  Fläche  2.  Ordnung,  welche,  wie  leicht 
xu  sehen,  centrisch,  und  zwar  mit  der  ersten  concentrisch  ist,  weuu 
diese  centrisch  ist.  Ferner  besteht  der  Spitzenort  aller  zum  gleich- 
seitigen dualen  Tangentenkegel  aus  2  Teilen.  Der  erste  ist  die  ge- 
gebene F*  selbst  (q>*  =  0).  Von  diesem  Teile  wollen  wir  absehen 
und  den  andern  Teil,  dargestellt  durch  die  Gleichung: 


speciell  den  Spitzenort  aller  zum  gleichseitigen  dualen  Tangenten- 
kegei nennen.  Da  ^  auch  in  y',  z  vom  2.  Grade  ist,  so  ist  also 
dieser  Spitzenort  gleichfalls  eine  Fläche  2.  Ordnung,  und  zwar  cen- 
trisch, wenn  es  die  gegebene  F*  ist;  beide  haben  denselben  Mittel- 
punkt 

Bildet  man  nun  aus  den     die  Functionen: 


so  sind  nach  dem  vorigen  Paragraphen  A  =  0,  A,  =  0  die  Bedin- 
gungen, daas  der  Kegel  mit  der  Spitze  x\  y',  «*  orthogonal  oder  dazu 
dual  ist  Denkt  man  sich  x\  y',  %'  als  variable  Coordinaten  (<r,  y, 
*),  so  erhalten  wir  demnach  als  Gleichungen  derjenigen  PunktOrter, 
von  deren  Punkten  aus  eine  vorliegende  Fläche  2.  Ordnung  (9—  0) 
von  einem  orthogonalen  bzhw.  dazu  dualen  Kegel  tangirt  wird, folgende: 


— a\ 
«s 


At  tp'—  y  —  0 


8a3* +4*4  atai  — 
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A  =  —  {A^tp  +  d\l  +A(Ai^-\-a){Attp— tf.tp+StpiJw*  =  0 

Pass  in  Aj  —  0  der  Factor  tps  auftritt,  bedeutet,  dass  die  ge- 
gebene F*  selbst  dein  betreffenden  Punktorte  angehört,  und  zwar 
dreifach.   In  der  Tat  kann  ja  wegen  der  Bedingung: 

COS  fp  =*  ctgtf 

(cf.  Schröter,  Obcrfl.  2.  Ord.  §.  25.  und  Dissertation  Seite  8)  ein 
zum  dualen  orthogonalen  Kegel  zu  eiuer  Ebene  (der  Tangentialebene 
im  Flächenpuukte)  degeneriren,  weil  stets 

cos  90°  =  ctg9Üf  =  0 

ist.   Sehen  wir  von  diesem  Teile  ab,  so  ergiebt  sich: 

„dass  die  Spitzen  aller  orthogonalen  und  dazu  dualen  Tangen- 
„tenkegel  einer  Flache  2.  Ordnung  eine  Fläche  6.  Ordnung  iBt,  und 
„zwar  eine  centrische,  wenn  die  gegebene  F9  centrisch  ist" 

f.  3. 

Ueber  die  Oerter  der  Punkte,  von  denen  aus  an  eine 
gegebene  F*  gl  ei chseitige  oder  dual -gleichsei  tige 

Tangentialkegel  gehen. 

Nach  dem  vorigen  Paragraphen  sind,  wenn  9  —  0  die  Gleichung 
einer  gegebenen  Flache  2  Grades  ist: 

1)  —  o,  =  At  qp+  0  -=  0 

2)  ^  =  At<p  —  y  =  0 

die  Gleichungen  der  Flächen,  von  deren  Punkten  aus  jeder  Tangen- 
tenkegel der  F*  gleichseitig,  resp.  dazu  dual  ist. 

Ist  nun 

tp  =  Az*+Bt,*+Cz*-l  =  0 
d.  h.  F*  ceutrisch,  so  ist: 

Ax  E=  —  (A  +  B+C) 
a  —  A*z*  +  B*y*+C*z* 

V  -  (B+C)A*x*  +  {C+A)B*y*+(A+B)C*z* 

Also: 

Alf  +  0  =  - {Ax\B+  C)  +  By\C+ A)  +  C*\A  +  B)  -  (A+B  +  C$ 
At<p  -y  =  ABC(x*+!t*  +  z*)  —  (BC+CA  +  AB) 
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Demnach  bat  der  Spitzenort  aller  gleichseitigen  Tangentenkegel 
der  Jf*  (r)  die  Gleichung: 

L    Ax*(B+C)  +  By\C+A)  +  Cz*{A+B)-(A  +  B+C)  -  0 
ond  der  aller  dual-gleichseitigen  Tangentenkegel  der  F*  (T*) 

11     *,+**+^-(i  +  ^+6')-° 

Hierunter  subsumiren  sich  leicht  alle  Fälle  der  F\  falls  sie 
centrisch  ist 

Die  Torstehenden  Gleichungen  zeigen: 

1  „Dass  der  Spitzenort  aller  gleichseitigen  Tangentenkcgel  einer 
„centrischen  Fläche  2.  Ordnung  (F*)  eine  mit  F*  concentrische  und 
„coaxiale  Fläche  2.  Grades  (T)  ist,  welche  zu  einem  imaginären 
„Kegel  degenerirt,  wenn  A  +  B  +  C  «=0,  d.  h.  F*  selbst  gleichseitig 


ist." 


2.  „Dass  der  Spitzeuort  aller  zum  gleichseitigen  dualen  Tan- 
„genteukegel  (r*)  der  F2)  eine  mit  der  F*  concentrische  Kugel  ist, 
„die  sich  eben  als  die   Directorkugel  der  F2  erweist.    Sie  zieht 

III 

„sich  zu  einem  Punkte  zusammen,  wenn  ^  +  ^  +  £  =  0,  d.  h .  F* 
„selbst  eine  dual-gleichseitige  Fläche  2.  Ordnung  ist." 
Ist  ferner 

y  ==  By*+  Cz*  —  2Ax  =  0 
also  F*  eines  der  Paraboloide,  so  wird 

^—-(Ä+C),   At  =  BC\    o  =  Al+  B*y*+c*z* 
y  =  A*(B+C)+B*y*C+C*z*.B 

also 

(  2A  A*) 

Daraus  ergeben  sich  als  Gleichungen  der  Spitzeuörter  aller 
gleichseitigen  und  dazu  dualen  Tangentenkegel  eines  Paraboloids 
folgende : 

in.  *'+*'-|t<ö+C)l-*e  =  ° 

IV.  2*--^^—=» 


At«k.  4.  lU*k.      Fhyg.  I.  B«ik«,  T.  IX. 
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Daraas  erkennt  man: 

3.  „Dass  der  Spitzeiiort  (Trailer  gleichseitigen  Tangente nkegel 
„eines  Paraboloids  stets  ein  elliptisches  Rotationsparaboloid  ist, 
„dessen  Hauptaxe  mit  derjenigen  des  gegebenen  Paraboloids  zu- 
sammenfällt." 

4.  „Dass  der  Spitzenort  (Tp*)  aller  zum  gleichseitigen  dualen 
„Tangenteukegel  eines  Paraboloids  eine  Ebene  ist,  die  zur  Axc  des- 
selben normal  ist." 

Beide  Spitzenörtcr  werden  specielle  Flächen  2.  Ordnung,  weun 
a)  6'=»;  b)  B-\-C  =  0  ist.  Im  Falle  a)  ist  das  Paraboloid  zu 
einer  Parabel  degenerirt,  und  die  Flächen  III.  und  IV.  sind  die  in 
meiner  Dissertation  §.  5.  C.  uud  D.  behandelten.  Im  Falle  b)  zeigt 
das  gegebene  Paraboloid  die  Coefticientcu-Bediugung,  die  eine  Fläche 
2.  Ordnung  als  gleichseitig  charakterisirt.  Daun  wird  in  III.  der 
Coefficient  von  x  Null,  d.  h.  die  Gleichung  III.  stellt  einen  Rota- 
tionscyliuder  mit  dem  unendlich  fernen  Puukto  des  Paraboloids  als 
Spitze  und  dessen  Axe  als  Axo  dar.  Iu  IV.  wird  das  absolute  Glied 
null,  d.  h.  der  betreffende  Spitzenort  wird  von  der  Scheiteltangentinl- 
ebeue  des  gegebenen  Paraboloids  gebildet. 

Schneidet  man  die  Fläche  V  mit  der  Gruudflächo  so  muss 
die  Schuittcurve  (T,  Fl)  wegen  der  Gleichung  von  /': 

AL<p-\-o  «*=  0 

auch  den  Kegel  a  =  0  angehören  Da  dieser  Kegel  aber  stets  iroa- 
giuär  ist,  so  muss  auch  die  Schnittcurve  (f,  F2)  ganz  imaginär  sein. 

Interessant  ist  noch  zu  bemerkeu,  dass,  wenn  etwa  die  gegebene 
F%  eine  Kugel  mit  dem  Radius  r  wird,  die  durch  I.  und  II.  darge- 
stellten Flächen  damit  coucentrischc  Kugeln  werden  mit  den  Radien 
rV\  und  r;/3  bzhw. 

§.  4. 

Ueber  den  Ort  der  Punkte,  von  denen  aus  an  eine 
gegebene  Fläche  2.  Grades  ein  orthogonaler 
Tangcntialkegel  kommt. 

War  <p  —  0  die  Gleichung  der  gegebenen  F3,  so  wird  der  Spitzen- 
ort aller  orthogonalen  Tangenteukegel  der  F2  dargestellt  durch: 

A  =  —  (i4,<jp  +  a)3  +  4<p(^lJg)  +  a)(^2(p  —  \l>)  +  $(p*Jw2  =  0 

Ist  nun  (p  —  0  die  Axengleichung  einer  centrischen  Flächo  2.  Ord- 
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nötig,  so  sind  die  Functionen  <jp  ,  j^V+g,  A%y  — y  vom  2.  Grade; 
tbeoso  wenn  <p  =  0  ein  Paraboloid  darstellt,  so  dass  in  beiden  Fällen 
J  =  0  die  Gleichung  einer  Fläche  6.  Ordnung  ist.    Daher  ist 

„der  Spitzenort  aller  orthogonalen  Tangentenkegel  einer  ge- 
^ebeoen  Fläche  2  Geades  eine  Fläche  6.  Ordnung.  Sie  ist  cen- 
.trisch,  wenn  die  Grundfläche  centrisch  ist,  und  hat  den  Mittelpuukt 
MttDd  die  Symmetrieebenen  von  <p  —  0  auch  zum  Mittelpunkt  und 
.jo  Symmetrieebenen,  sie  ist  nicht  centrisch,  wenn  es  die  Grund- 
Jiche  nicht  ist,  hat  aber  doch  die  Symmetrieebenen  derselben  zu 
„Symmetrieebenen  uud  deren  Axc  zur  Symmetrieaxe". 

Letzleres  ergiebt  sich  sofort  aus  der  Tatsache,  dass  die  in  der 
Function  <p  auftretenden  geraden,  resp.  uugcradeu  Potenzen  der 
Yiriabeln  wieder  als  gerade,  resp.  ungerade  Potenzen  derselbeu  in 
der  Fuuction  A  vorkommen. 

Nennen  wir  die  durch  A  =  0  dargestellte  Fläche  &,  die  gegebene 
Fliehe  F*,  die  durch  Ax  q>  +  a  =»  0  dargestellte  Fläche  F,  deren 
Punkte  die  Spitzen  gleichseitiger  Taugentenkcgel  der  F*  sind,  so 
lisst  sich  aus  der  Form  der  Gleichung  A  —  0  folgender  wichtige 
Satz  ablesen: 

„Der  Spitzenort  T  aller  gleichseitigen  Tangentenkegel  der  F* 
.schneidet  die  Fläche  F*  in  einer  Doppelcurve  (Knotencurve)  4.  Ord- 
nung des  Spitzenortes  6.  Ordnung  Sl  aller  orthogonalen  Tangenten- 
.kegel  der  F*,  und  dieser  wird  von  F*(q>  =  0)  längs  der  ganzen 
„Knotencurve  berührt.  Ferner  berührt  F  die  Fläche  längs  der  un- 
endlich fernen  Ebene  (w  =  0),  also  längs  des  Kegelschnitts,  in  dem 
„r  die  trifft". 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort,  dass  F*  mit  Ä  nur  die  Punkte  der 
Kuotencurve  (F&)  gemein  haben  kann,  und  dass  letztere  für  den 
vollen  Durchschnitt  (F,  Sl)  als  Partialcurve  8.  Ordnung  gilt.  Die 
Kestcurve  4.  Ordnung  wird  durch  den  Kegelschnitt  (F,  Eco)  als  Be- 
rührungscurve  gebildet.  —  Die  Knotencurve  der  Sl  ist  eben  die 
Schnittcurve  (F,  F*). 

Nun  schneidet  F*  die  r(Aj<p-\-6  —  0)  dort,  wo  sie  der  Fläche 
c  —  0  begegnet.   Es  ist  aber 

«  =  9!"+ pt'+e,*,  oder  wenn   q>  =  Az*  +  By*+Cz*  - 1  =•  0 

die  Axengleichung  einer  centrischen  Flächo  2.  Grades  bedeutet: 

a  ==  A*z*  +  B*y*  +  C***  und  daher   a  =  0 
die  Gleichung  eines  stete  imaginären  Kegels    Also  muss  die  Schnitt- 
curve (F*,  *),  welche  ja  eben  die  Knotencurve  der  Sl  ist,  und  damit 

17* 


Digitized  by  Google 


260  Koch:  Ueber  die  SpitxenSrter  aller  orthogonalen,  gleichseitigen  oder 


die  Knotencurve  selbst  stets  imaginär  sein.  Das  ist  auch 
trisch  leicht  einzusehen.  Denn  schnitte  F*  die  &  reell,  so  würde 
in  jedem  der  Schnittpunkte  der  Tangentenkegel  an  F*  zur  Tangen- 
tialebene im  betrachteten  Punkte  degeneriren.  Wegen  der  Bedingung 
8in9  =  tang#  kann  aber  ein  orthogoualer  nie  zur  Ebene  degene- 
riren, da  nie  sin  90°  —  tang90°  ist.  „Die  Fläche  ß  kann  daher  mit 
„F*  keinen  reellen  Punkt  gemein  haben,  d.  h.  die  Punkte  der  ge- 
bundenen Doppelcurve  von  Sl  siud  alle  imaginär".  —  Wir  brauchen 
hiernach  also  nicht  mehr  besonders  zu  beweisen,  dass  die  betreffende 
Knotencurve  auch  imaginär  ist,  wenn  F*  ein  Paraboloid  ist 

Um  sich  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Knotencurve  klar 
zu  machen ,  denke  man  sich  die  Schar  der  zu  <p  =  0  coufocalen 
Flächen ,  und  uuter  ihnen  spcciell  die  zu  q>  «—  0  unendlich  nahe 
Fläche;  dann  ist  a  —  0  der  Kegel,  welcher  die  imaginäre  Scbnitt- 
curve  beider  Flächen  aus  dem  Mittelpunkte  von  g>  =  0  projicirt. 
Diese  Curve  <p  —»  0,  a  «=»  0  ist  also  die  Curve  derjenigen  Berührungs- 
ebeneu  von  <p  =»  0,  die  den  unendlich  fernen  Kugclkreis  berühren. 
Es  bedeutet  also  o  —  Ü  den  Kegel,  dessen  Kanteu  die  Berührungs- 
punkte aller  Tangentialebenen  der  Grundfläche,  welche  zugleich  den 
uneudlich  fernen  Kugelkreis  berühren,  mit  dem  Mittelpunkte  der 
Grundfläche  verbinden. 

Ist  zunächst 

<p  =  Axi  +  Byi  +  Czi~l  ~0 
d.  h.  F*  centrisch,  so  ist: 

Ak  =  ~  (a^  +  an  +  a^)  =  -(A  +  B+C) 
An  +  An  +  AK  -  BC+CA  +  AB 

ön  ais  «is 
<hi  au  °fs 
°si  «sa  °3S 
o  —  A***+B*y*  +  C** 


Aä=- 


—  ABC\    J  —  —  ABC 


°n  asi  <Pi  \ 

V=    Vl^0     I  +  ...  -  {B+C)A*x*+  {C+A)BY 
«31  «83  93  '  +  {A+B)C*fi 

Also  ergiebt  sich: 

Ax<p+o  =  —  (A+B+C)(Ax*+Bf,*+Cz*—  l)+AV+B*tf+  CV 
=  -  [Ax\B+C)+By\C+A)+C»HA+B)-{A+B+C)\ 


lyiu, 
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At<?-1>  =  (BC+CA+AB){Ax*+By*+Cz*  -1) 

-\(ß+QA***+{C+A)By+(A+B)(*z*} 
=  ABC:z*+y*+t*) -(BC+CA+AB) 

A  =  {Ax>(B+C)+By\C+A)+Cz*(A+B)— (A+B+C)\* 
-  4ABC\Ax*+By*+Cz*  -1|  X 
.  {A^B+Q+B?(C+A)+C*(A+B)-U+B+C)\ 

Wenn  also  jetzt 
1>  =  A{B+  C)x*+  Ä(C+  A)y*+  C(A  +  B)z*  -  (A  +  B+  C)  =  0 

die  Gleichungen  der  Spitzenörter  aller  gleichseitigen  und  dazu  dualen 
Taogentenkegel  unserer  Grundfläche  <p  —  0  sind ,  so  ergiebt  sich 
als  Definitionsgleichung  unseres  jetzigen  Spitzenortes  Ä: 

ABC  <pil>x  —  8ABC.q>'<=() 

In  Betreff  der  ebenen  Durchschnitte  der  Fläche  Sl  ist  zu  be- 
merken, dass  sie  aus  geometrischen  Gründen  in  den  3  Symmetrie- 
ebenen ähnlich  zerfallen  müssen,  wie  bei  der  Fläche  m.  Jedoch 
wollen  wir  von  der  synthetischen  Untersuchung  derselben  der  Schwie- 
rigkeit wegen  abstehen  und  uns  mit  den  folgenden  analytischen  Be- 
trachtungen begnügen. 

Der  wichtigste  ebene  Schnitt  durch  die  Fläche  &  ist  der  unend- 
lich ferne,  dessen  Gleichung  lautet: 

\Az*{B+0-\~By>{C+A)  +  Cz*(A  -f  Bfs  *J  AxH  ß-\-C)-\-  By*(  C-\-A) 
+  C,*(A  +  B)Y  -  4  ABC\  By1  -f  Cf>  r*+y*  +  z*;\  =  0 

,,£x  schneidet  also  aus  £  einen  Kegelschnitt*  Cx  2)  aus.  denselben, 
„den  £oo  aus  r  ausschneidet,  und  eine  Curve  4.  Ordnung  Cx*j. 
„deren  Gleichung  sich  auch  schreiben  lafeftr 

\Az*(  B  -  C)- [ßYKC^ÄH-  *  V  & 
. \AxtiB—  C) — [y\  B  C^Äl'-z^  CA—Bf^ 

=  \rVA(B-C>+  y V bCC- ürr  *  V \ 
.{zVlijB-^^fVwt^At-sVCA-Bfi 
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X  \xYA{B-C)-yT/B{C-A)+z^tXA-B)\ 

Da  obige  C^*  gleichzeitig  auf  Sl  und  r  liegt,  so  ergiebt  sich 
hier,  dass  jeder  gleichseitige  Cylinder  zugleich  orthogonal  sein 
muss. 

Nach  der  ersten  Form  der  Gleichung  der  *  wird  diese  dort 
von  dem  unendlich  feruen  Kugelkreiso  (Ä^*)  und  dem  unendlich 
fernen  Kegelschnitte  der  F2  berührt,  wo  diese  den  unendlich  fernen 
Kegelschnitt  der  Fläche  r,  unsere  CÄ*  schneiden.  Da  die  O^q4, 
nach  der  letzten  Gloichungsform  in  4  imaginäre  Geraden  zerfallt, 
die  ein  vollständiges  Viorseit  bilden,  so  sind  diesem  Kao*  und  der 
uneudlich  ferne  Kegelschnitt  von  F*  eingeschrieben. 

Dicso  6   Durchschnittspunktc  der  gefundenen  Geraden  liegen, 
wie  leicht  zu  sehen,  zu  je  zweien  in  einer  der  3  Coordioaten-Kbe- 
nen,  und  sie  lassen  sich  leicht  als  Doppclpuukte  unserer  Fläche 
nachweisen,  da  es  gelingen  wird,  die  Gleichung  A  =  0  in  folgenden 
Formeu  zu  schreiben: 

1)  J*«<tf-0.«,+[yV/^  -  O 

2)  Ax*(B  -  CUt  +0  VB(C-A)  -  zVZW-Btf.ßt+w'.yi  =  O 

3)  By\C-A).<*s  +\z  Yc(Ä-B)+xY~ÄCB-c)]*  ß3+w*. y,  =  O 

4)  By*(C-A).a4+[z  YCiÄ^fy-xY^B^y.ßt+wt.yt  —  O 

5)  CzHA—B)M6+[*YA(B^)+yYB(C-A)Y.ßb+w*.y6  —  O 

6)  Cz\A  -  B}mg  +[x  Y'ÄiF^C) -yYB~(C-A)]*ß6+>c>.y6  —  O 

Diese  G  Doppelpunkte  sind  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  die 
linearen  Ausdrücke  in  den  eckigen  Klammern  obiger  Gleichungen, 
gleich  null  gesetzt,  reelle  oder  imaginäre  Ebenen  darstellen.   —  Ist 

^^>^>»^,  >»0,  wie  beim  Ellipsoid,  so  sind  nur  die  in  der  a-z- 
Ebene  (y  =  0)  liegenden  beiden  Doppelpunkte  reell,  dio  Paukte  3; 
und  4).  —  Ist  ^  >>  ^  >  0>  *„  wie  beim  eiumantligen  Hyper- 
boloid, so  sind  nur  die  in  1)  und  2)  betrachteten  Doppelpunkte  re- 
ell, welche  in  der  yz-Ebene  (x  =  0)  liegen,  d.  h.  in  der  hyperboli- 
schen Symmetrieebene  durch  die  kürzere  reell  treffende  Axe.  —  Ist 

endlich  ^  >>  0  >    >  ^,  wie  beim  zweimautligeu  Hyperboloid ,  so 

siud  nur  die  beiden  in  5)  und  6)  betrachteten  Puukte  in  der  xy- 
Ebene,  der  hyperbolischen  Symmetrieebene  mit  dem  grösseren 
A  Bymptotenwinkel,  reell. 
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Alle  6  Doppelpunkte  müssen  natürlich  zugleich  konisch  oder 
biplanar  sein. 

Um  die  Art  derselben  näher  zu  ermitteln,  wollen  wir  den  Tan- 
geutenkegel  eines  dieser  Doppelpuukte,  dessen  Coordinatou  sind: 

x  =  0,    y  =  VC(A  -£),    z  =  -  Yb{C-A),  w^O 

näher  untersuchen.  Sind  ft'>  die  Substitutiousrcsultate  der 
Coordinaten  eines  Doppelpunktes  in  die  Functionen  0„  bzhw., 
so  ist  die  Gleichung  des  Berühruugskegcls  in  ihm: 

Nun  ergiebt  sich: 

a,'  =  8y4Z/»C%4  —  B){B-C)(C  -A) 

=  --8-4/*«6*M  -B)(B  —  C)(C-  A) 
y,'  -  —  8j4/W(6'  -  -4) 

so  dass  die  Gleichuug  des  Berührungskegels  lautet: 

8AU*C*{C-A).\Ax*(B-C)*(A  -  B)  ~(A-B){B-C)[yY  B(C—  A) 

+  zVC(Ä^B)]i-iv'\  -  0 

oder: 

Ax\B  -CO  - 0  Vi?(6'-^)  +  ,  ycM-Zi)]* -  -—J*^-^  =  0 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  nicht  zerfallenden  Kegels  mit  un- 
endlich ferner  Spitze,  also  eines  Cylinders,  dessen  Hauptebenen  sind: 

x  —  0,    ;r  =  0,    yVB\C-A)+zYL(A—B) —0 

„Wir  müssen  also  schliessen,  dass  die  sechs  Durchschnittspunkte  der 
„vier  unendlich  fernen  Geraden  gewöhnliche  Doppelpunkte  der  Fläche 
„&  sind,  die  aber,  wie  aus  der  letzten  Gleichung  nach  Division 
„durch  C  leicht  zu  sehen  ist,  biplanar  werden,  wenn  etwa  C  oo 
„wird,  d.  h.  wenn  Fa  zu  einem  Kegelschnitt  degenerirt." 

Die  C'x2  enthält  zunächst  vier  Punkte  der  C^'1,  die  zugleich 
dem  unendlich  fernen  Kegelschnitt  von  F*  angehören.  Diese  sind  als 
Punkte  der  Schnittcurve  (1\  F2)  der  Doppelcurvc  von  Sl  angehörig. 
Diese  sind  also  selbstverständlich  auch  Doppclpunkte  der  Fläche  Sl. 

Es  bleiben  noch  die  vier  Tunkte  zu  betrachten ,  in  denen  der 
Kugelkreis  K^2  die  C'x-  trifft ,  da  letztere  noch  in  diesen  ihrer 
Ergäuzungscurve  begegnet    Diese  Puukte  haben  die  Coordinaten: 
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x  -  ±VÄ(B^C),    y  =  ±Vß(C^Äj,    z  -  ±VC(Ä~JB\     tr  —  O 

and  werden  sich  als  gewöhnliche  Doppelpunkte  unserer  jetzigen 
Fläche  ergeben.  Dass  sie  Doppelpunkte  sind,  zeigt  man  am  besten 
durch  die  Bildung  der  Differentialquotienten  der  linken  Seite  der 
Gleichung  A  =  0,  welche  für  sie  verschwinden. 

„Also  hat  Sl  in  E^  noch  vier  gewöhnliche  Doppelpunkte.*' 

Es  scheint  wichtig,  festzustellen,  ob  auf  Sl  ausser  den  lO  in 
E^  liegeudon  Doppelpunkten  noch  andere  sich  befinden  können. 

Zu  dem  Zwecke  schreibeu  wir  die  Flächcngleichung  von  Sl  in 
der  homogenen  Form: 

A  =  g>3  —  4ABC.<pn  —  SABC<p*w*  —  0 

worin: 

1>  -  AzHä+C)  +  By*(C+A)  +  &*(A  +  B)  —  w*(A+B+C) 
<p  =  Ax*+ßy*+C:*  —  w* 


ist.   Also  kommt: 

Bw  cxb  rih 

J  -  2Ax(B  +  C)i     8J  ~  2By(C  +  A>;       *  -  2Cz(A  +  B) 

ji— -G+i+a 

Daraus  ergiebt  sich: 

—  \§ABCq>w*\ 

sa  r  ii 

3)   g-  -  2CrJ3^  +     -  4^c[vz(^  +  B)  +  ^+^ 
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ba  r 

4)  ^  2w\3<l>*(A+B+C)—  4AliC\(px(A  +  B+  Q  + 

+  <P*(1A+  )j  +  c)]  -16^^>"7*-8/IÄC'P,l 

Hat  dio  Fläche  Sl  einen  Doppelpunkt,  der  nicht  in  den  Ebenen 
x  =  0,  y  =  0  liegt,  also  auch  nicht  einer  der  Coordinatenaxen,  wol 
aber  der  xy-Ebenc  angehören  kann,  so  muss  ausser  den  Bedingungen 
3A 

-=  0  etc.  aus  1)  und  2)  die  weitere  bestehen: 

5)  r;,  ^^-^^{A^m^v^ABC^xtAr^ 

Und  ferner: 

6)  u* =  L •  ai -  .1-  *   555  ^ - UBC \*b+*1a}»  "  0 

8)    t/4  =  t/1+f78+^Ät7I+~^  =  4^{*  +  2C^}  =0 
d  b.  <p  =  0  oder  t//-f-2CVp  —  0. 

Liegt  nun  ein  Flächendoppelpunkt  auf  der  Fläche  <p  —  0,  so 
muss  er  nach  6)  und  7)  auch  auf  %p  =  0  sich  befinden ,  also  der 
Durcbschnittscurve  beider  Flächen  angehören. 

Für  v  —  0  und  y  «-  0  verschwinden  aber  alle  DiflVrentialquo- 

tienten  g-  —  0  etc.,  d.  h.  die  genannte  Durcbschnittscurve  ist  eine 
Knotencorve  auf       was  wir  schon  früher  erkannt  haben. 

Genügt  ein  Doppelpunkt  der  Bedingung: 

^  +  2C<jp  =  0   oder       —  -  2C<p 

so  muss  er  auch  den  mit  Hülfe  von 

^  —  -  2C<p 

aus  t/,  und  U9  sich  ergebenden  Bedingungen  genügen: 
A^B=ACef>$C*<f  +  ABCx  —  tABw*\  -0 
77,  ==  4i>  ^{56^  —  ^/fC'*} 

welche,  da  9<0  ist,  übergehen  in 
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Hieraus  folgt,  dass  der  betrachtete»  Doppelpunkt  den  Bedingungen 
genügen  muss: 

1.    <p  =  ^ABw*\       2)    t/>  2C<p  =  —  ylÄ/c* 


3. 


2C.AB  2 


Setzt  man  nun  diese  Werte  für  7,  tf/,  j  in  die  Function      ein,  so 

SA  > 
muss  a  -  auch  für  *  ^  0  verschwinden,  wenn  ausserhalb  der  Ebenen 

x  =  0,  y  —  0  und  der  Schnittcurvc  <p  =  0,  y  —  0  noch  Doppel- 
punkte auf  Sl  liegen.  Da  das  aber  nur  eintreten  kauu,  wenn  «?=»u 
wird,  wie  man  leicht  berechnet,  so  kann  die  Fläche  Sl  ausser- 
halb /i^j  uud  der  Coordinateuebcucu  keinen  Doppelpuukt 
haben.  Auch  in  der  xy-Ebcnc  (2  =  0),  uud  daher  auch  iu  den  da- 
mit gleichartigen  andern  Coordiuatencbencu ,  kann  ausserhalb  f,'x, 
der  Coordinateuaxen  und  der  Kuotcncurve  kein  Doppelpunkt  der  ß 
sieb  befinden. 

Aber  auch  die  Coordinatenaxen  enthalten  im  allgemeinen  keinen 
Doppelpunkt  der  Sl.  Das  ist  schon  gezeigt,  wenn  nachgewiesen  ist 
dass  eine,  etwa  die  z-Axc,  die  Sl  nicht  in  einem  Doppelpunkte  trifft, 
weil  die  Axcn  sich  gauz  gleichartig  verhalten  müssen. 

Geht  die  3-Axe  durch  eiueu  Doppelpuukt  der  Sly  so  muss  die 
aus  A  «=»  0  für  x  =  0,  y  =  0  resultirende  Gleichung  G.  Grades  iu  : 
gleiche  Wurzeln  aufweisen. 

Diese  Gleichung  ist: 

26 .  C* (A  +  B)  (A  -B)*-  —  ziC'(A  -  B)*  (3/1  +  3 Ii  -  C) 
+  *,|3C,M  +  B){A  —  B)2  —  2C*(A  —  B)*  -  C*  (A  +  B)\ 
-  \(A  +  B)  {A  -  B)*  -  C(A  -B)*     C*(A  +B)  +  C*}  =  0 

welche,  als  kubische  Gleichung  in  z*  aufgefasst,  die  Wurzeln  hat: 

A  -h  ß—  C  .    A—  B  +  C\    A  —  B  —  C 
C{A~—B)  J    C(A^B)  ;    C"(il  —  B) 

Die  *-Axe  trifft  Sl  also  in  6  getrennten  Puuktcn ;  dasselbe  schliesscn 
wir  für  die  x-  uud  y-Axe,  d.  h  die  Coocdinatenaxcn  enthalten  im 
allgemeinen  keinen  Doppelpuukt  der  Fläche  Sl. 
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Mao  erhält  also: 

„Der  Spitzenort  aller  orthogonalen  Tangeutenkegel  einer  centri- 
„schen  Fläche  2.  Ordnung  ist  eine  mit  ihr  concentrische  Fläche 
„6.  Ordnung  mit  einer  imaginären  Enotencnrve  (Doppel  urve)  4  Ord- 
nung und  10  Doppelpunkten  in  der  unendlich  fernei.  Ebene  , 
„von  denen  je  zwei  den  Coordinatencbenen,  die  übrigen  vier  dem 
„imaginären  Kugelkreise  angehören.  Alle  diese  Doppelpunkte  siud 
„konische". 

Ist  ferner  durch  die  Gleichung: 

<p  =  By*  +  Cz*  —  2Ax  -  0 

ein  Paraboloid  (/*)  gegeben,  so  wird: 

4,  =  —(ß  +  C),  A2  =  BC,  As-Q 
J=  —  A*BC,  o  =  A*  +  B*y*  +  Cz* 
V  =  A*(B  +  Q  +  B'y*.C+C*z*.ß 

Also  kommt: 

^<p  +  ff  =  -  (B+  C)(By*  +  Cz*  -  2AX)  +  A*  +  B*y*+  C*  af 

(  2AX  A*  ) 

ebenso: 

Bildet  man  jetzt  die  Function  A  und  unterdrückt  den  auf- 
tretenden gemeinsamen  Factor  BC\  so  lautet  die  homogene  Glei- 
chung des  Spitzenorts  aller  orthogonalen  Tangeuteukegcl  von  7*, 
den  wir  Slp  nennen  wollen: 

/  9  J  At  \  3 

A,  =  B*C*  |y*  +  a»-  ^  +4ABtW+Cu*  ~2A,\ 

v  I  *_L  »     *A(B+W      A'l  f  A(B+C)\ 

-  SA'W+Cz*  —  2Ax\*.w*  -  0 

Ausser  dem  oben  allgemein  ausgesprochenen  Satze  über  die 
Knoten curve  (Tp,  i*)  der  Slp,  wobei  T9  die  Gleichung  hat: 


<2A  A* 

erkennt  man  noch, 

„dass  die  Schnittcurve  von  I>  in  £^(«7  =  0),  nämlich  das  Ge« 
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„radenpaar  y'-H1  <=  0  in  eine  Doppelcarve  der  SlP  ist,  längs 
„welcher        die  Slp  berührt." 

Einzelne  Doppelpunkte  lassen  sich  für  diese  Fläche  nicht  nach- 
weisen. Es  lässt  sich  vielmehr,  ähnlich  wie  vorbin,  leicht  zeigen, 
dass  ausserhalb  der  Knotoncurven  auf  &p  kein  Doppelpunkt  mehr 
liegen  kann,  wovon  wir  jedoch  Abstand  nehmen  wollen. 

§.  5. 

Ueber  den  Ort  der  Punkte,  von  denen  aus  eine  gegebene 
Fläche  2.  Ordnung  durch  dual-orthogonal  Kegel 

taugirt  wird. 

Als  Gleichung  des  Spitzenorts  (&*)  aller  zum  orthogonalen 
dualen  Tangentenkegel  einer  durch  die  Gleichung  <p  —  0  gegebenen 
F*  erhielten  wir: 

A /  =  8ip*  .  <p4*  -f  A{Ax<p  +  q)  (At<p  -  1>)w* .  J  +  ( A ,qp  —       -  0 

Nennt  mau  den  Spitzenort  aller  zum  gleichseitigen  dnalen  Tan- 
gentenkegel der  F3(As<p — y/  =  0).r*,  so  lesen  wir  aus  der  Form 
der  Gleichung  A/  =»  0,  dass 

„unser  Spitzeuort  Ä»  von  dem  Spitzenorte  in  den  Punkten  des 
„unendlich  fernen  Kegelschnitts  von  f*,  also  längs  des  Kugelkreises 
„A'qo,  welcher  als  eine  dreifache  Knotencurre  der  Fläche  Ä*  auf- 
tritt, berührt  wird.*4 

Die  RestBchnittcurve  von  r*  mit  Ä*  ist  dann  noch  eine  Raom- 
curve  4.  Orduung,  nämlich  diejenige,  in  welcher  r*  die  gegebene 
F*  (q>  =-  0)  schneidet. 

Fassen  wir  zunächst  den  Fall  ins  Auge,  dasB  F*  centrisch  ist, 

d.  h. 

<p  =  Ax*+By*+  Cz*  —  w*  —  0 

so  ergiebt  sich  als  Flächengleichung: 

A,  SS  $wl.(Ax*+By*-\-Cz*-w').A*ti*C* 
+4^'Ä»CrMx^(Ä+a+%».(C+^)+^(^+B)-(X+Ä-fC').cV 


oder  mit  Weglassung  des  Factors  AlB%C*i 
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A,  =  S^.^^+By'+Ci»— «•«|+4tr». \Ax*(B+Q+By*(C+A) 
+OHA+B) -(A+B+0\  +  ^+  y,,») 

+^BC.(x»+»'+,'-W«.ß  +  ^+y|»  -0 
Setzen  wir  nun: 
so  dass 

5-«*.       £— * 

S£--2uiA+ß+C) 

|=2.  g.*  j.*  L'---G+i+*) 

ist,  so  ergiebt  sieb: 

=  2«  j8^tr* -f- 4«>* .  [  /•+  %A(B  +C)]+3ABC  %*\ 

ÖA 

=  WBwt+MV+WC+jn  +  SABCtf 

SAt 

g-?  =  2jt8C«>«+4«>»[H-3tCU-M)]  +  MÄex,| 

+X(^+ö+0]-3X».^C^+^+|)| 

Diese  Differentialcoefficienten  verschwinden  zunächst  fUr  die  Punkte 
der  unendlich  fernen  Knotencurve ,  dos  Kugelkreiscs  in  ,  für 
welche  ja  %  =  0,  w  —  0  ist  W  ir  haben  diesen  Kupelkreis  schon 
als  dreifache  Knotencurve  der  Fläche  &*  erkannt,  längs  welcher 
letztere  von  %  —  0  berührt  wird. 

Es  ergiebt  sich  nun,  dass  ein  nicht  in  den  Coordinatenebenen 
liegender  Doppelpunkt  der  Ä*  den  Bedingungen  genügen  muss: 

2)  i  fJ  '  2y  lf  =  4.V+BX2..+XO  -  0 
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_    1  BAi     1  öA        a,  _  Ä  .     Ä  _ 

2)  2,  sr -isrs  4w,<B  -  c>  <*■•+    - 0 

Nach  1)  und  2)  rauss  dann  auch  ein  nicht  in  den  Ebenen  a?-=0, 
y  ^  o,  a  =  0,  ir  «=  0  liegeuder  Doppelpunkt  der  Ä*  der  Bedingung 
genügen : 

2w*+xC  -       +      =  %(C  ~  y/)  -  0   oder   j  -  0 

Die  Kugel  x  — *  0  trifft  aber  Ä*  ausserhalb  der  nur  in  den 
Punkten  ihrer  Schnittcurve  mit  9  =  0  (F9).    Dann  aber  muss  nach 

für  einen  Doppelpunkt  der  &*,  für  den  *  >  0  ist, 
oder 

*»«+/(!,+ 5+ y-° 

sein.   Ebenso  müssen  noch  wegen 

dAj      ^     dAi      _      3ä/  _ 

8^-°.  a,-0'  s--° 

für  einen  auch  ausserhalb  der  Coordinatenebenen  liegenden  Doppel 
punkt  der  Fläche  die  Bedingungen  bestehen: 

2"l+/.~-0,    2»»+/\^  =  0;    2«>9  +  f.1ö-0 
oder  die  Bedingung: 

«-+/-(i+i+s)-o 

Also  muss  auch 
sein. 

„Wir  8chliess3n  also,  dass  die  Fläche  ß*  ausserhalb  der  Coor- 
„natenebenen  und        keine  Doppelpunkte  enthalten  kann.u 

Die  Fläche  Sl*  kann  daher  ausserhalb  der  Knoteucurve  in  £x» 
dem  imagiuären  Kugelkreise,  nur  in  den  Ebenen  x  =»  0,  y  —  0 
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s  =»  0  Doppelpunkte  haben,  uud  zwar  in  jeder  dieser  Ebenen  gleich- 
viel, da  keine  als  Hauptebene  bevorzugt  ist.  Die  Zahl  der  Doppel- 
punkte der  Sl*  in  der  Ebene  z  =  0  muss  also  in  y  =»  0  und  x  =  0 
wiederkehren. 

Ein  Doppelpunkt  der  welcher  in  z=0  liegt,  nicht  aber 
auf  den  Coordinateuaxcn  dieser  Ebene,  muss  der  Bedingung  ge- 
nügen : 

oder  ausserhalb  der        der  Bedingung: 
Setzt  man 

2 

.  dAt 

in        ein,  so  wird: 


Ein  Flachendoppelpunkt  ausserhalb  der  y-Axe  bat  also  noch  der 
Bedingung  zu  genügen: 

_  .  AB  _ 

/+  t.  -o 

Setzt  man  ausser 

auch  noch  diese  Bedingung  in 

f '  =  o 

ein,  so  wird  für  w  —  1 : 

£'E*{8ir-4f  -M-8?  +  »-^)-0  für  y>0 
Ebenso  ergiebt  sich  für  w  —  1: 

2  av  =  ~  Ö+109+  6„  +4  r        4-  B+  -c) 

=  16<p;  somit  muss  auch  9  =  0  sein. 


Digitized  by  Google 


2) 


272  Kock:  Ueber  die  Spitzenörter  aller  orthogonalen,  gleichseitigen  oder 

Für  einen  Flächendoppclpunkt  iu  der  ry-Ebene,  der  nicht  den 
Axen  und  der  g^  dieser  Ebtne  angehört,  bestehen  also  die  Bedin- 
gungeu,  wenn  wir  gleich  z  —  0  setzen : 

1)    f+J§  =  Ax\B+  C)  +  By*(C+A)-(A  +  B  +  C)+  ~  -  0 

3)         ^Sitf  +  V-l-O 

Den  Bedingungen  2)  und  3)  wird  genügt  durch 
_  B(C-A)         t       A(B  ~  C) 
*  -  ~AC{B-Ay    y  BCkB-A) 
Aber  auch  die  Bediuguug  1)  wird  hierdurch  befriedigt,  wie  sich 
leicht  controliren  lässt. 

„Wir  erhalten  also  das  Resultat,  dass  die  Fläche  Ä*  in  der 
„einen  Hauptebene  (z  *=■  0)  vier  au  sscrhalb  der  Axen  und  der 
"dieser  Ebene  liegende  Doppelpunkte  hat,  deren  Coordinaten  sind: 

»    X  =  ±V  ÄC\B^Ä)>      y-'^V  BC{B-Ay 

„Ebenso  besitzt  die  Fläche  in  den  beiden  andern  Hauptebeueo 
„(*  -  0,  y  =  0)  ausserhalb  der  Axen  und  der  Em  noch  ie  vier 
,,Doppelpunkte,  deren  cyklisch  gebildete  Coordinaten  sind: 

2>  y  =  ±V BÄ(c-By    '    ±V  cA{c-ßy 

3)   *-±K  cF(Z-c)'  AB{A-Cy  y 

„Es  ergiebt  sich  leicht,  dass  diese  zwölf  Punkte  gerade  die 
„zwölf  Nabelpunkte  der  gegebenen  F*  sind." 

Um  die  Art  der  Doppelpunkte  1)  zu  erkennen,  welchen  ja  die 
Doppelpunkte  2)  und  3)  wegen  der  Gleichwertigkeit  der  Hauptebenen 
gleichartig  seiu  müssen,  wollen  wir  uusere  Flächengleichung  für 
einen  der  Punkte  1)  als  Coordinaten- Anfangspunkt  aufstellen.  Durch 
die  Substitutionen 

\x  +  V  Aäß  -  A)     y+  V  BL\B-Af 
ergiebt  sich: 
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+  4  {Az*(B+C)+Bg*(C+A)+Cz*(A+B)+2Jx  C) 


+2,|/ 
Hierin  ist  u0  «=  «j  —  0,  und: 

1/4^1  i-i/fö, + . 

oder: 

C~A-ß+  -c)  +  X'-~  Wt-A)   

,   .  A(B-C)(2C—  A)  BC+CA-AB  ,  —  

Die  Gleichung  u,  —  0  stellt  nuii  einen  gewöhnlichen  oder  zer- 
fallenden Kegel  dar,  je  uachdem  in  der  Gleichung  eines  ebenen 
Durchschnitts  parallel  zur  ay-Ebene  (s  —  y)  die  Discriminaute  nicht 
verschwindet  oder  verschwindet.   Diese  Discriminante  ist: 

J  =  v*(C-A-r+AB\    ^"A3- C)J<L-  A)  (l-  2£)  (A  -M > 

U/J(B— 2C)     —  2C)  —  (Ä  C'-f  CV*  —  ^  0,*J 

„Es  ist  daher,  für  y  <  0,  ^  ^  0,  d.  h.  der  betrachtet«  Anfangs- 
punkt, und  damit  alle  vier  Puhkte  1),  und  alle  Punkte  2)  und  'S) 
»sind  gewöhnliche  Doppelpunkte  der  Flache.    Sie  werden  biplanar, 

Atk.  4.  MaU.  a.  Pkj».   2.  fei**,  T.  IX.  ,  8 
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„wenn  A  =  B,  B  -=  C  oder  C  — » oo  wird ,  M.  h.  wenn  die  Gruod- 
„fläche  entweder  eine  ceutrische  Rotationsfläche  ist,  oder  zu  einem 
„centriscben  Kegelschuitt  degenerirt." 

Hat  unsere  Fläche  noch  woitero  Doppolpunkte,  so  müssen  diese 
den  Hauptaxen  angehören,  falls  sie  nicht  in  £x  liegen.  Ferner 
müssen  alle  Axcn  wegen  ihrer  Gleichwertigkeit  gleich  viel  uud 
gleichartige  Doppelpuuktc  besitzen.  In  einem  solchen  vereinigeu 
sich  dann  stets  zwei  Durchstosspunktc  einer  Axe  mit  der  Fläche. 

Wenn  wir  nun  in  Aj  «  o?  y  =  z  -=  0  setzen,  so  resultirt  die 
Gleichung : 

B  =  8(J*«  - 1)  +  i\Ax\B+  O  -(A  +  B+  C)\  {  «■  -  g+  l-  +  ^ 

+  a*c{**-{Wb+1c)Y~<> 

oder  wenn  wir 
setzen : 

~  *c*  ~  % lAx'(B + O  - +  ß + C)lH-8(^»  -  1) 

ab 

=  a  \ABCa*  -  6^2?  «  +  4  -r  +4(>i*f  (ü  +  C)-(^  +  5  +  C)]|-0 
Setzt  man 

»-'-6-i+i)-+«6-i)— «%-c 

so  wird: 

B=  a{ß[ABCß  +  4(B-C)A- $Aß]  -f  4 
A(B—C)  AB 

-12  — ^    +4  "c+4[^^+Q-M  +  5  +  C)]| 

-  « .  |5  .  ^ BC .  0  +  4(2?  —  CM  -  64* + 4A(B  -f  C)  | 
-a.ß.ABC^-^-l-l)] 

Also 

.=.Sc{,.-(i+L-|)l!..-(i-i+i)| 
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giebt  die  Durchstosspunkte  der  x-Axe  mit  der  Fläche,  die  im  allge- 
meinen, wenn  4,  -B,  C  ungleich  sind,  und  C  endlich  ist,  6  verschiedene 
Werte  für  *  liefert. 

Die  ar-Axe  kann  daher  keinen  Doppelpaukt  unserer  Fläche  Sl* 
enthalten,  and  damit  aach  nicht  die  y  and  *-Axe. 

„Daraas  folgt,  dass  unsere  Fläche  Sl*  eine  anendlich  ferne 
„dreifache  Knotencurve,  den  Kugelkreis,  and  zwölf  endlicho  Doppel- 
punkte gewöhnlicher  Art  hat,  ausser  welchen  Sl*  keine  Knoten- 
„curve  und  keinen  Doppelpuukt  mehr  enthält" 

Der  ebene  Durchschnitt  der  ary-Ebene  mit  Sl*  hat,  wie  jeder 
Durchschnitt,  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  zu  dreifachen  Puukteu 
ond  ausserdem  noch  vier  Doppelpunkte,  welche  sämtlich  dem  Kreise 
angehören: 

(J+i-g)»o 

Benutzt  man  in  der  Gleichung  des  Durchschnitts  der  xy-Ebene 
die  Function  k,  so  ergicbt  sich  als  Gleichung  dieses  Durchschnitts: 

C  =  8|Ar'+  Bf- 1)+ 4M*'(B+  C)  +  BW+  *)  -  {A  +  B  +  C) } 

X  (*-*}+ 

(  %AB\ 

worin  X  eine  Function  4.  Grades  ist. 
Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

„Der  Durchschnitt  der  ary-Ebene  (also  auch  derjenige  in  jeder 
„der  Hauptebenen)  mit  der  Fläche  Sl*  zerfällt  in  einen  Kreis  und 
«in  eiue  Curve  4.  Ordnung  mit  den  unendlich  fernen  Kreispunkten 
„der  Ebene,  die  ja  dreifache  Punkte  des  Durchschnitts,  aber  nur 
»einfache  des  Kreises  sind,  als  Doppelpunkten.  Diese  Kreispunkte 
»sind  in  jeder  Hauptebene  die  einzigen  Doppelpunkte  der  Teilcurve 
„4.  Ordnung." 

„In  jeder  Hauptebene  trifft  der  Scbnittkreis  die  Ergänzungs- 
bande 4.  Ordnung  in  den  sämtlichen  6  Flächendoppelpunkten  dieser 
Ebene." 

Diese  Durchschnitte  in  den  Hauptebenen  der  Fläche  Sl*  werden 
ähnlich  so  entstehen,  wie  diejenigen  in  den  Hauptebenen  der  früher 
behandelten  Fläche  «»*.  Wir  können  aber  hier  nicht  näher  darauf 
eingehen. 
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§.  6. 


Fortsetzung. 


Ein  besonders  interessanter  Fall  ist  derjenige ,  dass  die  Grund- 
fläche ein  Paraboloid  ist  mit  der  Gleichuug: 


Dann  ergiebt  sich  die  Gleichung  des  Spitzenorts  aller  dual-ortho- 
gonalen  Tangentenkegel  der  durch  <p  =  0  dargestellten  Flüche  aus 

A,  =  8*4 .  <p4*+ <Mi *  +  *)  Mi  9  -  M,  *  -  *)8  -  0 

wenn  wir  darin  setzen: 

J  A*BC\    <p  =  By*  +  Cz*  —  2Ax 

Atq>-1>--ABC^2x+  —2C-) 

Die  Gleichung  Aj  —  0  wird  also  in  *,  y,  *  vom  dritten  Grade, 
und  aus  der  homogen  geschriebenen  Function  A,  muss  «?3  als  Factor 
heraustreten,  d.  h.  aus  jedem  Punkte  der  E^iu*  —  0)  wird  die 
Grundfläche  durch  einen  zum  orthogonalen  dualen  Tangentenkegel 
projicirt.  Letztere  sind  sämtlich  parabolische  Cyliuder,  weil  auch 
Ejj  zu  ihren  Tangeutialebeuen  gehört.  Für  einen  solchen  aber, 
dessen  Gleichuug  geschrieben  werden  kann: 

by*  +  0.z*  —  2ax  —  0 

besteht  also  auch  die  Bedingung: 

--8«3*  +  4a1aÄ<is  —  <i,s  =»  0 

worin  nach  §.  3.,  4.  «,  -  0,  «3  -  0      8etzen  i8t<  d-  h- 

jeder  parabolische  Cyliuder  kann  als  eiu  zum  orthogonalen  dualer 
Kegel  aufgefasst  werden.    Daher  gehört  auch  E&  dem  Spitzcuorte  an. 

Streng  genommen  zerfällt  also  der  jetzige  Spitzeuort  in  die  drei- 
fach zu  nehmende  E^ ,  von  der  wir  jedoch  hinfort  absehen  wollen, 
und  in  eine  Fläche  3.  Ordnung,  die  Slp*  heissen  soll,  und  als  dereo 
homogene  Gleichung  sich  ergiebt: 


1)    AP  =  SA{By*+  Lz*  -  2^x)  .w  -  4BC  U'+s*  -  £c<*+  C) 


tp  -=  Byi  +  Cz*  —  2Ax  =  0 
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welche  sich  auch,  von  einem  constantcn  Factor  abgesehen,  in  der 
unhomogenen  Form  schreiben  lässt: 

f         AiB+C)\  (         A(B-C)\  (0  ^rC?L(, 
Diese  Gleichungen  lehren, 

1.  „dass  ÄP*  eine  Fläche  3.  Ordnung  ist,  welche  dio  Axe  des 
„Grandparaboloids  (y  =  0,  z  ■=  0)  zur  Symmetrieaxe,  und  dessen 
„Hanptcbenen  zu  Symmetrieebenen  hat"; 

2.  „dass  die  ebene  Schnittcurvo  in  Kv(io  =  0)  zerfällt,  und 
„zwar  in  eine  reelle  Gerade,  die  unendlich  ferue  Gerade  der  Schci- 
„teltaogential  ebene  des  Grundparaboloids  (#=0),  die  gx  heissen 
„soll,  und  in  den  unendlich  fernen  imaginären  Kugelkreis  (Kx>*)u\ 

3.  „dass  jede  zur  Axe  des  Paraboloids  normale  Ebene  (x  =  r) 
„nach  2)  die  Fläche  Sl*  ausser  in  g^  noch  in  einem  ceutrischen 
„Kegelschnitt  schneidet,  welcher  zerfällt,  wenn  die  Piscrimiuaute  der 
„Gleichung  2)  in  Bezug  auf  die  Variabelu  y  und  z,  nämlich:" 

Daraus  ergiebt  sich  ferner: 

„dass  von  den  füuf  Ebenen  des  Büschels  durch  </x ,  in  denen 
„der  Restschnitt  mit  Slp*  zerfällt,  zwei  mal  zwei  zusammenfallen". 

Diese  beiden  Ebenen  sind  dargestellt  durch: 

BC      '  BC 

Setzt  man  diese  Werte  für  2x  in  dio  Gleichung  2)  ein,  so  er- 
geben sich  die  Gleichungen  der  Geradenpaare  iu  den  betreffenden 
Ebenen,  und  man  erkennt  dann,  dass  diese  Geradenpaare  in  beiden 
Ebenen  zusammenfallen,  und  zwar  in  der  ersten  in  die  Doppclgerade 
**=0,  die  gx  heissen  soll,  in  der  zweiten  in  die  Doppelgerado  y%  —  0, 
die  gt  heissen  möge,  und  welche  zu  gx  senkrecht  ist. 

Endlich  ergiebt  sich,  dass  auch  noch  die  durch 

BC 
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dargestellte  Ebene  dnrch  aus  Slp*  ein  Geradenqaar  ausschneidet, 
nnd  zwar  mit  der  Gleichung 

Das  Geradenpaar  ist  also  punktirt  oder  reell,  je  nachdem  das  Grund- 
paraboloid  ein  elliptisches  oder  hyperbolisches  ist. 

Wir  fanden  also, 

„dass  an  g^  zwei  zu  einander  senkrechte  quaternäre  (gt  gt)  und 
„ein  Geradenpaar  mit  unären  Goraden,  die  a\  a"  heissen  mögen, 
„hangen".  (Cf.  Sturm,  Synthetische  Untersuchungen  über  Flächen 
3.  Orduung,  Achtes  Kapitel,  Art.  123  et  sqq.) 

Das  bringt  uns  auf  die  Vermutung,  dass  Slp*  4  Knotenpunkte 
babeii  kann,  die  dann  zu  je  zweien  auf  gx  und  g%  liegen. 

Dies  wird  sich  zeigen,  wenn  wir  die  Ebenen  der  Büschel  durch 
gt  und  £t  hinsichtlich  ihrer  Durchschnitte  mit  ßp*  betrachten. 

_    ä%  a    i   A(B  —  C) 
Setzt  man  nun  in  2)  2x-\  —  statt  2x,  so  ist  für  die 

rcsultirende  Flächcngleichung  g1  die  y-Axe  und  die  Ebene  2z  = 
AIB—O 

— -jg —  oder  (0i0x>)  die  y*-Ebene,  während  die  xy-Ebene  dieselbe 
bleibt.   Diese  Gleichung  lautet: 

x(—^)-o 

oder 

,..+*•  (.+4*=S)+.(.+ ^)  (.  _ ')  =  o 

Macht  man  hierin  die  Substitutionen: 


x  y    z  \ 

x  C08cr,   y,  xsina) 


so  ergiobt  sich  die  Gleichung  des  Durchschnitts  unserer  Fläche  mit 
der  als  neue  xy-Ebene  genommenen  Ebene  durch  gu  welcho  zur  ur- 
sprünglichen xy-Ebene  die  Neigung  a  hat,  nämlich : 

y* . x  cos  o  +  x* . sin*«  |x cos  «+  ^BßC 

.  (  ,  A(B-C)\  (  A\ 

+  X  COS  Cr .  jx  COS  « +  —ßQ     j  {*  COS  O  —  =0 
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Die  betrachtete  Ebene  schneidet  die  QP*  also  ausser  in  gx  noch 
in  einem  Kreise,  dessen  Gleichung  lautet: 

A/B  —  C  9   \  A\B—C)  _ 

Kt  =  y8coscf  +  x*co8or-|-*  ^(  -  ^  cos*«  )  —  cosa  — if*C~ 

Alle  diese  Kreise,  die  Restschnittcurven  der  Ebenen  des  Büschels 
durch  <7,  (x  =  Ü),  schneiden  also  gx  in  denselben  Punkten,  deren 
Coordinaten  ausser 


z  =  0,    x  = 


sind-   y  -  +  A  l/^ 
2BC  J      —Bf  C 


„Also  ergeben  sich  auf  gx  zwei  Knotenpunkte  der  Slp*,  deren 
„Coordinaten  sind": 

Die  Werte  von  cosa,  für  welche  der  durch  =  0  dargestellte 
Kreis  in  ein  (imaginäres)  Geradenpaar  zerfällt,  müssen  die  Üiscri- 
minante  von  k  *=»  0  verschwinden  machen.    Diese  ist: 

,    A*(B—C)  A*  (B-C  y 

^  =  _ C083a .  — ^  cosa.  i Ft  ^  c -  -  cos*« ^ 

oder  mit  Unterdrückung  des  Factors  —  ^a 
^  ==  cosa  |4^^COS,a+  (cos»«  -  £ 

=  cosa  !cosl«+   c  ?cosa  ^  -^-J  jcos^H  ^r- 

-2cos«[/^j 

—  COS  «  |cOS«  -  Y^r\  4 "  {C°8a  + 

Der  Kreis  fc  —  0  zerfallt  also  für  cos  a  =r  0,  d.  h.  in  der  Ebene 

fo*  9x>),  fur  .   — - 

cosa  =  J/     c— ,   cos  a  —  —  y  — <r— 

und  zwar  sind  in  den  beiden  durch  die  zwei  letzten  Relationen 
charakterisirten  Ebenen,  die  «,  und  a,  bzhw.  beissen  mögen,  jede«' 
mal  zwei  Dreiecksebenen  der  allgemeinen  Flache  3.  Ordnung  ver- 
einigt, d.  h.  die  Doppelpunkte  der  Geradenpaare  in  «,  und  «,  sind 
Knotenpunkte  der  £,*  (cf.  R.  Sturm,  Flachen  dritter  Ordnung, 
Cap.  8.,  Art.  112.)    Nun  aber  geht  das  Geradenpaar  in  «,  sowol 
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als  in  crf1  wie  überhaupt  alle  Schnittcurven  der  Ebenen  des  Büschels 
durch  gx ,  durch  beide  Knotenpunkte  auf  ,  andererseits  ist  aus 
k  «=  0  leicht  zu  erkennen ,  dass  keine  Gerade  beider  Geradenpaare 
mit  <7|  zusammenfällt,  weil  dann  für 


C —  ß 


v 


iu  fr  —  0  das  absolute  Glied  verschwinden  müsste,  was  nicht  ge- 
schieht. 

Wir  folgern  daraus,  dass  die  Doppelpunkte  der  Gcradcnpaarc 
in  o,  und  or2  ausserhalb  gt  liegen,  und  da  sie  Knotenpunkte  der 
Qp*  sind,  so  können  sie  nur  der  quaternären  Geraden  gt  angehören. 

Dies  bestätigt  sich,  wenn  wir  in  der  Flächengleichung  2)  statt 
2x  2x  —  setzen,  wodurch  gt  c-Axe  wird,  und  dann  die  Sub- 

stitutionen vornehmen 


\  xCQS  or,    x  sin  et,    z  ) 


Die  rcsultirende  Gleichung  ist  daun  die  Gleichung  des  ebenen  Durch- 
schnitts der  als  »-Ebene  genommenen  Ebene  durch  gff  die  mit  der 
ursprünglichen  orz-Ebene  (der  zu  gl  normalen  Ebene  durch  gt)  die 
Neigung  «  hat. 

In  dieser  Gleichung  tritt  x  als  Factor  heraus,  und  es  ergebt 
sich  als  Gleichuug  der  Restschnittcurve  jeder  Büscbelebene  durch  gt : 

,   ,  C  ,      ,  \  A  ,  >l*(fl— C) 

*s  =  Jr*C0S«  +  28C08«  —  xi  — - g  f-COS*« J   C0S  ft  —  O 

Für  jeden  Wert  von  «  stellt  nun  Jl*f  =  0  einen  Kreis  dar,  welcher 
die  Gerade  g9  (x  —  0)  stets  in  denselben  beiden  Punkten  trifft,  die 
also  weitere  zwei  Knotenpunkte  auf  SlP*  sein  müssen. 

„Die  auf  g%  liegenden  Punkte,  deren  Coordinaten  sind: 
A(B—  C)  _  A  a/V^ü 

il  x  -  — ,  y  =  o,  z «  ±  -c  y  ~B— 

„sind  weitere  zwei  Knotenpunkte  der  Fläche  Slp*". 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  Punkte  I.  reell  sind,  wenn 
die  Punkte  II.  imaginär  sind,  und  umgekehrt,  im  Falle  B  und  c 
positiv,  d.  h.  das  Grundparaboloid  elliptisch  ist,  und  dass  sämtliche 
vier  Knotenpunkte  imaginär  werden,  wenn  B  oder  C  negativ,  d.  h. 
das  Grundparaboloid  ein  hyperbolisches  ist.  Ferner  ist  unschwer  zu 


Digitized  by  Google 

J 


dazu  dualen  Kegel,  welche  an  eine  Flüche  2.  Ordnung  tangential  gehen.  281 

sehen,  dass  die  vier  gefundenen  Punkte  I.  und  II.  eben  die  vier 
Xabelpunkte  des  gegebenen  Paraboloids  sind,  die  hinsichtlich  ihrer 
Realität  oder  Imaginarietät  ja  so  beschaffen  sind,  wie  oben  gesagt 

• 

Mit  der  Zahl  4  ist  die  Maximalzahl  der  Knotenpunkte  einer 
Fläche  3.  Ordnung  erreicht.  Die  Art  derselben  ergiebt  sich  aus 
der  Bemerkung,  dass  sie  weder  alle  noch  zur  Hälfte  biplanar  sein 
können,  weil  dann  die  Classe  12  der  kubischen  Fläche  &p*  minde- 
stens bis  auf  2  reducirt  würde. 

Da  hiemach  auch  nicht  einer  biplanar  sein  kann,  weil  die  Sym- 
metrie von  ÄF*  dann  noch  einen  zweiten  biplanaren  Knotenpunkt 
erfordert,  so  ergiebt  sich, 

„dass  unsere  Fläche  Slp*  die  Maximalzahl  der  Knotenpunkte 
„nämlich  vier,  besitzt,  welche  mit  den  vier  Nabelpunkten  des  Grund- 
~paraboloids  zusammenfallen,  nnd  dass  sämtliche  Knotenpunkte  ge- 
wöhnlicher Art  sind.   Demgemäss  ergiebt  sich  als  Classe  unserer 
„Flache,  wie  in  §.  11.,  die  Zahl  12  —  4.2  —  4". 

In  dem  Aufsatze  von  Cayley:  „A  memoir  on  cubic  surfaces" 
(Philosophical  Transactions  für  1869)  ist  auch  die  Fläche  3.  Ord- 
nung mit  vier  Knotenpunkten  behandelt,  (cf.  Section  XVIII,  S-  313). 
Dort  benutzt  Cayley  die  Gleichung 

W(  XY+  XZ+  YZ)  +XYZ  =  0 

worin  X  —  0,  Y  —  0,  Z  —  0,  w  =  0  die  Ebenen  des  Tetraeders 
der  vier  Knotenpunkte  bedeuten. 

Setzen  wir  nun: 


i/^ö»       i        \fc-D  M*-0\ 


so  geht  die  Gleichung  unserer  Fttche  &,* 
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A{B-C) 
BC 


J-0 


in  dio  obige  Cayley'scho  Form  über. 

„Wir  können  daher  jetzt  mit  Caylcy  schliessen,  dass  die  Fläche 
„&p*  neun  Geraden  besitzt,  unter  denen  die  sechs  Kauten  des 
„Knotenpunktstetraeders  quaternär,  die  übrigen  drei,  welche  von 
„uns  <7ooi  a'i  a"  genannt  wurden,  unär  sind". 

(Vergleiche  auch  Sturm,  Flächen  3.  Ord.   Cap.  8.   Art.  123.) 

Ferner  müssen  die  drei  unären  Geraden  zusammen  von  allen 
quaternärcn  getroffen  werden.  Nennt  man  nun  die  auf  gx  und  gt 
liegenden  Knotenpunkte  resp.  KA'  und  Ä,,  K%',  und  die  Gera- 
den, welche  A,  mit  ift,  Kt'  verbinden,  bzhw.  6,,  6S,  und  diejenigen, 
welche  A'/  mit  A,,  Ä,'  verbinden,  bzhw.  bx\  bt\  so  wird  zunächst 

von  £]  und  nicht  aber  von  den  b  getroffen,  weil  die  Ebenen 
der  b  nicht  durch  g&  gehen.  Da  aber  der  Restschnitt  von  SlP* 
in  imaginär  ist,  so  müssen  sämtliche  Geraden  b  imaginär  sein, 
und  zwar  puuktirt,  wenn  zwei  der  Knotenpunkte  auf  Slp*t  die  auch 
Punkte  der  b  sind,  reell  sind;  sind  aber  keine  reell,  so  müssen  aneb 
die  b  ganz  imaginär  sein. 

Da  die  b  die  Gerade  nicht  treffen,  so  müssen  sie  dis 
Geradenpaar  ad'  schneiden,  und  zwar  können  nur  je  zwei  wind- 
schiefe der  Geraden  b  einer  Geraden  a  begegnen.  Wenn  a'  von  bu 
bt'  getroffen  wird,  so  wird  a"  von  bx\  bt  geschnitten.  Hiernach 
lassen  sich  folgende  Tripel  bilden,  von  denen  je  zwei  untereinander- 
stehende sich  gegenseitig  schneiden,  sich  ergänzen  (C.  Sturm,  Math. 
Annalen  Bd  23.  S.  290). 


Da  ferner  die  Verbindungsebene  einer  unären  mit  einer  quater- 
nären  Geraden  längs  der  letzteren  dio  Fläche  3.  Ordnung,  welcher 
beide  angehören,  berührt,  so  sind  die  Ebenen: 

(0<x>0i)>   (9<x>9t\   (<*'bi)f   (°V)»  (°'V)» 

„Tangentialebenen  der  &f*  so  dass  jede  der  3  unären  Geraden,  die 
„ein  Dreieck  bilden,  je  zwei  Gegenkanten  des  Knotenpunktstetraeders 
„trifft  und  mit  ihnen  2  Ebenen  bildet,  welche  läugs  den  Kanten  die 
„Fläche  berühren4'. 

(cf.  Sturm,  Flächen  3.  Ord.,  Cap.  8.,  Art  123). 


<>f9i9* 


<*"9i9t 
9nWbt 
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Man  sieht  auch  leicht, 

„dass  jede  der  quaternären  Geraden  ausser  von  diesem  einen 
„Geradenpaar,  dessen  eine  Gerade  unär  ist  und  dessen  andere  mit 
„der  quaternären  Geradeu  zusammenfällt,  von  2  andern  durch  qua- 
„ternäre  Geraden  gebildeten  Paaren  getroffen  wird,  deren  Mittel- 
„punkte  die  beiden  nicht  auf  ihr  liegenden  Knotenpunkte  sind  und 
„welche  die  Gerade  selbst  in  den  auf  ihr  liegenden  Knotenpunkten 
„treffen". 

(cf.  Sturm,  ebendaselbst). 

Diese  Sätze  lassen  erkennen ,  wie  die  10  an  einer  Geraden  der 
allgemeinen  Fläche  3.  Ordnung  bangenden  Geradenpaare  für  &p* 
herauskommen. 

Ferner  ergiebt  sich  nach  Sturm  und  Cayley,  dass  die  in  §.  11.  meiner 
Diss.  behandelte  Fläche  a>p*  als  ein  Specialfall  der  jetzigen  erscheint, 
indem  sie  durch  das  Zusammenrücken  zweier  gepaarter  Knotenpunkte 
(auf  gt  und  g9)  in  einem  biplaoaren  Knotenpunkt  von  höherer  Sin- 
gularität (B4  nach  Herrn  Cayley's  Bezeichnung,  weil  er  die  Gasse 
um  4  reducirt)  entstanden  ist.   Aus  zwei  zusammenfallenden  qua- 
ternären Geradenpaaren  resultirt  ein  octanäres,  während  zugleich 
noch  ein  Paar  unärer  Geraden  mit  einer  andern  quaternären  Ge- 
raden, nämlich  derjenigen,  welche  durch  den  auf  obige  Weise  ent- 
standenen biplauaren  Doppelpunkt  geht  (gx  oder  £S),  zu  einer  se- 
nären  Geraden  sich  vereinigt   Dadurch  sind  aus  den  g  Geraden  der 
Fläche  Slp*  die  5  Geraden  der  Fläche  uP*  entstanden,  von  denen 
stets  nur  3  reell  sind. 

Ist  in  qp  =  Byt+Cz%  —  2Ax  =  0  etwa  C  =  oo,  d.h.  ist  das 
Grnndparaboloid  zu  einer  als  Fläche  2.  Ciasse  aufgefassten  und  in  der 
xy-Ebene  liegenden  Parabel  degenerirt,  so  ergiebt  sich  aus  der  Glei- 
chung 1)  nach  Division  mit  —BC  die  specielle  Flächengleichung: 

Dies  ist  für  ^  —  p  die  Gleichung  der  in  §.  11.  m.  Diss.  behandelten 

Fläche,  die  also  hier  als  Specialfall  erscheint. 

Die  reellen  Geraden  der  jetzigen  Fläche  Slp*  werden  aus  den 
das  Grnndparaboloid  tangirenden  dual-orthogonalen  Kegeln  gewiss 
auf  ähnliche  Weise  entstehen,  wie  die  reellen  Geraden  der  Fläche 
Up*.  Jedoch  ist  mir  die  synthetische  Betrachtung  bis  jetzt  nicht 
gelungen. 
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Aus  der  Betrachtung  der  Durchschnitte  der  Ebenen  des  ßflshcls 
durch  gt  oder  gt  ergiebt  sich  folgende  leichte  geometrische  Con- 
struetion  unserer  Fläche: 

„Denkt  man  sich  eine  Ebene  £  mit  einer  festliegenden  Geraden, 
„etwa  <7],  und  eine  dazu  normale,  gx  nicht  treffende  Gerade,  etwa 
„grt,  mit  dem  Fusspunkte  P  in  £.  Nimmt  man  dann  auf  gt  zwei 
„gleich  weit  von  P  entfernte  Punkte  zu  beiden  Seiten  von  £  an, 
„etwa  Kt  und  Kt\  und  zieht  in  jeder  Ebene  £  des  Büschels  um  gt 
„den  Kreis  Je  durch  Ä,,  K^'  und  den  Spurpunkt  von  gx  in  t,  so 
„beschreibt  dieser  Kreis  eine  Fläche  3.  Ordnung,  wie  wir  sie  hier 
„behandelt  haben". 

Eudlich  wollen  wir  noch  einen  Specialfall  unserer  Fläche  an- 
führen. 

Ist  in  der  Gleichung: 


d  h.  das  Gruudparaboloid  ein  durch  Rotation  einer  Parabel  um  ihre 
Axe  entstandenes,  so  geht  die  Flächcngleichung  2)  über  in: 


„Die  Fläche  Slp*  zerfällt  also  in  diesem  Falle  in  eine  Ebene 
„und  eine  sie  berührende  Kugel.    Die  Ebene  ist  die  Scheiteltaugen- 

„tialebene  des  Grundparaboloids ;  die  Kugel  hat  den  Radius  ^  und 

„ihr  Mittelpunkt  liegt  auf  der  Axe  des  Grundparaboloids  um  ^ 

„vom  Scheitel  entfernt,  ist  also  identisch  mit  dem  Brennpunkte  der 
„Meridianparabel  des  Grundparaboloids.  Zugleich  sind  die  vier 
„Knotenpunkte  der  allgemeinen  Fläche  in  den  Anfangspunkt,  d.  h. 
„in  den  gemeinsamen  Punkt  der  Teile  der  jetzt  zerfallenen  Fläche 
„3.  Ordnung  zasammengerttckt". 


U 
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XIV. 

Ueber  eine  Anwendung  der  Taylor'schen  Reihe 
und  einige  bestimmte  Integrale. 

Von 

Reinhard  Mildner, 

Professor  der  Lamicsrealschule  in  Römer*  tndt. 


AugcnommeD  f(z+h)  lasse  sich  entwickeln  in  eine  Poteozreihe 
geordnet  nach  positiv  ganzen  Potenzen  von  z,  so  hat  man: 

Gesetzt  die  Reihe  convergire  für  alle  zwischen  +A  und  —  1  liegen- 
den «,  so  folgt  durch  Substitution  von  re~a*  in  die  vorangehende 
Gleichung  : 

2)  AÄ  +  re-«)  -  AA)  + 

,  f(h) 


3! 


wobei  selbstverständlich  r  für  o  >  0  zwischen  denselben  Grenzen 
wie  «  liegen  muss,  also  der  Relation  geuügt:  —  l  <  r  <+A.  Wird 
in  der  letzten  Gleichung  a  durch  b  ersetzt,  so  ist : 

3)   AA+r«-*)  -  A*)+  tt 


31 
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Verbindet  man  die  zwei  letzten  Gleichungen  durch  Subtraction 
und  integrirt  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo,  so  folgt,  nachdem 
man  zuvor  die  Differenz  durch  x  dividirt: 

00  00 

f(h-\-r        —  f{h-\-T  e-hx) 


00  CO 

+  -\rj  — * — tU  +  -»rj 


11     J  x 


Da  die  einzelnen  Integrale  rechter  Hand  den  gemeinschaftlichen 
b 

Wert  log  -  besitzen,  so  geht  die  letzte  Gleichung  Ober  in : 


00 

(y(/*+re-«)-/(A  +  re--**]  ^ 

sc 


["/'(*)     ,f"(h)  ,.fm(h)   .  I  b 


und  es  folgt  unter  Berücksichtigung  des  Taylor'schen  Satzes  für  das 
nachstehende  Integral  die  einfache  Formel: 

/OD 
[A*  +  '«~fl*)-AA  +  re-^)].f  -  [AA  +  r) -/(*)]. log| 

0 

welche  Gleichung  für  h  —  0  die  einfache  Form  annimmt: 


lf(rer°')-f(r  «-*)].  ^  -  [/-(r)-/(0)].log$ 


gültig  für  a  >  0  und  b  >  0.  Ersetzt  man  in  der  Gleichung  4)  a 
und  b  beziehungsweise  durch  j>loga  und  «log*,  so  gibt  dies: 


/oo 


-Wr  +  *WW].to|g-; 

p  und  9  müssen  hier  positiv,  ausserdem  o  >  1  und  *  >  1  sein. 

Führt  man  in  der  Gleichung  4)  die  neue  Veränderliche  y  mit- 
telst der  Gleichung  «-*  —  y  ein,  so  nimmt  das  betreffende  Integral 
die  Form  an: 


Digitized  by  Google 


und  einigt,  bestimmte  Integrale.  287 

1 

7)  f  [/<A  +  ryW(A+'*»)]^-[/(r+A)-rt*)]log£ 

Zu  einem  allgemeineren  Resultate  führt  die  Formel  5) ,  wenn 
daselbst  a  mit  a-f-ii,  ferner  &  mit  a  —  und  r  mit  re?'  vertauscht 
wird,  wobei  jedoch  der  reelle  Bestandteil  o  positiv  sein  muss.  Da- 
durch gelangt  man  zu  der  Gleichung: 


00 

[f[r  «-«Kf  i  *•)<]  -/[r  „-«*+<?-**).]] .  — 


-  2*[A*«*'W(0)].arctg£ 


welche  für  g>  =  0  in  die  folgende  übergeht: 

CO 

9)  /* [/(ra-«+w)  -rtr#-«-»^] .  £  _  2,-[/(r)-/(0)]  .  arctg? 

Behufs  Anwendung  der  Formeln  4)  und  7)  setze  man  beispielsweise: 

/(ä+.)  -log(l+*) 
so  folgt  dtireb  diese  Substitution  das  specielle  Resultat: 

to«j$^-7-./  l0«rT^-^-,0«(l+r)  l0«a 

gülüg  für  -1  <  r<+  1. 

Die  einfachere  Gleichung  5)  gibt  für 

f(z)  -  / 

den  Wert  des  Integrals: 

J  j  -7- log";   f"ra>0,  *>0 

0 

und  aus  der  Formel  6)  erhalt  man  für  /"(*)  —         und  A  —  0: 

/*/_  1  1    \    dz        1  log** 

/   \r+aP*  *  "  l+r10glogol» 

dabei  muss  —  1  <  r  <  +  1  sein. 


Digitized  by  Google 


288         Mildner:  Utber  ein»  Anwendung  der  Taylor*. cken 

Aus  der  Formel  8)  ergeben  sich  für 

f(z)  -log(l+r) 

die  Werte  der  folgenden  Integrale: 


.°°  e*"*  +  2rt**COS(<p  -  te)-f  r*  .  dx 
g  e*>*+  2r  e**  COS{<p+bx)+r*  x 


rsxutp  ,  b 

-  =^arctg1+rcosy.arctga 


00 

/*r  r  sin  (qp-J-for)       _   rsin((p— te)  "1 

7  LarCtg«"  +  rc0S(9>+^)""arC  g*      +r  cos  <<p  —  bz)]  ar 
0 

=  logClH^rcosy-f-r*)  arctg^ 
wobei  das  letztere  für  9  —  0  das  einfache  Resultat  liefert: 

OD 

/rsin&r         tlx       .     ,„  .    .  * 
arct««"  +  rcos6*  .  -  =  logd+rj.arctg^ 
0 

In  diesen  Integralen  muss 

-1<  r  <+  1 

sein.   Schliesslich  findet  man  für 

/(*)  - 

aus  der  Gleichung  9): 

/OD 
erc«.*«-a* .  sin  (r  sin    T") .  1 ).  arc  tg  - 

x  a 

0 

gültig  für  a  >  0. 

Es  ist  bekanntlich  unter  der  Voraussetzung  f(0)  —  0: 

00 


0  0 
und  man  bat,  wenn  daselbst  a  durch  a  —  Ii  ersetzt  wird: 

00  r 

10)  f  f(r.-".^)dx-a^tpfdx,  for«>0 
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Das  erste  Integral  kann  man  folgcndcrraassen  umformen: 

J  Are"0,.«l;,>fia  J* /(rr«'«w)(/a:-f  J* f(rt~a*  dx 
0  0  2* 

Der  letzte  Teil  lasst  sich,  sobald  b  als  gauzo  Zabl  angenommen  wird, 
auf  das  Iutcgral  linker  Haud  zurückführen ,  wenn  man  die  neue 
Variable 

x  «=  2/t-f-y 

einfahrt.    Es  ist  alsdann: 

CO  00 

I  f(r  e~ dx  —  j  f{re-*»»  tly 
in  Ü 

welches  Integral  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  mit  Rücksicht 
auf  die  Formel  10)  gibt: 

O  re-,2an 
Aehnlich  folgt  der  Wert  des  nachstehenden  Integrals: 

n  r 
12)  f /irr**.*«)*,  =  <<* 

0  (— 1)'  r«-™ 

In  den  letzten  zwei  Resultaten  muss  /(O)  =0  sein,  während  b  als 
ganze  Zahl  vorausgesetzt  wird. 

Behufs  Anwendung  der  Formel  10)  auf  ein  specietles  Beispiel  sei 

f(z)  ~  ze> 

so  folgen  daraus  sofort  die  Werte  der  zwei  Iutegrale: 


P  -ax  a(er  —  l) 

§  Ä-«xfrcoB&r*      #  Cos(bz  +  rs\übxe-ax)ilx  - 


/*°°  .    -ox      .  b(er—  1) 


und  für 

Aich.  d.  Math.  «.  Pbys.   2.  Reib«.  T.  IX.  19 
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gibt  die  Gleichung  11): 

/*         r-\-ea*C08bx  a   1  +  r 

e*«  +  2r<-«*cosfcr+r*  '/X  ~  »V  + A*j  ' l0g  1+77-*" 

0 

 ««sinte   ä_  1+r 

^«'  +  2re«'C0SÄ.r+rs      ~  r(ö*  +  Ä'*j  * ,0g  1  +  r*-*«* 

0 

«  ist  in  diesen  speciellen  Resultaten  positiv  und  l  in  deu  letzten 
zwei  Formeln  als  ganze  Zahl  vorausgesetzt. 

Unter  Benutzung  des  bekannten  Integrals: 

0-,  füra<& 


/sin flg. cos fcg  )    ^  ;    für  a  =  b 

x        "  j 

| ;    für  «  >  A 

erhält  man  mühelos  nach  Entwicklung  der  Function  unterm  Inte- 
gralzeichen in  ciuo  Reihe  die  nachstehenden  Resultate,  wobei  selbst- 
verständlich g  als  positiv  ganzo  Zahl  vorausgesetzt  wird: 

oo 

13)  J%-nJ*Mr*')+f(re-*i)],U  - 
0 

(g-i)  (g) 
U,/'(0)  ,/"(0)  S1      .  /(ü)t#-i    .  /-(ü)  1 

«[A0)+  -j,-  r+  -2,    r'  +  ...  +  — -T  +i  .  ^  rf j 

14)  J  Sl"  *  [/(r^H/^O]^  = 
ü 

(9) 


71  [f{0) + tt  r+  -»r '  +  •  •  •  +  Vi" r  J 


gültig  für  te  +  l)  >  A 

Auf  demselben  Wege  gelangt  man  noch  zu  den  Worten  der 
folgenden  Integrale,  die  sich  gleichfalls  einzig  und  allein  nur  durch 
Reihenentwicklungen  erledigen  lassen: 
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15)  J  C~*[f(re»)-f(re-»)\,lx  ~ 

ü 

« r - /*(0)  -  '.'_<«> r .  Af» _   _ ^V,, 

I  ,l  '        J!  2!  •  •       fa-l)!  r 

- »  #  -] 

ao 

o 

%    «"[/•W-AOJ-  jj-r-  2!  r  -    ^!  rfJ 

cbeufulls  gültig  für        1)  >  1  > 

Ausserdem  findet  man  für  A  oo: 

CO 

/cos  Afl? 
--      [/(rc")  —  /"(>•«"  -  0 

0 

Setzt  man  beispielsweise  in  deu  Formeln  13)  und  15) 

=  * 

und  iu  den  Formelu  14)  und  IG) 

/•(*)  =  log  ( 1  -f  z) 
so  folgen  die  Werte  der  speciellen  Integrale: 

n 

x 


/sin^x 
 .  crcoax .  cos  (r  8in  ar)  r/x  — 
x 

0 

TT  P        r       r*       r3  r?-1  tf  1 

2  [1+n+21+3l+  ■••+<y-  lj!  +  *-*u 


oc 


^  .  crco"  .  sin  (r  sin  x)  </x  «=» 


0 


2 :Le'"  2!~  -^-Di-i  ^fJ 
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/CO 
sin  Xx 
— ^—  .  log  (1 +  2r  COS  ar+r^cie  = 

0 

2I—2-+3--4+  •••+<-')'+,-,-J 

./ 

0 

|  [log(l  +r)  -r  +  r2'-         .  .  .  +(-!)» 


'costa:  rsiujc 
— .  arc  tg  —.  dx 

x  ^1  +  rCOS* 


2 

wobei  die  zwei  letzten  Gleichungen  nur  für  ($  +  1)  >  A  >  g  gültig 
siud. 

Es  ist  ferner  bekannt,  dass,  sobald  F(x)  die  nacbstebende  Be- 
dingung erfüllt: 

18)  F{wr±x)  -  F(x) 
alsdann  die  Gleichung  stattfindet: 

00  " 

19)  /"iT*  -  i  /* 

6  6 

Die  Function: 

erfüllt  in  der  Tat  die  geforderte  Bedingung  18),  weshalb  man  hat: 

7t 

'sin  (2^  +  1)* 


sin/ 


[f(re^')+f(re-2'')]dx  = 


y 


Durch  die  Substitution  2x  —  y  geht  das  Integral  rechter  Hand 
genau  in  das  Integral  14)  über,  so  dass  die  linke  Seite  durch  das 
letztere  ausgedrückt  erscheint  F(z)  möge  bei  der  Entwicklung  in 
eine  Potenzreihe  nur  ungerade  Potenzen  von  *  enthalten,  also 

F(z)  =  jit*  +  At**  +  .  .  . 

sein,  so  folgt  dnreh  Substitution  vou  k.t**  und  h . er*1  für  z\ 
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-F(*«*9 +  —  a1C08Ä+asC083a:+a5C0s5a:+  .  .  . 

wobei  es  hier  auf  die  Grösse  der  Coefficienten  nicht  ankommt!  wenn 
nor  die  Reihe  eine  convergente  ist,  ebenso  findet  man: 

/(r&^+fire-2**)  —  &0-f-&icos2a;+&4cos4*+  .  .  . 

Dies  beachtend  ergibt  sich  die  identische  Gleichung: 

CO 

O 

oq 

f         (a,  COS  X+  03  cos  3x  +  ...)  (60  +  h  cos  2x+  h  cos  4*  +  . .)  dx 

o 

Die  einzelnen  Integrale  sind  von  der  Form: 

CO 

y^^^.cos  (2^+l)«COs2pa;däc 
6 

und  verschwinden,  sobald  A  1  voransgeseUt  wird,  und  man  gelangt 
demnach  zu  dem  einfachen  Resultate: 

CO 

O 

Auf  demselben  Wege  folgt  der  Wert  des  nachstehenden  Integrals: 
O 

Für 


/x.)-rw  =  iogj±; 


erhält  man: 

OD 


/,     l  +  2fcco8s+fc>        1-f  2rcos2x+r»  .  sinA* 
lo«  fl»coi«-fg  ,>g  l~2rcos2x  +  r»  •  —  *  ~  0j 

O 

/°°        2&8iox  2rsin2x  sinAx 

arctgj^-.arctg-j^^  .  <lx  —  0 
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Dabei  muss  sowol  k  als  auch  r  zwischen  -f-1  und  — 1  enthalten 
sein.   Den  zwei  letzten  Integralen  kann  man  die  Form  geben: 

QO 

l-|-«cos*       l-f-&cos2x    sinAoj  , 

dx  ~  0 


/ 1-|-«C0S*  1-f- 
lo-I^co^-log^cos2x- 


oo 

/sin  Xx 
arctg(csinx).arctg(w»siu2*) .  —  -  dx  =  0 

0 

Hier  sind  a  und  b  zwischen  denselben  Greuzon  enthalten  wio  * 
und  r,  während  o  und  m  beliebig  reell  sein  können. 

Behufs  Auweuduug  der  allgemeinen  Formelu  20)  und  21)  sei 

noch 

F(z)  =  log  ^*   und  f(z)  -  c 

gegeben.  Durch  diese  specielle  Aunahme  findet  man  noch  die  Werte 
der  Integrale: 

00 

/l  +  2k  cos  x  4-  h2  .         sinXx  , 

0 

00 

/suilx 
erco*>x   8in(r8in2x)arctg(csinx)  .  -----  rfr  —  0 


r  und  c  sind  in  den  zwei  letzton  Gleichuugen  beliebige  reelle  Zableen, 
k  dagegen  ein  echter  Bruch. 

Die  bekannto  leicht  beweisbare  Formel: 

./     l-2*COS2*  +  s«"  dx"lZr^-firq) 

0 

kann  zur  Herleitung  eines  neuen  Resultats  verwendet  werden,  wenn 
man  zu  diesem  Zwecke  der  Kürze  halber  den  Zähler  unter  dem 
Integralzeichen  mit  q>{x)  bezeichnet,  also 

setzt.   Mau  hat  alsdann: 
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0  0  0 

—  2«/-(r2) 

Der  erste  Teil  verschwindet,  sobald 

/(0)  -  0 

vorausgesetzt  wird,  and  es  erscheint  dann  das  letzte  Integral  in  der 
Form: 

it 

/»(27-2cos2x).qp(x)  2ä 

./  ra^siar+v"  ^  "  -  7  -*r*> 

0 

welche  Gleichung  nach  g  zwischen  den  Grenzen  0  und  q  integrirt 
gibt: 

7t 

f  [f{rt**<)  +f{r  «~2«)]  •  l0g(l  -  2q  COS  2x+q*)  dx  - 

b 

o  o 

Da  dio  Function  unter  dem  Integralzeichen  der  Bedingungs- 
gleichung  18)  genügt,  so  gelangt  man  unter  Benutzung  der  Gleichung 
19)  zu  der  nachfolgenden  einfachen  Formel: 


00 

sin  x 

— ~  [  Ar  ««»O+ZCr  •  log  (l-2fl  COS  2* +  ««)<*»  = 


7t 

0 

/ 


7* 

ftKr  <?")  +/(r  «-**<)]  .  log  (1  -  2a  COS  2*  +  S')  rfx 


b 

welche  an  die  Bedingung 

f(0)  -  0 

gebunden  ist. 

Als  Anwendung  dieser  Formel  sei 
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/W  =  log(l+«) 
gegeben,  so  hat  man,  nachdem  vorher  q  durch  — g  ersetzt  worden: 

CO  . 

23)    /'üEf  log(l  +  2rCOs2x  +  r»)  .  log(l  +  2gcos2*  +  gV*  - 
./  * 
0 

i  ^log  (1  +  2r  cos  2*  +  r»)  .  log  (1  -f  2q  cos  2*  +  g«)  ,/* 
0 

/»  Togd  +  r)  fgr      <gr)«      (gr)«  ] 

0 

wobei  g  und  r  zwischen  +1  und  -1  enthalten  sein  müssen. 
Die  Grenzfälle  für 

führen  nach  kurzer  Rechnung  zu  den  bemerkenswerten  Ergebnissen ; 

/CO  CO, 
[logcos**]**/*  ==  y°^^[logsiu2x]*rfx 

o     X  0 

=s  J    f  flOgCOSfr]«rfx  «=  J ^  [log 
0 

-~+2w(log2)« 

Römerstadt  im  November  1889. 
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XV. 


Darstellung  der  harmonischen  Reihen  durch 

Factorenfolgen. 


Von 

Franz  Rogel. 


Das  Product  der  unendlichen  Factorenfolge 
(2o+  2»*"'"  22»  +  ")Gi°~'~  3»~*~  3-M      *"  OCö0*^"  5""^"  52«+-)  • 

=      II   ---  =  Tin 

p» 

worin  für  p  der  Reihe  nach  alle  Primzahlen  von  2  angefangen  zu 
setzen  sind,  wird  gebildet,  wenn  jedes  Glied  eines  Factors  mit  jedem 
Gliede  aller  andern  Factoren  so  vereinigt  wird,  dass  jeder  dieser  als 
Factoren  fungirendcu  geometrischen  Reihen  in  einer  und  derselben 
Complexion  nur  durch  ein  einziges  Individuum  vertreten  ist.  Mit 
andern  Worten,  diese  Factorenfolge  wird  identisch  mit  der  Summo 
von  Ausdrücken  von  der  Form 


2««. 30». 5'/"  ...p*»  ... 


wenn  den  Exponenten  <*,  j9,  y  ...... .  alle  möglichen  positiven 

Werte  von  0  angefangen  ortcilt  werden.   Der  Nenner  ist 

=  (2«.  30.57  . . .  ;>*)»' 

es  gilt  somit: 
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oo      L    _  %>  1  n 

#        1   ~     (2°. 3/*. 5/  ...  j>*  ...)•»  ; 

Wenn  nun  die  Exponenten  a,  0,  y  . .  .  n  .  .  .  alle  Werte  von  0  bis  oc 
erhalten,  so  gehen  aus  dem  Producto  2a.3<*.5"/  . .  .  p*  .  .  .  sämtliche 
natürliche  Zahlen  hervor  und  jede  derselben  nur  ein  einziges  Mal. 
Um  das  allgemeine  Glied  obiger  Summe,  d.  h.  dio  reeiproke  «te 
Potenz  irgend  einer  Zahl 

z  =-  2«. 3i*.5'/  .  .  .  p*  . .  . 

aus  der  Factorcufolge  Z7„  zu  erhalten,  muss  das  (a-|-l)te  Glied  der 
ersten  Reihe  mit  dem  (/3-f-l)teu  Gliede  der  zweiten,  mit  dem 
(y-j-l)tcu  Gliede  der  dritteu,  .  .  .  mit  dem  (*4-lHCQ  Gliede  der 
der  Zahl  />  entsprechenden  Reihe  und  endlich  mit  den  ersten  Glie- 
dern (=1)  aller  jener  Reihen  multiplicirt  werden,  welcbe  jenen 
Primzahlen,  dio  in  *  nicht  enthalten  sind,  entsprechen,  daher  in 

z  =  2«.3j*.5'/  .  .  .  pn 
den  Exponenten  0  haben.   Demnach  ist: 

11  2) 

Die  Summirung  erstreckt  sich  über  alle  Werte  von  z  — .  1  bis  2  «  a 
Ist  n  =  1,  so  divergirt  die  Reihe  rechts,  denn  sie  ist  dann  die  Reihe 
der  reeiproken  natürlichen  Zahlen 

...  -  • 

und  obige  Gleichung  hat  dann  nur  ciue  rein  formale  Bedeutung;  es 
lässt  sieh  jedoch  in  diesem  Falle  der  Schluss  ziehen,  dass,  da 

fli  =  f.i.M.tt  ...  -  i  +  i+i+  ...  -  » 

ist,  notwendig 

(l-*)(l-i)(l-i)U-i)(l-A>  ...  -  litMf  =  0 

sein  muss.   Dies  gebt  übrigens  aus  einem  allgemeinen  Satze  über 
dio  Grenzwerte  unendlicher  Producte  hervor,  nachdem 

eine  divergente  Reihe  bildet, 

2»' 

Fehlt  in  II»  der  erste  Factor  2«  — p  80  entsteht  die  der  Po- 
tenzreihe 7'„  der  ungeraden  Zahlen  entsprechende  Factoren  folge: 
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Ebenso  können  die  Potenzreihen  der  ungeraden  Zahlen  mit  Zeichcn- 
wechsel  in  Factorenfolgou  transformirt  werden.   Es  ist 

U   -  1    -1    4_1__  _   tIt1)'    -fr  PH 


3*»         5»  7H_ 
3"+"l  '  5»*  — 1     7"+l  *  11» +1 


4) 


Die  Richtigkeit  dieses  Ansatzes  ergiebt  sich  aas  der  Bemerkung, 
dass  das  Product  von  Primzahlen  der  Form  4&-f-l  eine  Zahl  der- 
selben Form;  das  Product  einer  ungeraden  Anzahl  von  Prim- 
factoren  der  Form  4&-f-3  ebenfalls  eino  Zahl  derselben  Form,  das 
einer  geraden  Anzahl  jedoch  eine  Zahl  von  der  Form  4X*-(-l  her- 
vorbringt. Jedem  Primfactor  der  Form  4&-f-3  das  negative  Zeichen 
vorgesetzt,  wird  das  Vorzeichen  irgend  einer  Zahl  von  der  Anzahl 
gleicher  oder  ungleicher  Primfaetoren  der  Form  4^+3,  welche  in 
ihr  enthalten  sind,  abbangen. 

Diese  schon  von  Eulcr  gekannten  und  vou  Lejeune-Dirichlet  zu 
zahlentheorctischen  Untersuchungen  benutzteu  Umformungen  harmo- 
nischer Reihen  mit  oder  ohne  Zeichenwcchsel  gestatten  verschiedene 
weitere  Anwendungen. 

1. 

Wird  die  Factorcnfolgc  für  eine  beschränkte,  eudlicho  Anzahl, 
etwa  für  r  Primzahlen  o,  c  .  .  .  k  gebildet,  so  giebt  sie  eine  Po- 
tenzreihe 

*  17'"  1 

n       -  -  z  l-  5) 

in  welcher  für  q  alle  jene  Zahlen  zu  setzen  sind,  welche  mit  dem 
Producta  abc  .  .  .  k  mindestens  einen  gemeinschaftlichen  Teiler 
haben. 

Umfasst  <i,  A,  c  .  .  .  k  das  Gebiet  der  sämtlichen  Primzahlen  von 
p±  =  2  bis  /v,  so  wird  durch  die  Factorcnfolgc  fl  —v  -  eine  Reiho 

2  pH  —  1 

gegeben  welcho  in  ihren  (/>,  -}- l)ten  Gliedern  sich  von  der  Reihe 
Sn  nicht  unterscheiden  wird. 
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2. 

Es  ist 


P=2  P2H-l 

oder 

SH  —  S2h       J\_  +  6} 

p=2      +  l 

woraus  die  Summen  ungerader  Ordnung,  für  welche  bis  jetzt  noch 
kcino  Formel  gefunden  wurde,  aus  den  genau  summirbaren  und  für 
sehr  grosse  n  auf  15  Dccimalstcllcn  berechneten  bestimmt  werden 
können.  Zur  wirklichen  Berechnung  genügt  eine  verhältnismässig 
geringe  Factorenreihe. 

Sei  z.  B.  n  «=»  13,  so  ist 

s>s=^-(x-24)(x-.i-5)(x-i).i-7y 

=>  1-  00012  2713  347 

wo  die  12te  Stelle  noch  richtig  und  der  Fehler  <    "ß)w  ist* 

selbst  nur  3  Factoren  würde  sich  die  10  te  Stelle  noch  richtig  er- 
geben haben.  Dieselbe  Genauigkeit  durch  unmittelbares  Summiren 
von  Sl3  zu  erzielen,  würde  die  Inanspruchnahme  von  mindestens  15 
Keiheugliedern  erfordern.  Zudem  zeichnen  sich  die  Factorenfolgen 
durch  die  vorzüglicho  Eignung  zur  logarithmischen  Behandlung 


Zur  Berechnung  der  ebenfalls  noch  nicht  genau  summirbaren 
Reihen  Ü2H  kann  in  ähnlicher  Weise  die  Formel  n  —  4  mit  Vorteil 
herangezogen  werden. 


Aus 


72h        ,=3        p2n_  X 

Um   ~     n  ?*  _  ~   "  p-1) 


=  77 


s  P±l  PM-f"(-l)  2 

/>"+(-!)  2 

'  3H     5»  ~  7»  '  9"~  11M      13n  —  *  "  * 

entsteht  eine  Potenzreibe,  in  welcher  die  Primzahlen  von  der  Form 
Ak  +  3  (und  die  Potenzen  derselben)  das  positive,  und  jene  von  der 
Form  4A-+1  das  negative  Vorzeichen  haben. 
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3. 

Jede  Factorenfolge  gebrochener  Functionen  der  Primzahlen 
n         lässt  sich  durch  die  harmonischen  Summen  S  ausdrücken. 

wenn  g>(j>)  und  f(p)  sich  in  Factoren  der  Form  px—  1  zerlegen 
lassen. 

Factorenfolgen  von  der  Form 

lf  £  

verschwinden;  denn  es  ist 

Sm n  =  n ^p=l  =  //  - •  n  pr^s=i .  +-+ j 

Da  nun  das  erstere  Product 

/7,  =  St  =  od 

ist,  so  muss  das  zweite  der  Null  gleich  sein,  damit  das  Product 
eine  eudlicbe  Zahl  Sm^\  ergieht. 


Die  barmonischen  Reihen  gerader  Ordnung  mit  Zeichen- 
folge und  jene  ungerader  mit  Zeichen  Wechsel  sind  genau 
sammirbar  und  zwar  ist  wie  bekannt: 

22"-1Z?2h-i  n2n 
h2"  ~         (2n) ! 

worio  B2n-i  nnd  2&M  die  Bcrnoulli'schen,  bzhw.  Euler'schen  Zahlen 
sind.  Die  Gleichstellung  mit  den  gleichwertigen  Factorenfolgen  er- 
giebt: 

ff  " 2  K      £  y 1  -  «> 
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neue  Ausdrücke  für  die  Transccndcntc  ^,  in  welchen  sie  durch  eine 
unendliche  Folge  von  algebraischen  Functionen  der  aufeinander  fol- 
genden Primzahlen  dargestellt  erscheint. 

Bei  unendlich  wachsendem  »  nähern  sich  beide  Factorenfolgen 

2u  2»i  |  1 

in  Nr.  7)  und  8)  der  Einheit,  ebenso  >/2  und  V2<  folglich  ist  dann 

2m  


2m  |  1 

n  21im 


und  durch  Gleichsetzung  beider  Grenzwerte  ergiebt  sich: 

lim  i:-2»  -  \\m\2»*xB»n-\  ll) 


r>. 


Durch  die  in  der  Formel  Nr.  2)  zum  Ausdruck  gebrachte  Ent- 
wicklung wird  die  Potenzirung  und  Kadieirung  der  harmonischen 
Reihen  ermöglicht;  deren  Cocfticientcu-Bildungsgcselz  ein  leicht 
erkennbares  ist.    Es  ist  nämlich 

«■»r-iC.-i)r=?(,-i-r  (w>,) 

(Tr)',.+(7')i-  -•••] 


*{n  ("•')) ^  +  (".0(7)G)- 


12) 


Indem  für  a,  b,  c  .  .  .  alle  möglichen  Primzahlen  und  für  die  Ex- 
ponenten a,  ß,  y  •  •  •  alle  Werte  von  0  bis  oo  gedacht  werden,  ent- 
steht wieder  eine  Potenzreihe,  da  die  «ten  Potenzen  der  natürlichen 
Zahlen  zu  Nennern  werden;  dio  Zähler  hangeu  von  r  uud  den  Prim- 
zahlen-Exponenten «,  0,  y  .  .  .  in  der  gegebenen  Weise  ab.  Dera- 
gemäss  kann  auch  geschrieben  werden: 


(7)  (7)  (-/)- 


*  1 
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wo  er,  ß,  y  .  .  .  wieder  die  Exponenten  der  sämtlichen  in  z  auf- 
gebenden Primzahlen  bedeuten. 

Werden  die  Glieder  mit  demselben  Zähler  zu  Gruppen  vereinigt, 
so  werden  dieselben  offenbar  nur  symmetrische  Functionen  der  re- 
eiproken  wten  Potenzen  der  Primzahlen  derselben  Ordnung 
umfassen ,  welche  sich  wie  bekannt  stets  durch  die  Summe  von 
Potenzen  der  Wurzeln  ausdrücken  lassen.    Werden  letztere 

gesetzt,  so  geht  daraus  hervor,  dass  jode  Potenz  einer  harmonischen 
Reibe  durch  die  Potenzreihen  3  der  sämtlichen  Primzahlen  aus- 
drückbar ist.    Bezeichne  [«,  ß,  y  .  .  .]  die  symmetrische  Function 

v  1 

^(p-.^.rV.  /.>■  80  ,St 

SMr^  l+c,fl]  +  h[2]  +  c;[l,  l]|  +  hl3]  +  VP,  1] 
+  <V'[1,  1,  1J}  +  •  •  • 

das  3te  Glied  besteht  aus  den  sämtlichen  symmetrischen  Functionen 
der  3 ten  Ordnung  und  ist  zunächst: 

[1]  =  3„,   [2]  =  3_>„,   [1,  1J  -  13„«-}Sä«, 
[2,  l]-[a][lj-[3l    LI,  1,  1J-K1JS-«2][1J  +  H3| 
etc.,  ferner 

-  -  (7)  (7>  - 

fctc,  somit: 

-  1  +  '-3,  +  (r+ *)  2*.  +  '* (3M* -  3*,)  +  (r t 2)  23» 

+  233.)+  .  .  .  13') 

Unter  den  reellen  und  complexcn  Werten,  welche  r  annehmen  kann, 
ist  vor  Allem  r  —  —  1  erwäbucnswert 


ö-  =  J  -  £ 


2» 
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_ i _  1  _  1  + 1  _  1  i  1  _  1  _ L  i  L.  _L _  1 

*Ji*       Um    l    4m       ft«    •    Am        7«        ««Tü»T  1(Vm 


2"     3»  '  4"     5»  •  6"     7"      8«  '  9»  '  10*  11" 

~  12"  "~  13»  ^~  14«      15"  "I        '  '  " 

die  Reihe  ist  eine  einfache  Potenzreihe,  sämtliche  Cocfficicnten  sind 
«=»  1  und  jedes  Glied  bekommt  das  positive  oder  negative  Vorzeichen, 
jenachdem  die  Summe  der  Exponenten  der  im  Nenner  z  aufgehenden 
Primzahlen  gerade  oder  ungerade  ist.  Durch  die  Primzahlen- 
Reihen  ©  ausgedrückt,  schreibt  sich 

^=1-[1|+|[2|  +  [1,  11} -11*1 +  P,     +  !]!+-•  •  - 

-  l-<3„  +  l(<S««+(52»)-i88»  -  |32m3m  -Sm3±..  .  .  15) 

Zahlentheoretisches  Interesse  bietet  die  Annahme  r  =  2. 

Wie  vom  Verfasser  in  seinem  Artikel  „Ueber  eine  besondere 
Art  von  Reihen"  (s.  Archiv  d.  Math.  u.  Ph.  2.  Reihe,  T.  VII.  pag. 

CO  X[ 

392.  1889)  bewiesen  wurde,  entsteht  eine  Reihe  £     ,    in  welcher 

Z-l  z 

der  Coefticiont  kt  gleich  der  Anzahl  der  Teiler  der  Zahl  z  ist. 

Die  Coefficienten  der  höhern  Potenzen  von  hangeu  ebenfalls 
mit  den  Teilern  zusammen,  nur  in  einer  verwickeiteren  Art. 

Die  Coefficienten  von  Su2  sind  identisch  mit  denen  der  Lambert- 
schen  Reihe 

V>  X**  CO 

L{x)  -  £   -          =  £ln*n,    *2  <  l 

_M  =  1    1  —  X  M-l 

dies  lässt  sich  deutlich  erkennen,  wenn 

s»2  =  x"m  s»  +  2»  s*  *+"     s»  +  •  •  ■ 


gesetzt,  und  nach  ausgeführter  Multiplication  gleiche  Potenzcu  zu- 
sammen gezogen  werden:  es  ist  derselbe  Vorgang  der  aus  £ 

m=-I  1  — ar** 

CD 

die  Reihe  £  lux"  entstehen  lässt. 

M  =  l 

Diese  Identität  ermöglicht  die  independento  Darstolluug  der 
Coefficienten  von 

gs  —     _l  A-  4-  Ay  4- 
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Die  Dämlichen  Coefficienten  müssen  ja  auch  bei  der  Anwendaug 
Mac  Laarin'schen  Satzes  auf  L(x)  hervorgehen;  es  wird 


-0 


.  Im  allgemeinen  ist  der  Differentialquotient  einer  Reihe  nicht 
notwendig  der  Summe  der  Differentialquotienten  der  einzelnen  Glieder 
gleich;  für  den  speciellen  Wert  x  =  0  hat  jedoch  obiger  Ansatz 
seioe  Richtigkeit. 

Nun  ist  der  nte  Differentialquotient  irgend  eines  Gliedes 
gleich 

m(m — l)  ...  (m  —  n-f-  1)  a"»-»      n  !  rm~M 

der  Kallwert  daher  n!  oder  —  0,  jenachdem  n  ein  Vielfaches  von 
m  ist  oder  nicht. 

Um  dies  durch  eine  Formel  wiedergeben  zu  können,  muss  ein 
Discontinuitätsfactor  gefanden  werden,  welcher  gleich  der  Einheit 
wenn  n  ein  Vielfaches  von  m  ist,  sonst  aber  verschwindet.  Ein 
solcher  Factor  ist  aber 


Li-1)- 


fm 


wo  das  Symbol 
enthaltene  ganze  Zahl  bezeichnet 
Denn  es  ist  für  ein  n  «=  km 


«•  +  *— 1  '  »  «     n  +  m—  1 

die  grösste  in  dem  Bruche  — —  

m  m 


(km  \ 
n  -f-  l:m  —  1    )       I  m  k\ 
m  |  Ta  ./'-  \  mk)~l 

hingegen  für  ein  kleineres  »,  etwa  =  •»*  — (fi  <  w») 

(ml  —  \ 


fm 
weil 

-|-  W  &  —  fl  —  l  I 


m-  f 

m 


ist ,  da  der  grösste  Wert  den  p  annehmen  kann ,  m  —  \   und  der 

Are».  4.  Math.      Pbj».   2.  Haiti«,  T.  IX.  20 
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kleinste  0  ist,  daher  m  —  ji  —  1  zwischen  m  — 1  und  0  liegt,  und  der 
Binomialcoefficient  fm  in  diesem  Falle  der  Null  gleich  wird.  Folg- 
lich gilt 

Mä)L.-(-!^|)-' 


somit  auch 


+ 


-+('l"4ii)+('!'4?l)+('!*t?:) 

+ (- 1  -  *rJ  ■)+■••  ■•> 

Damit  erscheint  auch  die  Aufgabe  gelöst: 

„Die  Anzahl  k»  der  Teiler  einer  beliebigen  Zahl  n  zu  fiudcu, 
„deren  Zusammensetzung  uuhekannt  ist." 


6. 

Bei  der  in  der  Einleitung  gegebenen  Entwicklung  der  harmoni- 
schen Reihen  in  unendliche  Factorenfolgen  wurde  keine  Voraus- 
setzung über  den  Ordnungs-Exponenten  n  gemacht.  In  der  Tat  iit 
diese  Umwandlung  von  der  Natur  des  Exponenten  n  gänzlich  unab- 
hängig; dereu  Richtigkeit  wird  selbst  dann,  wenn  «  «=  1  ist,  wo  eiue 
divergente  Reihe  zum  Vorschein  kommt,  nicht  beeinflusst. 

Die  daher  zulässige  Annahme  eines  complexen  n  =  o+W  er- 
giebt: 

S»  =  %lZa+bi  =  -2:*-a[c08(Mog*)-i8in(Mog*)] 
-  h 


P=2  1 "  p-tt[co8(Mog7>)  +  *siii(Mog/j)J 
"  pi2      1  —  2p~a  cos  (b  log/»)  +p~>2a 

« i    f         1  —  p-«C08  (Mogp) 

"\,=2  [H-  2/>-fl cos  (Mog />)  +P'2" 

,  .  P~"  sin^logp)  1 

"t"1  p  -  2j>~«  cos  (6  log/))  -f/J-^J 
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Diese  Gleichung  zerfallt  durch  Gleichstellung  der  reellen  bzhw.  der 

in  die  folgenden  zwei  Gleichungen: 


.  (1  -  £C9+  £C<- ZC%  +  .  .  .  |  17) 

i*-sin(Mog«)  -  _  f  7l       lSZr^hlQ3Pl  ^\  x 
7  *W0M  1  -  2,,-cos  (6  logp) 

.  jzc.-irtv+^c,-  .  . .}  18) 

Unter  £Cm  ist  hierin  die  Summe  der  Combinatiouen  zur  nteu 
Claas*  oh ue  Wiederholung  aus  den  Elementen 

p«8in(Mogp) 
l-p-co8(Mo^'   (*  "  2'  3'  5'  7>  11  '  * 

zu  verstehen. 
Die  Reihen 

£     cos  (ft  log  f)   und   5      sin  (Möge) 

coovergireu,  wenn  a  >  1  ist. 


7. 


Die  logarithmische  Behandlung  der  Gleichungen  2)  nnd  4)  er- 
giebt  sehr  einfache  Beziehungen  zwischen  den  harmonischen  Reihen 
£,  U  nnd  den  Reiheu  U  der  Potenzen  der  reeiprokeu  Prim- 
zahlen; es  ist  nämlich: 


log rM  -  -pH-      -f  -3-  -f . .  .  ^3r*  -  19 ) 

■nd 

P+l  ! 

log  «,  -  -log  n  (1+  <=!Li-)  =  _  lieg (1  y 

to« 


Digitized  by  Google 


308  Kogel:  Darstellung  der  harmonitthen  Reihen  durch  Fartoren folgen. 


wenn  d  und  e  Primzahlen  von  der  Form  4*-f-3  bzhw.  4k +  X  vor- 
stellen; nun  ist 

-  log  (l—      =  e»  +  2&  +       +  •  •  • 

nnd 
daher 

logt/*  ~  ^[^,  +  2^+^+...-^+^-3^+-  •  •] 

~  Z  [(^  ~~  ^)  +}  ^  +*  rfSi)  +*  ^  +  '  '  •] 

somit 

log  17h  -  y  +  -~  +  —  +—+..  .  20) 

wenn 

-i-i-!--1        1--4--        I  <-*>  2     ,.  « 
3«T"5«      7»      \\nr     *  •  •  T       p»       X.-.  **» 

und 

@2"  ~~  22„  S2l/ 

gesetzt  wird. 

Da  ©n'  <C  5«,  so  convergiren  die  Potenzreihen  der  Primzahlen 
3»  und  UH,  mit  Ausnahme  von 

welches  divergirt. 

Die  Reihensummen  ©N  mit  geradem  Ordnungszeiger  sind  von 
Euler  bis  zu  SM  —  0  *  1014551  auf  15  Decimalstellen  genau  berechnet 
worden,  ohne  hiefür  jedoch  eine  Formel  aufgestellt  zu  haben:  Eine 
solche  kann  auf  folgende  Art  gefunden  werden. 

Sei  cm  eine  Combination  ohne  Wiederholung  der  roten  Classe 
von  Primzahlen  (mit  Ausschluss  der  Einheit),  und  wird  aus  der 
Gleichung  19) 

logS„  -  y  +  y  +  -3  -  +  .  .  . 

ein  System  auf  die  Weise  gebildet,  dass  für  n  nach  und  nach  alle 
mit  m  multiplicirten  Combinationeu  Cm  gesetzt,  sodann  von  log& 

jene  mit  C2*  ~  multiplicirten  log<Sc2«_i  subtrahirt,  und  die  mit 

1  (m  —  1,  2,  3  . . .)  multiplicirten  log  Scim  addirt  werden,  so  heben 
dm 
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rieb  alle  S  bis  auf  @H,  welches  dann  dem  lognat  einer  nneudlicheu 
jedoch  convergenten  Factorenfolge  gleich  wird;  denn  es  ist 

logS.      -  l  +  2+ "3  +  T+~5~+    6  +  " 


—  $  log$3«  — 


©S« 

3  ""6 


log  /7  /I  (&hO»)  *"  -  3h  21) 
and 

(-1)" 


iognn(rHcw)  c,n  =  8*  -  * -  8,/  21') 

0  * 


wo  sich  das  kleinere  erste  Productzeichen  Z7  auf  alle  Combinationcn 
einer  nnd  derselben  Classe  ohne  Wiederholung  der  sämtlichen  Prim- 
zahlen, das  zweite  auf  die  Combinationsclasso  m  bezieht,  wobei 
C0°l  zu  setzen  ist  Dass  wirklich  jedes  einem  Cm  <  1  ent- 
sprechende <ÖH<?m  verschwinden  muss,  geht  aus  der  Form  jener  Zahl 
hervor,  welche  anzeigt,  wie  oft  &ncm  im  obigen  Systeme  erscheint; 
dieselbe  ist  aber  gleich 

für  jedes  m. 

In  der  Gleichung  Nr.  20,  anwendbar  für  jedes  n  >  1 ,  n  —  2r 

and 


gesetzt,  ferner  berücksichtigt,  dass  die  Anzahl  der  Combinationcn 
ungerader  Classenanzahl  um  1  grösser  als  jene  von  gerader  siud, 
alle  Potenzen  von  2«  herausfallen;  dass  weiters  der  Exponout  der 
zusammengezogenen  Potenzen  von  2  gleichkommt: 
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2rcm~  1        J?2rc2m-l  — 1 


-  - 1  +        «_)  -  - (i— *)(i—i><« -DU-*)  - 0 

nach  der  gleich  Eingangs  gemachten  Bemerkung;  daas  endlich 


fe)  -(2r) 

1  1  _J_ 

2  3  2.3.5 
2  3  ...(2.3.5) 


_1         1  1 

(2.3)2S.(2.6)".(S5)"... 

-  (2r)"(1  "  *,(1-4)'  •2*(l~i)(l"i) " «sW-lX1-«-  'ö^1-^  "... 

ist,  wo  jeder  der  Exponenten  verschwindet,  nimmt  S_r  folgende  Form 
an: 


Letztore  Factorenreihe  convergirt  ungleich  rascher  als  die  Potenz- 
reihe  <S*  und  kann  daher  anch  zn  ihrer  Berechnung  mit  Torteil 
angewendet  werden. 

Sind  jedoch  die  Summen  S^cm  gegeben,  so  wird  die  Verwendung 
der  Formel  Nr.  20)  dieser  vorgezogen  werden  müssen.   Für  r— 1  ist: 


@t  ~_!*+ 3-  + 51+71+111  + 


1 


„  iot.  S-S-b  a)2-3  firtis) 8.5 .  *St<t  &)3-5  .. . 
8      1      1      1  1 
^•_2  S|^3  ^.56 . . .  <Stff s»ft)  2.3.5. . . 

Die  Inanspruchnahme  der  einzelnen  Factoren  wird  am  zweekmästig- 
sten  in  der  Weise  erfolgen  können,  dass  die  als  Zeiger  fungirenden 
Combinationen  cm  für  ein  bestimmtes  Gebiet  von  Primzahlen  voll- 
ständig aufgestellt  werden,  wie  es  in  letzterem  Ausdrucke  geschah, 
wobei  Zähler  und  Nenner  selbstverständlich  gleich  viel  Factoren  auf- 
weisen müssen.  Werden  die  Combinationen  cm  nur  für  die  Prim- 
zahlen 2,  3  und  5  gebildet,  so  wird,  da 

S,  =  1,644  9341  .  .  . ,      .S4  -  1,1062  3232  ... , 


\ 
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S<  -  1,017  3131  . . . ,      510  =  1,000  9945  . . . 

1  1 

SJt  -  1,000  2461  log  ^(>ft)  25    ^)3-5  <().6l 

1.45225  (/<0'*5) 
berechnet  wären  66  Reihenglieder  erforderlich  gewesen. 

Die  Primzahlenreihen  U  lassen  sich  in  ganz  ähulicher  Weise  wie 
die  ©  durch  die  Summen  T  und  U  darstellen. 

Aus  Nr.  20)  folgt  unmittelbar  die  Relation: 

Un  U„   ,    Ihn   ,  IU« 


log 


yi£  "  T+  3  +  5  +  23) 


mittelst  welcher  wieder  ein  ahnliches  Gleichuugs- System  aufgebaut 
werden  kann,  wie  jenes,  welches  zu  den  Gleichungen  Nr.  21)  und 
Nr.  21')  führte,  nur  dürfen  für  n  nur  Combinationcn  em'  der  un- 
geraden Primzahlen  und  ebensolche  Coefücienteu  -~-t  eingeführt 
werden.   Es  ist: 

nw  =  iogn  n  \^L]  Cm'  24) 

Bei  ungeradem  n  sind  die  Un  summirbar: 
sämtliche  Potenzeu  von  -r  fallen  aus,  und  ist  dann: 

UH—  lOg  il     i/    \   ,--   .  V  .  ^=^S  25) 

(»  =  2r+l). 


8. 

Wenn  in  log 5»  ein  complexes 
vorausgesetzt  wird,  so  ist,  weil  dann 
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S„-  2:*-*fcos(£log*)-isin(A]og*)] 

«  h  \      1— 7>~flcos(61ogp)  p-asin(61ogp)  1 

'  p^M~*p-a cos  (b log p) +p" 2«  + 1 1 -2p-« cos logp) -f  J 

ist,  mit  Benutzung  der  bekannten  Formel 

log  (x  ±  iy)  —  |  log  (ac*  +  y%)  ±  *  arc  tg  - 

SB 

nach  Gleichsetzung  der  reellen  bzhw.  der  imaginären  Bestandteile: 
jIog  £l  c_osJMo11)j»  +  r  «,  gin(&log«)j»| 

j      ( /     l-p-'cos(Mogp)  y 
Sta  g  l  Vl-2p-co8(Mogp)+p-2-j 
/       p-«sin(Mogp)  \«l 
VI— *ip-fl  cos  (Mogp)+p-*7  J 

oder 


|^  J  co8^1°g»)j,_|_    £  sin(&log 


p^" 

1^  V 'cos  (Mogp)-fya  26) 


und 


sin  (h log?) 


/    J  COS(AlOg«)|  p=2         6V  -COS^lOgp),/  **' 

Die  Convergenz  der  Reihen  ^  *w  und  ^  "^Tf«  las8t  sich  aus  der 

Reihe  der  Moduli  der  Terme  beurteilen;  die,  Moduli  der  aufein- 
ander  folgenden  Glieder  bilden  eine  convergente  Reihe,  wenn  a  >  1 
ist.  Den  Formeln  Nr.  26)  und  Nr.  27)  ist  daher  als  Bedingung 
a  >  1  hinzuzufügen. 

Werden  aus  den  Primzahlen  alle  jene  Combinatiouen  q=ambPc'/ 
.  .  . ,  bei  welchen  die  Exponenten  «r,  0,  y  .  .  .  der  Primzahlen  a, 
6,  o  ausser  der  Einheit  keinen  gemeinschaftlichen  Teiler  haben,  ge- 
bildet, und  jede  derselben  zu  allen  möglichen  Potenzen  (mit  von 
null  verschiedenen  ganzen  Exponenten)  erhoben,  so  werden  alle 
ganzen  Zahlen  und  jede  nur  einmal  hervorgehen.  Wenn  nun  die 
Gieder  der  Reihen 
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•  cos(Moga)  •  sin  (ft  log») 

£   and   2*   —  

t=i      *"  *=i  * 

so  geordnet  werden,  dass  alle  ein  nnd  dasselbe  q  enthaltende  Glieder 
eine  Gruppe 


bilden,  so  kann  jede  derselben  mit  Benutzung  der  Formeln 

,    ?      «     i  rCOS» —  r* 

T  1  —  2rcosqp-f~r 

.9o.  rsiny 
rS.D,  +  r'sin2*  +  ...  - 

aammirt  werden. 

Es  ergiebt  sich: 

cos (6 logg)  j,  cos (6 logg")  _  ^  ^  cos(n&Iogg) 

_   ^  g°cos(&logg)  —  1) 


,  <?«  -  2^cos(Mogg)-f-l 


m    sin  (h logg)      £    r  sin  (/  logg»)  »  sin (nftlogg) 

f,  t=i  „=i       <T       =    f  h=i  (<i°)" 

v         g«  sin  (&  logg) 

^     ,    g2a_ 2g«COS(Mogg)  +  l 

Diese  Ergebnisse  in  die  Formeln  Nr.  26)  und  Nr.  27)  eingesetzt, 
führen  zu  den  Beziehungen: 

f  -      g*cos(61ogg)-l     ]«  ,  f  „       q*sin(Mogg)  1» 

L  *  g"--Vcos(Mogg)+l|      L  ,  g*a-  2tf»cos(Mogff)  +  lj 

_  f,  P2"   28) 

P=2  J»2"  -  2j>«  cos    log/))  + 1  ' 

! tf  sin  (b  logg) 
g*»-2g«cos(Mogg)-{-l 
g«  cos  (6  logg) 
—  2vflcos(ilogg)-f-l 

-  -  X  arctg  (  c .^Iwr    )    («<!)  (29) 
p=2        \prt—  cos(61ogp)/ 

Aus  log  tf»  werden  unter  Voraussetzung  eines  coroplexen  n  in 
Ähnlicher  Weise  folgende  Relationen  abgeleitet: 
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r     Ltj      t  r     5±i  v 

j?  (-1)  2    008  (*  logg)     ,  \  £  /    j x  2   sin  (6 logt) 

L  hlfi  J        L  1.3.5         '  *•  J 

-  £  ?+r^   30> 

l  +  (-l)  2  2p«co8(6log^)+|»20 


arctg' 


i+1 

2;  2  sin(Mog*)l 

1.3.5  *° 


x  (— i)  2 

1.3.5  «™ 
P+l 

jfc  arctg  (   ^+1   j         1  31) 


vjt>°  +  (— 1)  2  008(6  logp)> 


2     C08(6loga)  «  2  _gaC08(Mogg)-f-l 


,        '  g3o+2g«cos(&logp)-J-l 
T(   1\  2   giu(*log*)  _   y/    n  2  g«  sin  (6  logg)  


r      9+1  V 

x,        2  g«co8(Mogg)+l 

L      *  g2«+2g«COS(Mogg)  +  lJ 

r     q+1  T 

,       Z(_.   2  g?8iu(61ogg) 
~r  L     1     '        g2o+2g«cos  (Älogg)  +  lJ 

«2a 

=  77   xi"  -   32) 

j^+f-l)  2  2p"cos(Mogj>)+l 

g+1 

5?/     n  2  g«sin(Mogg) 

1  (fr -Mg«  COS  (&  log  q)  +  V 

arctg^  jj+l 

~2        g«cos(Mogg)  +  l 
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/  P+l 
(     (-1)  2    Bi  o(*logi,) 


2  cos(Mogp), 
Sämtliche  hier  vorkommende  Zahlen  sind  ungerade. 


9. 

Die  Ausdrücke  fttr  logS*  und  log  UH  (Nr.  19)  und  Nr.  20))  er- 
möglichen die  Entwicklung  von  SHr  und  W  durch  die  Primzahlen- 
reihen B  bzbw.  U  in  einer  sehr  übersichtlichen  Weise.  Aus  Nr.  19) 


und  aas  Nr.  20): 
oder 

v  -  v tw  [, + ;f  i        g  (,  fef )'+ ...  ]  35) 

Die  Formel  Nr.  34)  hätte  sich  übrigens  auch,  jedoch  minder 
einfach  aus  Nr.  13')  durch  Ordnung  der  Glieder  nach  den  aufstei- 
genden Potenzen  von  r  ergeben. 

10. 

Die  harmonischen  Reiben  sind  nicht  die  einzigen,  die  sich  in 
Prodncte  umgestalten  lassen.   Diese  Eigentümlichkeit  besitzen  alle 

Reihen  wenn  ^(*)  der  Bedingung 

*>(*)  My)  -  *(*y)  86) 
unter  «,  y  ganze  Zahlen  verstanden,  genügt. 

Die  einfachste  Function  dieser  Art  ist  die  Potenz  ans  ihr 
geben  die  harmonischen  Reihen  hervor. 

Andre  Functionen  sind: 

Die  Anzahl  <p(z)  der  zu  *  relativen  Primzahlen  <  *, 
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die  Anzahl  der  Teiler  von  *, 
die  Summe  der  Teiler, 

das  Product  der  Exponenten  der  in  einer  Zahl  aufgehen- 
den Primzahlen  u.  s.  w. 

Ist  tfj(z)  eine  derartige  Function,  so  erfüllt  auch  sowie 
auch  jede  Combination  mit  oder  ohne  Wiederholung  von  Func- 
tionen y{z)  und        die  obige  Bedingung. 

Aile  die  eingangs  gemachten  Schiasse  gelten  nun  auch  für  die 
Reihe  ^y>(*)>  d.  h.  es  wird 


gesetzt  werden  können. 

Mittelst  dieser  Umgestaltung  und  einer  nachfolgenden  logarith- 
mischen Behandlung  gelingt  es  meist  genannte  Reihen,  deren  Glieder 
unstetiger  Natnr  sind  in  andre  umzuformen,  die  in  übersichtlicher 
Weise  aus  den  Potenzreihen  der  reeiproken  Primzahlen  gebildet  sind, 
und  deron  Terme  sich  independent  bestimmen  lassen. 

Bemerkenswerte  Beispiele  von  Reihen  dieser  Art  sind  folgende. 

a-  —  ^77\*  d-  >•  dic  reeiproke  Anzahl  der  zu  z  relativen 
Primzahlen  <  z  mit  Einschlnss  der  Einheit. 


37) 


+  ...] 
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m  —  1,  2,  3  .  .  .  gesetzt,  die  erhaltenen  Reihen  addirt  nnd  nach 
den  Potenzen  von  p  geordnet  giebt: 

-f*-.£B+(0-ö> 

+(0-iO+8i+-J-i«* 

daher 

s  ^  1 

b.  —   ^ittTTxi  «nter        die  Summe  der  Teiler  von 


Die  grössten  Werte  besitzen  hier  die  den  Primzahlen  ent- 
sprechenden Glieder,  also 

2.3+ 3.4+ 5.6+ 7.8  +  11.12  +  13.14  +  '  '  '  <  ^' 
daher  ist  obige  Reibe  <  5,  somit  convergent. 

1   ra  f,  rt  ,  _j»-L_  _l.   l  y-1    I.  I 

7  p=2  L  +p(V-i)%Mt>5-1)  +  j»s(p4-i)+  ''J 

unter   L        die  Lambert'sche  Reihe  verstanden. 

Da  S-i-r  einen  endlichen,  flp  einen  unendlich  grossen  Wert 
hat,  muss  notwendig 


c.  Die  Reihe  der  reeiproken  Producte  aus  den  nten  Potenzen 
der  natürlichen  Zahlen  in  das  Product  der  Exponenten  E»  der  in 
denselben  enthaltenen  Primzahlen  ist  eine  convergeute  Reihe,  wenn 

n  >  1  ist. 
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£-L=   £  1  

i  Ett»  aßy  .  .  .  (a'bßcY  .  .  .)" 

-ß(i-.og(i-y) 

,o«!f^}-f!s,o41-,og(l-J--)] 

Die  Function  unter  dem  Summenzeichen  nach  dem  Mac-Laurin'tcben 
Satz  entwickelt,  ergiebt  sofort  eine  brauchbare  Reihe.  Zur  Ermitt- 
lung der  Nullwerte  der  höhereu  Diftereutialquotieuten  dieser  Fuuctioi 
eignet  sich  besonders  der  fruchtbare  Hoppe'scbe  Satz  über  die  in- 
dependente  Darstellung  höherer  Differentialquotienten,  weil  seine 
Anwendung  die  verlangten  Reihen- Coofficienten  in  einer  Form  her- 
vorgehen lässt,  welche  ihr  Bildungsgesetz  zu  erkennen  giebt. 

Bedeutet  CV"  den  rten  Facultaten-Coefficienten  zum  Exponenten 
n  gehörig,  so  ist  nach  leichter  Rechnung: 

log  {2?       =     ft.  +  ~!(C1»-ca«)(52M+L!(Ct»-c1»+2!  c^e» 

+  •  •  •  +  ;-,(Cr-i'- 0.^  +  2!  Cr-^- 8!  (;-«'  + 
-f  -  .  .  .  +(-l)«r-1(r-l)!C0r)©n.+  •  .  . 

d.  Die  Reihe,  deren  *tes  Glied  die  Einheit  geteilt  durch  dai 
Product  der  nten  Potenz  von  *  in  das  Product  p(*)  der  Factoriellen 
o!  ß\  y\  ...  der  Exponenten  o,  jJ,  y  .  .  .  der  in  s  —  aab?cv  ...  auf- 
gehenden Primzahlen  «,  6,  c  .  . .  convergent  für  n  >  1,  ist: 

1 


daher 


6.  -  log  {«1  j^j  -  log      .^,,1  ...U^  ..-.}  » 


und 

z— 1 
2 

Unter  Voraussetzung  eiues  complexen  n     a  +  W,  a>  1,  ist 


40) 


\ 
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2  cos  (&logy) 
cosCMoge)  '     p*  r    sin  (&logP)l 

*  w*:*      e  +  008  r  ~~p"  J 

siiiJMogc)  _      r  ^log?)"] 

[ cos (6  logg)]8  ,  [     sin(&logc)"|8        cos (& log;») 
p(z)z*  "J  T"L         p(z)*«     J  -  ,>«  _ 

.retg-   W*^/  -■«»(Mogp) 

r  C08(6log*)  ;,<« 

Wenn  a  >  1  ist,  so  sind  sämtliche  hier  vorkouiineudo  Reihen 
convergent. 
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XVI. 

Die  vierte  Reehenstufe. 

Auszug  aas  der  Programmarbeit  des  Friedrichs-Gymuasiuina  zu 

Berlin,  Ostern  131M). 

Von 

Emil  Schulze. 


Am  Schluss  der  Einleitung  meines  Aufsatzes  „die  vierte  Reehen- 
stufe", welchen  ich  in  Teil  III.  der  2  Reihe  dieser  Zeitschrift  ver- 
öffentlicht habe,  sprach  ich  die  Absicht  aus,  eine  Fortsetzung  folgen 
zu  lassen.  Lange  Zeit  habe  ich  mein  Vorhaben  unausgeführt  ge- 
lassen, weil  ich  zu  der  Ueberzeugung  gelangt  bin,  dass  die  Einführung 
der  3.,  4„  5.,  .  .  .  n  Reehenstufe  überflüssig  ist.  Die  Beachtung  je- 
doch, welche  mein  Aufsatz  von  verschiedenen  Seiten  gefunden  bat 
(z.  B.  Fortschritte  der  Math.  Jahrgang  1886)  und  den  Beweis  liefert, 
dass  die  Mathematiker  der  4.  Reehenstufe  Iutercsse  entgegeu  bringeu, 
haben  mich  veranlasst,  die  Frage,  ob  die  Einführung  der  4.  Reehen- 
stufe notwendig  ist  oder  nicht,  noch  einmal  in  der  oben  genannten 
Programmarbeit  zu  behaudeln.  Weil  dieselbe  als  Fortsetzung  meines 
ersten  Aufsatzes  aufgefasst  werden  kaun,  sei  es  mir  gestattet,  einen 
kurzen  Auszug  daraus  an  dieser  Stelle  zu  liefern. 

Weierstrass  hat  zuerst  den  Gedanken  ausgesprochen,  dass  es 
sich  bis  jetzt  nicht  als  notwendig  herausgestellt  hat,  ausser  Addition 
und  Multiplication  nebst  ihren  Umkehrungen  noch  andere  Grund- 
operationen anzunehmen  (vgl.  Kossack,  d.  Eiern,  d.  Aritli.  S.  29). 
Zunächst  mag  festgestellt  werden,  was  man  unter  einer  Grund- 
operation zu  verstehen  hat :  „Eine  Operatiou  soll  in  dem  Falle  eine 
Grundoperation  genannt  werden,  wenn  sie  durch  ueue  Zahlcngebilde 
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ihre  Einführung  erhalten,  welchen  mit  Hülfe  der  bereits  bekannten 
Grandoperationen  keine  Bedeutung  beigelegt  werden  kann.u  Hier- 
nach find  Addition,  Subtraction  und  Diriiion  Grundoperationen,  weil 
durch  sie  die  positiven,  die  negativen  und  die  gebrochenen  Zahlen 
ihre  Einführung  erhalten.  Was  die  Multiplication  betrifft,  so  würde 
sie,  wenn  man  nur  mit  ganzen  Zahlen  rechnete,  nicht  als  Gruud- 
operation  anzusehen  sein-,  als  Addition  lässt  sie  sich  jedoch  für  die 
negativeu  und  gebrocheneu  Zahlen  nicht  mehr  erklären,  deshalb  ist 
sie  wirklich  eine  neue,  von  der  Addition  verschiedene  (irundoporation. 

Paraus,  dass  die  wiederholte  Addition  derselben  Zahl  zu  einer 
Grundoperation,  der  Multiplication  hinüber  geleitet  hat,  den  Schlnss 
ziehen  zu  wolleu,  dass  nun  allemal  die  wiederholte  Anwendung  einer 
Grundoperation  zu  einer  neuen  Grundoperatiou  führen  muss,  dazu 
liegt  durchaus  keine  Nötigung  vor.  Schon  eine  eingehendere  Unter- 
suchung der  Operation  der  3.  Uechenstufo  lässt  das  Verkehrte  dieses 
Schlusses  erkennen.  Das  Potenziren  und  dessen  Umkohrungen  haben 
zwar  lange  Zeit  als  Grundoperationen  gegolten,  weil  sie  zur  Er- 
findung der  irrationalen  und  imaginären  Zahlen  die  Veranlassung 
gegeben  haben.  Die  neuern  Untersuchungen  haben  jedoch  zu  dem 
Ergebnis*  geführt,  dass  diese  Art  der  Einführung  jener  Zahlen  weder 
eine  notwendige  noch  eine  erschöpfende  ist,  und  deshalb  sind  Po- 
tenziren und  seine  Umkehrungen  keiue  Grundoperationen  (vergl. 
Thomae,  Theor.  der  au.  Funkt.  S.  G). 

Ebenso  wenig  haben  die  Operationen  der  nächst  höheren  Rechen- 
stufen  Anspruch  darauf,  Grundoperationen  zu  seiu.  Dadurch  verliert 
ihre  Untersuchung  wesentlich  an  Bedeutung,  zumal  da  keins  der  3 
Grundgesesetze,  das  Assotiations-,  das  Commutations-  und  das  Distri- 
butionsgesetz in  Bezug  auf  sie  Gültigkeit  hat. 

Immerhin  dürfte  wenigstens  die  Function  der  4.  Stufe 


interessant  genug  sein,  dass  ihre  Untersuchung  sich  lohnt.  Bis  jetzt 
haben  sich  meines  Wissens  nur  Gerlach  (Zeitschr.  f.  math.  u.  nat. 
Unt.  13.  J.  4.  H.)  und  Paugger  (T.  3j.  dieser  Zeischrift),  auch 
sie  uur  oberflächlich,  mit  ihr  beschäftigt.  Erstcrcr,  dessen  Bezeich- 
nungsweise ich  mich  angeschlosseu  habe,  setzt: 

Arth.  4.  Math.  a.  Phy«.   2.  K«ib«,  T.  IX.  J| 
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* 

(*  (*  (* 

2    —  »2      2    =  »2      z  {g  mal  gesetzt)  —  im 

Ist  f«  -o  ^  so  bezeichnet  er  die  Umkehrong  durch  2  =  ZV. 

Die  Function  Z  ***  *z.  Der  Definition  gemäss  ist  9  eine  ganze 
positive  Zahl,  während  :  als  complex  vorausgesetzt  werden  darf. 
Die  einzige  Formel,  welche  existirt,  ist 

(9-h 

Eingehender  wird  nur  der  Fall  behandelt,  wo  reelle  positive  Werte 
der  Variablen  zugelassen  werden.  Zunächst  lässt  sich  die  Richtig- 
keit folgender  Ungleichungen  mühelos  beweisen: 

Die  Curve  Z  —  h  beginnt  für  z  =  0  entweder  im  Punkte  1  oder  im 
Punkte  0,  je  nachdem  g  gerade  oder  ungerade  ist,  denn  es  ist 

lim*'/*  -  1,      lima*/+^  -  0 

sie  muss  daher,  weil  für  z  «-  l  auch  Z  —  1  ist ,  bei  geradem  g  ein 
Minimum  besitzen.   Es  wird  gezeigt,  dass  dieses  Minimum,  wie  gross 

auch  g  sei,  nicht  unter  die  Grösse  -  sinken  kann;  sind  24,...z*-/ 

die  Werte  von  z,  die  den  Minimis  entsprechen,  so  finden  die  Un- 
gleichungen statt: 

1 

e 

Q\   -  Min  'z  >  Min    >  .  .  .  >  Min  *r*  >  .  .  .  >  i 
\       —       H>       *4.  >  •  •  •  >  «ay       >•••>  (j)* 


Die  Function  lässt  sich  in  eine  nach  Potenzen  von  eo  =  log« 
fortschreitende  für  jeden  endlichen  Wert  von  z  absolut  convergente 
Reihe  entwickeln,  und  zwar  haben  die  ersten  p-f-l  Coefficieaten  der 
Reihe 


Digitized  by  Google 


Schuht:  Die  viertt  RecUnMtuJ*.  323 

—  a9.Q+ag.  100+^.2  fc*  -f-  ...  a9t/u>/  -\-  ...  a9, 9  to*+^,,+iu^+1  +  ... 
einfache  ton  g  unabhängige  Werte,  nämlich 


«„,/  — 


/t 


während  die  Coefficienten  a9,g\t,  a9.9i2,  ...  von  ^  abhängig  sind. 
Die  Coefficienten  eiuiger  Reihen  habe  ich  berechnet  und  gefanden 

J*  =  1  +  ö>+0,5w*+0,167©5+0,042g)*  +  0,0Ü8a>5 +0,001««  + 
*z  —  l  +  «  +  l,5»l+l,667«3  +  l,708«4  +  l,633«5  +  1,468"6  +  .  . 

=  i+  „  +  l,5«*+2,667c»»+4,2U8««  +  6,3  «6+9,177«6  +  .  . 
*z  -  l+«  +  l,5»*  +  2,667«s+5,2>8«*+9,4  «*  + 17,843««  +  .  . 
*z  —  l  +  «+l,5u,«  +  2,667ws+5,2j8w*  +  l0,4  «5  + 22,343««+ . . 
6z  —  l  +  «+l,5«*+2,667«3  +  5,208«2  +  l>,4  «*  + 23,343««+  .. 

Wählt  man  beispielsweise  «  —  ±0,1,  so  ist  hiernach  (auf  7  Decm.- 
stelleu) 


»2  =  1,105  1710 

>2  -  0,904  8374 

»2  —  1,116  8554 

*z  =  0,912  6992 

3z  -  1,1181612 

62  -  0,912  7686 

1,1 18  3031 

h  ~  0,912  7692 

*a-  1,118  3194 

«2  -  0,912  7692 

«2  -  1,118  3212 

62  =  0,912  7693 

72  =-  1,118  3214 

42  -  0,912  7753 

»2  «  1,118  3214 

h  =  0,913  4892 

(3) 


Die  Function  "*  —  lim  H    Eiseusteiu,  welcher  sich  in  einein 


y  — - » 


kleinen  Aufsatz  (Crelle  Bd.  28.)  mit  der  unendlich  laugen  Kette 

2  —  2 

beschäftigt  hat,  setzt 

2-         -  y 

ond  nimmt,  ohne  einen  Beweis  für  nötig  zu  halten,  an,  dass  für 
1  >  *  >  0  2*  —  y  ist,  so  dass,  weuu  f{z)  =-  y  die  Umkehrung  der 
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Function  z  —  yy  bedeutet,  die  Functionen  "*  —  y  und  /(*)  —  y  im 
Intervall  1  >  z  >  0  als  identisch  hingestellt  werden.  Ein  Blick  je- 
doch auf  die  Gleichungen  (3)  legt  die  Vermutung  nahe,  dass  g,  auch 
für  Werte  von  c,  die  grösser  als  1  sind,  für  wachsende  g  einer 
Grenze  zustreben  werde,  während  andererseits  für  kleine  Werte  von 
*  wenig   von  null  verschieden  ist,   2Vz  dagegeu  den  Un- 

gleichungen (2)  gemäss  uicht  unter  die  Grösse  -  sinken  kann,  wie 

gross  auch  y  sei,  so  dass  für  kleine  Werte  von  z  die  Fuuction  fz 
bei  wachsendem  g  sich  keiuer  bestimmten  Greuze  nähert.  Die  Be- 
hauptung Eiseusteiu's  mus9  in  der  Tat  dahin  berichtigt  werden,  dass 
die  Identität  der  Functionen  ®*  ■=  y  und  f(z)  —  y  nicht  im  Intcr- 

1 

vall  1  >  *  >  0,  sondern  im  Intervall  e  ^  z  ^  ^  statt  hat  Um 
die  Richtigkeit  dieses  Satzes  zu  beweisen,  werden  dio  Ungleichungen 


y  >  9*  >  y*9  für  /  *  *  =  1 


y  <  *y*  <  yß2v 
abgeleitet  und  gezeigt,  dass 


für 


lim  og  —  1,      lim  ßg  =  1 


ist.   Von  der  Reihe 

•'+  ...  ag,k»*+  ... 

ist  bewiesen,  dass  sie  für  jeden  endlichen  Wert  von  *  und  g  absolot 
convergirt.  Jetzt  wird  gezeigt,  dass  die  Reihenentwickelung  unter 
der  Convergenzbedingung 

1  _  1 

e  >       >  e 
e    a  z  ^  e 


auch  für  über  alle  Grenzen  wachsende  Werte  von  g  Gültigkeit  be- 
hält, d.  h.  dass 


\ 
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•f-l  +  na,  +  -o,t+...  _j  »*+...  «-h... 

Die  Function  *  —  Zy'.    Setzt  man   JT=logZ,  so  wird 
nacbgewieien,  dass  die  Reihen 

ZV  -  ^,0+^.1^+^,2^»+  .  .  .  A,.9W9+  .  •  •  As,*Wk+  •  •  • 
ZV  =  Ak,o+AKiW+A„,2W*+  .  ..  Ak.9W'+  •  .  •  •  •  • 

ZV  -  A0+AiW+AiW*+  ...  AgW9+  ...  i44»f'*+  ... 

in  den  ersten  g  +  1  Gliedern     <  /*  vorausgesetzt)  übereinstimmen, . 
ein  Ergebniss,  gauz  analog  demjenigen,  welches  bei  Untersuchung  der 
Reiben 

=  ay,o+a^iw  +  ^,2W,+  •  •  •  <**.***+  •  •  •  %.*«*+  •  •  • 
*2  «  a*,o  +  o*.lw  +  öA.iw*  +  •  •  •  +  •  •  •  °M<a*+  •  •  • 

*«  —  Oq  +  a1co  +  tt,ö) 2  +  .  .  .  «p«f+  .  .  .  0*0)*+  .  .  . 

gefnudcn  worden  ist.  Auch  hier  habe  ich  die  Coefficienten  einiger 
Reihen  berechnet  und  gefunden: 

ZV  -  l+Tr+0,5H^»+0,l67^'+O,0421V«+0,008W'6+0,001^«+... 

ZV  =  1+ W-0,5  W"+0,667  W* -1,125  fT*+2,133^  -  4,340W«+- 
ZV  =  l+TK-0,5T^-0,333^3+l,375ir«-l,533fV*-0,ö651F6+... 
Z^l  =i+w-0£W*  -0,333 >V3+0,375W*-0,967^5-1,632^6+... 
ZV  -  1+  W-0,5  1f«-0,333  W5+0,375  -0,033  W5+0,868  TT6+... 
ZV  -  l+W-0,5  FT*-0,333 ^»+0,375 !V*-0,033fK6-0,132^6+... 

Beispielsweise  ist  für  W-  ±0,1  (auf  7  Decmstellen) 

MÖ5l71Öy  =  1 ,1051 710  0,9048374V  =  0,9048  374 

1,1051710V  —  l,«955  712  0,9048374V  —  0,8954  851 

1,1051710V  -  1,0947 879  Ö^Ö48374V.-  0,8953720 

1,1051710V  =  1,0947 123  0,9048374V  -  0,8953710 

1,1051710V  -  1,0947048  Ö19Ö48374V  -  0,8953595 

1,1061710V  -  1,0947  038  0,9048374V  -  0,8941 951 
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Aus  dem  Beispiel  ist  ersichtlich,  dass  die  Ungleichungen 

ZV  >  zy  >  zv  >  ...  >zv  j        Z  >  1 

1   1   N  .  -   QC  _4  --»  {  Z  1 

zv>  zy  >  zy  >  ...  >  zy  >  ...  zv  >  1 

Gültigkeit  haben,  ein  Ergcbniss,  entsprechend  dem,  welches  durch  die 
Ungleichnngcn  (1)  zum  Ausdruck  gebracht  ist. 

 9 

Die  für  Z*/  abgeleitete  Reihe  convorgirt  bei  ungeradem  g  für 
jeden  Wert  von  Z,  während  bei  geradem  g  die  Convergenzbedingong 

Min  Z<Z<ü^Z  i8L 

Die  Function  *«.  Der  Definition  gemäss  bat  fa  nur  einen 
Sinn,  wenn  der  Exponent  g  eine  positive  ganze  Zahl  ist.  Wählt 
man  als  Dffinitionsgleichung  für  einen  beliebigen  reellen  positiven 
Exponenten  -fz,  welcher  zwischen  g  und  g-\-\  liege,  die  folgende: 

(a'-f 
(a 

(a  •'  I 

^  *  \    (g  mal  gesetzt) 

+'«  =  a  1 

so  ist  dieselbe  wol  brauchbar,  weil  sie  den  Fall,  wo  *  ganz  ist,  als 
speciellen  Fall  enthält.  Endlich  kann  man  auch  negative  reelle  Ex- 
ponenten zulasscu  ;  setzt  man  zur  Abkürzung 

log*(]oflV)  -  )og«(2)<7,   loga(log°(2)fl0  -  log«(3)$ 

u.  s.  f.,  so  werde  -'a,  wo 

9+1  =  *  =9 

sei,  durch  die  Gleichung  definirt: 

-*a  —  logo(^)(a«-f) 

Nachdem  die  der  Function  +'a  entsprechende  Curvo  untersucht 
und  die  Function  *  'a  in  eine  Reihe  entwickelt  worden  ist,  wird  zum 
Schluss  noch  die  Function  ~'e  bebandelt  und  gefunden,  dass  dieselbe 
für  z  —  2  complex  wird,  und  zwar  nimmt,  wenn  sich  x  von  g  bis 
g-\-l  stetig  ändert,  der  reelle  Teil  von  für  *  =  g  unendlich 
gross,  bis  zu  einem  gewiesen  Minimum  ab,  um  darauf  wieder  für 
»  =  0-|-l  in's  Unendliche  zu  wachsen,  während  der  imaginäre  Teil, 
für  z  —  g  uuendlich  klein ,  bis  zu  einem  gewissen  Maximum  wächst, 
um  darauf  wieder  für  *  =  g  -f- 1  bis  zu  einer  unendlich  kleinen 
Grösse  abzunehmen. 
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XVII. 

Miscellen. 


1. 

Erweiterung:  der  Satze  Ober  das  Tetraeder,  dessen  Höhen  sieh  in 
einem  Punkte  schneiden,  auf  mehr  Dimensionen. 

Das  Tetraeder  von  der  genannten  Eigenschaft  ist  schon  Gegen- 
stand mancher  synthetischen  Arbeiten  gewesen.  Die  analytische 
Behandlung  scheint  nun  schon  deshalb  lohnend,  weil  sie  so  schnell 
zu  einigen  sehr  einfachen  Sätzen  führt,  besonders  aber  deshalb,  weil 
sie  unmittelbar  deren  Ausdehnung  auf  die  analogen  Gebilde  von 
mehr  Dimensionen  an  die  Hand  gibt. 

Im  folgenden  werde  ich  sogleich  in  voller  Ausdehnung  3  Eigen- 
schaften des  allgemeinen  Gebildes  herleiten,  dann  beweisen',  dass 
die  letzte  derselben  die  Grundeigenschaft  definirt. 

Wie -in  meinen  frühern  Schriften  nenne  ich  ein  Gebilde  von  n 
Dimensionen,  sei  es  unbegrenzt  oder  ganz  oder  teilweise  begrenzt, 
„ndebnig"  oder  eine  „ndebnung".  Eine  unbegrenzte  ndehnung  heisst 
„linear",  wenn  sie  nur  durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Coor- 
dinaten  bestimmt  wird.  Im  folgenden  sei  die  Linearitat  der  Kürzo 
wegen  überall  vorausgesetzt.  Nach  Vorgang  von  Sylvester  nenne 
ich  das  dem  Dreieck  und  Tetraeder  analoge  Gebilde,  nämlich  das 
»dehnige  (»  + l)eck,  ein  „Plasma".  Es  ist  begrenzt  von  «  +  1 
(w  — 1)  dehnigen  Plasmen,  welche  seine  „Seiten"  heissen. 

I. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Höhenlote,  d.  h.  die  Lote  von  den 
n+1  Ecken  auf  ihre  Gegenseiten,  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
und  machen  diesen  zum  Anfang  der  »»rechtwinkligen  Coordinatcn 
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x,  y,  *,  ...  Seien  **,  y*,  **,  ...  die  Coordinaten  der  A-tcn  Ecke, 
<n,  **,  «...  die  RichtuDgsco6inns  des  fcten  Höhonlots  nach  der  Ecke 
hin,  t**,  vi,  die  Strecken  vom  Höhenschnitt  zur  Ecke  und  vom  Fusi- 
punkt  zum  Höhenschnitt,   Dann  ist 

*k  —  «iw*;   yk  —  bkuk\   . .  . 
nnd  die  Gleichung  der  Äten  Seite 

ahx-\-bhy-{-chz-\-  ...  «=•  —  th 

Da  nun  die  Atte  Ecke  in  jeder  andern  als  der  Arten  Seite  liegt,  so 
hat  man: 

(akOh  +  bkbh  +  CkCk+  .  .  .)uk  —  — f*  (1) 


Jfc,  A  =  l,  2,  .  ..  n+1;    k  ^  A 


und  nach  Vertauschnng  von  k  und  A: 

(<i*«a  +  Ma +       +  •  •  )«a  = 

woraus: 

«*t?»  =  Ukvn  =  N  (2) 

Erste  Eigenschaft  des  Höbeaschnitt-Plasmas:  „Die  Producte  dar 
„Höhenabschnitte  sind  für  alle  Höhen  gleich". 

Bezeichnet  »c*a  den  Winkel  zwischen  dem  Arten  und  Äten  Hökeo- 
lote  oder  zwischen  der  Arten  und  Äten  Seite,  so  ist  nach  Gl.  (1), 
dann  nach  Gl.  (2) 

Vh  t'Jk  Vk 

 Ä-  (3) 

woraus : 

COS  Wkh        Vh        COS  Wik 

COSUty  Vg  COSWlg 

Zweite  Eigenschaft:  „Die  Verhältnisse  der  Cosinus  der  von  2 
„bestimmten  Höhenloten  mit  allen  andern  gebildeten  Winkel  sind 
„einander  gleich." 

Ferner  ist  einerseits  nach  Gl.  (3)  (2) 

ukUhCOBWkh  =  — wa  va  —  —  N 

Bezeichnet  hh  die  Kante,  welche  die  Ecken  k  und  A  verbindet,  also 
mit  uk  und  «*  ein  Dreieck  bildet,  so  ist  andrerseits  nach  bekauDtem 
Dreieckssatze 

2mi  «a  cos  u*a  —  u»,+ «A*  —  &a* 
Aus  beiden  Gleichungen  folgt: 

*k*+*k9— Ikh*  2iV 

uud  da  N  unabhängig  von  k  und  A: 
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Uk*  +  Ug*—  V  2iV 

«,»4-^»  — ^  =  —  2iV 

Die  letzte  Gleicbaog  von  der  Summo  der  2  torigon  abgezogen,  gibt: 

2  (u*«  +  iV) =  V-ip*» 

Die  Linke  ist  unabhängig  ?on  g\  setzt  man  /  dafür,  so  wird 

V+V  (5) 
Die  /  auf  beiden  Seiten  sind  Gegenkanten  des  Tetraeders 

Dritte  Eigenschaft:  „In  jedem  Gronztetraeder  haben  die  3  Pare 
,v  on  Gegenkauten  gleiche  Quadratsumme.'* 


II. 

Es  würde  sich  leicht  beweisen  lassen,  dass  aus  dieser  dritten 
Eigenschaft  eiues  Tetraeders  folgt,  dass  sich  seine  Höhen  in  einem 
Punkte  schneiden;  doch  will  ich,  um  Wiederholungen  zu  meiden,  erst 
den  uicht  so  einfachen  Beweis  für  das  allgemeine  Plasma  führen. 

Die  (n-(-l)te  Ecke  sei  jetzt  Anfang  der  wie  Torher  bezeichneten 
Coordinaten.  Es  bezeichne  jM  die  Unterdeterminante  zum  Element 
M  iigend  einer  Determinante,  und  sei 


Xi  X9  ...  'XH 

y\Vt  •  •  •  y» 


and  für  beliebige  n  Grössen  pu  pt,  .  .  . 

xi  Pi+ViPfh  •  •  •  =  tfi 
*i  Pi  -\rVtPt  +  •  •  •  ™  3i 

•  •  • 

•  •  * 

*»Pi+y»Pt+  •  •  •  —2» 

dann  gibt  die  Auflösung  des  Systems  nach  den  p: 

fli./*i  +  ft/*i  +  •  •  •  qnjxn  —  dpi 

9i/yi+«s^s+  •  •  •  Wy«  —  4>t 

.  .  .  . 

•  .  .  . 

•  •  •  . 

Die  Determinante  der  Coefficienten  ist,  als  adjungirte  zu  4,  —  i 
daher  gibt  die  Auflösung  nach  qm : 
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jXi  jxt  .  .  .  jxm-\  JXm+l  ...  /Tu  pt 

M  iv\  •  •  •  jym-\  >y«.f  i  , . .  jyn  p% 


-  ±<*-a5»  (6) 


Sei     —  xu—  xh\  Pt  —  y*— yA;  . . . 


ond  zwar  seien  m,  *,  A  verschiedene  der  Zahlen  1,  2,  ...  *;  dann 

wird 

Nun  ist 


2(jrH,3'fc+y»»y*+  . .  .)  —  JMMfi'-f-ftN+i*  —  Imk* 


Uk*  -  xj  +  ym*+  .  .  .  +ar*»+y»«+  ...  —  2(xmn+ymyu+  .  .  .) 
daher 
ebenso 

2(xmXh  +  ymyh+  .  .  .)  =  U^  +  ka+l1— tn*1 

und  nach  Subtraction  vermöge  der  vorausgesetzten  Eigenschaft  (5): 

folglich  verschwindet  die  linke  Seite  von  61.  (6).  Da  jar»,  /yi,  .  .  . 
den  Richtungscosinus  des  Arten  Lotes  a*,  6»,  ...  proportionirt  sind, 
so  kann  man  das  Resultat  schreiben: 


flj  «t  ...  ffm-i  «m-i-i  . . .  oh  n 
*i  *t  •  •  •         *»-M  •••**»  y* 


yA 


-yA  -  0 


(7) 


TO 


Da  nnn  die  Gleichungen  des  fcten  Lotes 

sind,  mithin  in  Gl  (7)  für  die  Coordinaten  der  Ecken  die  von  Punkten 
auf  den  da  beginnenden  Loten  gesetzt  werden  können ,  so  ist  der 

Sinn  der  Gl.  (7): 

„Je  n  —  1  Höhenlote  eines  n  dehnigen  Plasmas  von  der  drittes 
„Eigenschaft  liegen  auf  einer  (n  —  1)  dehnung.' 


Vom  (n-fl)ten  Lote  sehen  wir  jetzt  ab.  Fielen  nun  zwei  jener 
(n  —  1)  dchnungen  zusammen,  so  enthielten  sie  alle  n  Lote,  d.  h, 
sofern  dio  Ecken  1,  2,  ...  n  die  Seite  n+1  bestimmen,  die  Lote 
l&gen  in  dieser  Seite  und  ihre  n  Basen  stünden  auf  ihr  senkrecht 
Die6  ist  unmöglich,  weil  sie  sich  in  der  Ecke  n+1  treffen  sollen 
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A  können  nicht  zwei  jener  (n  —  1)  dehnnngen  sein ,  weil 
same  Punkte  haben    Folglich  schneiden  sie  sich  in  einer 
.ehnung,  and  in  dieser  müssen  alle  gemeinsamen  Lote  liegen, 
Anzahl  n  —  2  ist.   Es  bat  sich  ergeben: 

„Unter  den  n  — 1  Loten,  welche  in  einer  (n— 1)  dchnung  liegen, 
egen  je  n  — 2  in  einer  (n  — 2)  dehnung" 

Auch  von  diesen  (n  —  2)  dehnnngen  können  weder  2  zusammen- 
fallen noch  parallel  sein,  sie  müssen  sich  in  einer  (»»— 3)  dehnung 
schneiden,  welche  die  »—3  gemeinsamen  Lote  euthält;  der  Beweis 
ist  ganz  entsprechend.   Man  hat  daher: 

„Unter  den  n  — 2  Loten,  welche  in  einer  (n  — 2)  dchnung  liegen, 
„liegen  je  n  — 3  in  einer  (n  — 3)  dehnung";  und  so  fort,  endlich: 

„Unter  den  4  Loten,  welche  in  einem  Räume  liegen,  liegen  je 
„2  in  einer  Ebene  und  schneiden  sich  in  einem  Punkte." 

Dies  kann  nur  stattfinden,  wenn  entweder  alle  3  Lote  in  einer 
Ebene  liegen  oder  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Im  erstem 
Falle  würden  die  Bason  der  3  Loto  auf  dieser  Ebono  senkrecht 
stehen,  sich  also  nicht  in  einem  Punkte  treffen.  Schneiden  sich  aber 
je  3  Lote  in  einem  Punkte,  so  schneiden  sich  alle  Loto  in  einem 
Punkte. 

Die  dritte  Eigenschaft  (5)  ist  also  ausreichende  Bedingung,  unter 
der  alle  Hohenlote  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 


III. 


Ist  n  —  3,  so  lautet  Gl.  (7) : 

°i  a*  **  —*i 


-  0 


c,  c,     —  *, 

und  drückt  sogleich  aus,  dass  die  Höhenlote  1  und  2  in  einer  Ebene 
liegen,  woraus  dann  leicht  folgt,  dass  sie  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  mit  Vertauschuug  von  1,  2,  3,  4.  dass  alle  4  Loto 

777'  1  A 

sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Man  kann  nun  den  &18 
Eigenschaft  ausgesprochenen  Satz  mit  Umkehrung  so  fassen. 

Die  Höhenlote  eines  Plasmas  schneiden  sich  in  einem  Punkte, 
wenn  alle  Grenztetraeder  diese  Eigenschaft  besitzen,  u»d  »etItereB 
ist  der  Fall  bei  jedem  Höhcnschnitt-Plasma. 
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Hieraus  geht  ferner  hervor,  dass  alle  Grenzplasmen  einet  Höhen- 
schnitt-Plasmas  selbst  Höhenschuitt-Piaimen  sind. 

R  Hoppe. 


2. 

lieber  einige  Formen  Ton  Densinieteru,  bei  welchen  gleichen 
Dtchteniutervnllen  gleiche  Tcilstrichdistanzen  entsprechen. 

Die  Scalen  derjenigen  Instrumente  zur  Bestimmung  der  Dichte 
einer  Flüssigkeit,  welche  unter  dem  Namen  „Densimetcr"  bekannt 
sind,  zeigen  in  ihrem  uutereu  Teile  eine  Häufung  der  Markentoil- 
striche,  so  dass  für  Dichten,  dio  um  wenig  verschieden  sind  von  der 
höchsten  Dichte,  welche  das  Instrument  Uberhaupt  noch  angibt,  eine 
verhältnismässig  geriiißo  Empfindlichkeit  vorhanden  ist.  Nichtsdesto- 
weniger entsprechen  diese  Densimetcr  den  Anforderungen,  die  an 
sie  gostellt  werden,  zur  Genüge,  uud  es  hat  daher  die  leichte  Unter- 
suchung, die  in  der  Ueborschrift  angedeutet  ist,  lediglich  nur  ein 
theoretisches  Iuteresso.. 

Wir  bezeichnen  das  Gewicht  des  Aräometers  mit  G,  Längen 
die  auf  der  Axe  desselben  vom  Wasserpunkt  an  gemessen  werden, 
mit  «,  die  äusseren  Querschuitte  mit  &,  das  beliebig  geformte  Volu- 
men dos  Instrumentes  vom  Wasserpunkt  nach  unten  mit  »,  Dichten 
mit  d  uud  das  speeif.  Gewicht  des  Wassers  mit  a.  —  Wir  haben 
zunächst  ein  Iustrumeut  vor  Augen,  welches  für  Dichten  <  1  be- 
stimmt ist,  zählen  die  posit.  *  unter  1  mithin  vom  Wasserpunkt 
nach  oben.  Wenn  wir  nun  noch  bezeichnen  mit  H  die  Entfernung 
des  Wasserpunktes  von  jenem  (am  Instrument  natürlich  nicht  an- 
gegebenen) Punkte,  bis  zu  welchem  das  vollständige  Aräometer  in 
einer  hypothetischen  Flüssigkeit  von  der  Dichte  0  einsinken  würde 
so  können  wir  den  analytischen  Ausdruck  für  die  Bedingung  „glei- 
chen Dichtenintervallen  entsprechen  gleiche  Teilstrichdistanzen" 
offonbar  geben  durch 

1)  d  —  k{H-*) 

woriu  k  eine  bestimmte  Constante  bedeutet,  deren  Wert  sich  er- 
gibt, wenn  wir  z  —  0,  d  —  1  setzen,  wodurch  wir  erhalten  k  = 

Die  Snbstitution  dieses  Wertes  in  1)  gibt  der  Bedingungsgleichuug 
die  Form 


Digitized  by  Google 


MUcelUn. 


333 


Mit  Berücksichtigung  derselben  geht  die  Fundamentalgleichung  der 
Aräometrie 

2)  G  —  (r-f-  /  Sl,h)<l.<s 

/ 

über  in 

2*)  G  -  (r  +  fsidz)  (l  -  <j 

o 

aus  welcher  es  uns  obliegt  Sl  zu  berechnen.  Zu  dem  Buhufe  diffen- 
tiren  wir  2*)  nach  s  uud  erhalten 


3) 


-y/-Ä/Ä*+(1-yÄ-0 


welche  Gleichung  sich  auch  darstellen  lässt  durch 

3*)  *<»-»> 

und  so  unmittelbar  für  Sl  den  Wert  gibt 

GH 

4>  Ä  —  ^777  ra 


u  (//-*) 

Gestalten  wir  die  Querschnitte  alle  kreisförmig,  so  haben  wir 
zu  setzen  Sl  —  x**  und  erhalten  als  Gleichung  des  Meridians  Jener 
Rotationsflache, welche  die  sogenannte  Spindel  des  Deusimoters  formirt, 

5,  .(*-., 

die,  wie  man  sieht,  einer  gleichseitigen  Hyperbel  angehört,  wskho 
die  2-Axe  und  die  zur  z-Axe  parallele  Gerade  *  — »  //  zu  Asymptoten 
bat.  Selbstverständlich  kommt  nur  jeuer  Ast  dieser  Cur»«  zur  < i *-i - 
tung,  der  von  Tunkten  erfüllt  ist,  für  die  besteht  0  <  •  <  //.  Die 
Spindel  ist  also  in  dem  Falle  nichts  anders  als  ein  htück  eines 
„spitzen  Hyperboloids".  ') 

Setzen  wir  in  der  auf  das  Quadrat  erhobenen  Gleichung  U)  an  die 
Stelle  von  «  die  Zahl  4,  se  repraaentirt  die  so  erhaltene  OJei«;bung 

1)  Dieter  wol  nicht  allgemein  bekannte  Nsiue  jener  If  1*/;U« ,  w«:l<  ne  eine 
gleichseit.  Hyperbel  bei  der  Rotation  um  «im«  ihrer  Asymptoten  erzeugt,  ist 
Ton  Evangelista  Toricelli,  dem  ScbSUr  Galilei'»,  luttwi  gebr»u<:ht  worden  in 
dessen  Abhandlung  „de  Solido  l»p«-itvlico  acut"*,  'Mvreru  U44,)  b.  Mwk, 
Histoiie,  i.  IV.,  pag.  135. 
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6)  x.(w_,)._£| 

eineu  (aus  zwei  gleichseitigen  Hyperbeln  bestehenden)  Hauptlängs- 
schnitt  der  Spindel,  deren  Querschnitte  (gegeben  durch  &  =  4x*) 
nunmehr  quadratisch  vorauszusetzen  sind.  Es  ist  klar,  dass  der 
zweite,  auf  dem  ersten  normale  Hauptlängsschnitt,  dem  die  Gleichung 

C  ff 

C»)  y^H-zY  -  Ja 

zukommt,  congrueut  mit  dem  erstereu  ist. 

Schliesslich  sei  uoch  eiues  einfachen  Falles  gedacht.  Es  werde 
nämlich  die  Spindel  cyliudriscL  gebaut  vorausgesetzt,  so  zwar,  dass 
sämtliche  Querschnitte  Rechtecke  sind,  die  alle  eine  Dimension 
«=  2a  haben,  und  mau  somit  hat  &  =  2a. 2x.  Tie  Leitlinie  wird 
daun  gegeben  sein  durch 
— .  .     (J  II 

7)  *("-*>' -f„ä 

Sic  ist  also  die  bekannte  Parabcl-Differentialcurve  und  hat,  wie  es 
iu  der  Natur  der  Sache  liegt ,  gleichfalls  z  =  H  und  x  —  0  zu 
Asymptoten. 

Wenn  wir  in  3*)  setzen  G  -=  t>a,  z  —  0,  Sl  =  Ä0,  so  erhalten 
wir  hieraus 

8)  t>  —  SlQH 

eine  Formol,  die  uns  lehrt,  dass  das  Volumen  v  seiner  Grösse  nach 
nicht  willkürlich  ist  Dieser  Umstaud  ist  bei  Herstellung  eiues  der- 
artigen Instrumentes  wol  zu  erwägen,  worauf  wir  indes  nicht  mehr 
eiuzugehen  brauchen. 

Wien,  im  März  1889. 

Eduard  Janisch. 


3. 

Ein  Blscentlnultätsfactor. 

Für  jedes  x  ist 

(1+x+...iC„-i)P„^^zrly. 
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welcher  Aufdruck  für  x  —  1  in  der  Form  0 : 0  erscheint ,  durch  p- 
maliges  Differentiiren  dei  Zählers  und  Nenners  aber  leicht  ausge- 
wertet werden  kann.   Dadurch  findet  man: 

(1) 


—  CS)-©0V)+CDCV)-  --"© 


Diese  bemerkenswerte  Identität,  in  welcher  eine  Potenz  durch  Bino- 
mialcoefficienten  ausgedrückt  erscheint,  kann  durch  Einführung  der 
Facultäten-Coefficienten  CV,  gebildet  aus  den  Elementen  1,  2,  .  .  . 
p  —  1,  leicht  umgestaltet  werden,  wenn  man  die  iu  den  Binomial- 
coeföcienten  eutaltenen  Producte 

i»p(«p— l)(np— 2)  .  . .  ,    n(p— l)(n(p-l)  — 1)  .  .  . ,  etc. 

nach  Potenzen  von  np,  n(p  —  1),  etc.  entwickelt;  es  ist  dann 

nPp  !  —  i^P  -  ^P~lCx  +  npP-*Ct  . ..  —  (—\)Pnp  Cf-\ 
—  g)  fä^Ty  -  «i^T)P-l  C,  -(-l)Pn(p-l)CP-i] 

+  (2)  &f=:W-  Mp^^-ic,  — (-D'äCp^Cj.-iI 

.      .  . 

:        :              :  : 
±  ^*2)[S>- *»-lCt  +  —  (— l)i»n.2C,-i] 

T  ^.Jk  Ci+  -(-l)'»  cy-,] 

Nach  Verticalreihen  geordnet  und  die  gemeinschaftlichen  Potenzen 
von  «  sowie  die  Facultäten-Coefficienten  herausgestellt,  ergiebt: 

nPp\^nf[pP-Q(p-l)P+ß)(p-2)P-  ...  -(-l^JI 
-  nP-»  Ck         -  g)  (p-l)P-1  +  g)  (p  -  2)P"l  -  . .  . 

.  » 

_<-l)»riC,-,  [p-(^)(p-D+(^)(p-2)  -  ... 

■••-(-»'(p-O] 
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Nach  einem  Satze  von  den  unbestimmten  Coefticienteu  folgt  hieraus, 
dass  (2) 


«=  1  oder  =  0  ist,  jenachdem   m  —  p  oder  m  <  p. 


Die  Bündigkeit  dieses  Schlusses  wird  durch  die  Bemerkung  erkanut, 
dass  der  vorstehende  Ausdruck  (2)  für  m  —  p  in  den  von  Schlöniilch 
sobonannten  „Facultäten-Cocfficient  mit  negativem  Exponent"  c0-r 
übergeht,  welcher  für  einen  negativen  untern  Zeiger  (entsprechend 
dem  Falle  m  <  p)  verschwinden  muss. 

Brünn,  im  August  1890. 

Franz  Rogel. 
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XVIII. 


Ueber  die  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes 
an  der  Grenze  unkrystallinischer  Medien. 


Von 

Friedrich  Hermann  Wehner. 


Bei  der  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes  an  der  Grenze 
von  zwei  homogenen ,  unkrystallinischen,  vollkommen  durchsichtigen 
Medien  handelt  es  sich  darum,  für  das  ,rreflectirte  und  gebrochene 
Licht  die  Fortpflanzungsrichtung,  Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 
'Wellenlänge,  Schwingungsdauer,  Schwingungsamplitude  und  Schwin- 
gungsphase als  Functionen  der  Bestimmungselemente  des  einfallen- 
den Lichtes  und  gewisser,  von  der  Natur  der  beiden  Medien  ab- 
hängiger Constanten  anzugeben  Das  Gesetz  für  die  Fortpflanzungs- 
richtung ist  bereits  seit  Sncllius  und  Descartcs  vollständig  bekannt 
zunächst  experimentell  gefunden  und  dann  in  der  Emanations-  und  Un- 
dulationstheorie  begründet  worden.  Das  Gesetz,  welches  die  Geschwin- 
digkeiten und  Wellenlängen  regelt,  hängt  eog  damit  zusammen.  Die 
Schwingungsdauer  bat  für  Licht  von  derselben  Farbo  in  allen 
Medien  denselben  Wert.  Die  Amplituden  oder  die  Intensitäten  und 
die  Phasen  machten  hingegen  soviel  Schwierigkeiten,  dass  man  vor 
Lambert  nicht  einmal  experimentelle  Versuche  darüber  unternahm. 
Auch  Lamberts  Bemühungen  waren  vergeblich.  Erst  Fresnel ')  und 
etwas  später  F.  E.  Neuroann  *)  erzielten  auf  Grund  der  von  Malus 
entdeckten  Polarisation  des  Lichtes  durch  Spiegelung  und  der  Ge- 
setze über  die  Interferenz  polarisirten  Lichtes  überraschende  Er- 


1)  Ann.  de  chim.  et  de  phya.  XLVI.  1831. 

2)  Abhdlg.  der  Berl.  Ak.  rom  Jahre  1835. 

Arch.  d.  Math,  d.  Phyt.   2.  Reibe,  T.  IX.  22 
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folge.  Beiden  Forschem  gelang  es,  auf  verschiedenem  Wege  Formeln 
abzuleiten,  welche  mit  den  Tatsachen  der  Erfahrung  in  grosser  Ueber- 
eiustimmung  stehen.  Aber  ihre  Theorien  sind  keineswegs  einwurfs- 
frei. Deshalb  ist  das  Problem  seit  dieser  Zeit  oft  und  auf  mannig- 
faltige Art  behandelt  worden  *),  ohne  dass  es  gelungen  wäre,  gewisse 
Schwierigkeiten  zu  überwinden,  und  hat  gegenwärtig  etwa  folgende 
Gestalt:  Unter  der  Annahme  des  Lichtäthers,  welcher  ausgestattet 
ist  mit  den  Eigenschaften  eines  festen,  vollkommen  elastischen  Kör- 
pers, und  fttr  welchen  deshalb  die  Gesetze  der  Elasticitätstheorie 
gelten,  sollen  die  Formeln  für  die  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes 
abgeleitet  werden.  Es  sollen  also  zwei  homogene,  vollkommen 
elastische  Medien  in  einer  Ebene  an  einander  grenzen.  Die  Elasti- 
citätstheorie liefert  für  jedes  der  beiden  Medien  drei  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  uud  für  die  Grenzfläche  sechs  Bedingungen. 
Diese  Grenzbediugungen  können  nur  danu  befriedigt  werden,  wenn 
neben  solchen  particulären  Lösungen  der  Differentialgleichungen, 
welche  transversal  schwingende  Wellen  darstellen,  auch  solche 
eingeführt  werden,  welche  eino  reflectirte  und  eine  gebrochene 
longitudinale  Welle  darstellen.  Diese  letzteren  stehen  aber  in 
Widerspruch  mit  bekannten  Gesetzen  der  Lichterscheinungen. 
Alle  Bemühungen,  diesen  Widerspruch  zu  beseitigen,  laufen  im 
Grunde  darauf  hinaus,  die  longitudinalen  Wellen  in  endlicher  Ent- 
fernung von  der  Grenzfläche  zum  Verschwinden  zu  bringen.  Man 
hat  sich  dabei  verschiedener  Mittel  bedient.  Caucby  und  seine 
Nachfolger  setzen  die  eino  Elasticitätsconstante  oder,  was  das- 
selbe ist,  das  Quadrat  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  für  lon- 
gitudinale Wellen  negativ.  Nun  hat  aber  bereits  Green  erkannt, 
dass  diese  Annahme  den  Gesetzen  der  Elasticitätstheorie  widerspricht 
Deshalb  kann  Caucby's  und  seiner  Nachfolger  Theorie  der  Reflexion 
und  Brechung  nicht  aufrecht  erhalten  werden,  obgleich  die  Resultate 
den  Tatsachen  der  Beobachtung  gemäss  sind. 

Green  und  seine  Nachfolger  beseitigen  die  longitudinalen  Wellen 
dadurch,  dass  sie  die  eine  Elasticitätsconstante  unendlich  gross  oder 
wenigstens  sehr  gross  setzen.  Aber  auch  mit  dieser  Annahme  ist 
bis  jetzt  noch  keine  befriedigende  Theorie  erlangt  worden  Green 
rechnet  zunächst  mit  einem  plötzlichen  Uebergang  zwischen  den 
beiden  Medien.  Die  Formeln,  die  sich  dabei  ergeben,  widersprechen 
der  Erfahrung.  Später  suchte  er  seine  Formeln  durch  die  Annahme 
eines  allmählichen  Ueberganges  oder  einer  Uebergangsschicht  zwischen 
den  beiden  Medien  zu  verbessern.   Aber  seine  Rechnungen  sind  nicht 

I)  Eine  Angabc  der  Litteratur  und  ein  Bericht  Über  diese  Arbeiten  finden 
»ich  in  den  Abhandinngen  des  Herrn  Prof.  Von  der  Mfihll,  Math.  Ann.  V. 
8.  471  und  Math.  Ann.  XXVII.  S.  506. 
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frei  von  Fehlern  Aach  seinen  Nachfolgern  S.  Hangbton  und 
J.  W.  Stmtt  ist  es  nicht  gelungen,  eine  fehlerfreie  Theorie  aufzu- 
stellen. 

Herr  Prof.  Von  der  Mübll  ')  bat  in  seiner  Abhandlung  Uber 
Reflexion  and  Brechung  des  Lichtes  Herrn  C.  Neumanns  Hypothese 
von  der  Incompressibilität  des  Lichtäthers  verwendet.  Da  die  Green- 
sche  Voraussetzung,  die  eine  Elasticitätsconstante  sei  unendlich  gross, 
die  Inconpressibilität  des  Lichtäthers  zur  Folge  bat,  so  besteht 
zwischen  den  Formeln  Greeu's  und  des  Herrn  Von  der  Mühll  ein 
eoger  Zusammenhang,  wenn  auch  die  Herleitung  durchaus  verschieden 
ist  Ausserdem  sind  die  Formeln  des  Herrn  Von  der  Mühll  allge- 
meiner und  strenger  bogrfindet.  Die  grössere  Allgemeinheit  beruht 
darauf,  dass  über  dio  Gleichheit  der  elastischen  Constanten  in  ver- 
schiedenen Medien  nicht  willkürlich  verfügt  wird ,  die  strengere  Be- 
gründung in  der  richtigen  Durchführung  der  Rechnungen  für  einen 
allmählichen  Uebergang  von  dem  einen  Medium  zum  anderen.  Aber 
auch  diese  allgemeineren  und  strenger  begründeten  Formeln  stellen 
der  Anpassung  an  die  Tatsachen  der  Beobachtung  grosse  Schwierig- 
keiten entgegen. 

In  der  Abhandlung  Math.  Ann.  XXVII.  S.  506  hat  Herr  Prof. 
Von  der  Mübll  einen  neuen  Weg  angegeben,  anf  welchem  das  Pro- 
blem der  Reflexion  und  Brechung  behaudelt  werden  kann:  „Man 
„braucht  nicht  den  Lichtäther  incompressibel  zu  setzen,  die  Green- 
,.sche  Constante  A  unendlich  gross.  Vielmehr  kann  die  Möglichkeit 
„einer  ungeschwächten  Fortpflanzung  longitudinaler  Wellen  bestehen 
„bleiben,  wenn  nur  von  dem  einen  Medium  zum  anderen  ein  solcher 
„Uebergang  stattfindet,  dass  die  reflectirten  und  gebrocheneu  longi- 
„tudinalen  Strahlen  keinen  merklichen  Teil  der  lebendigen  Kraft  in 
„Anspruch  nehmen"  s). 

Durch  Herrn  Prof.  Von  der  Mühll  auf  diesen  neuen  Weg  hinge- 
wiesen, hat  der  Verfasser  der  vorliegenden  Arbeit  versucht,  denselben 
zu  betreten. 


1)  Vergl.  Von  der  Mühll,  Math.  Ann.  XXVII.  S.  506. 

2)  Math.  Ann.  V.  S.  471. 

3)  Vergl.  Math.  Annal.  XXVII,  S.  513. 
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Zwei  homogene,  unkrystallinisehe  Medien,  welche  in  einer  Ebene 

an  einander  grenzen. 

Es  sollen  zwei  homogene,  unkrystallinisehe  Medien  von  ver- 
schiedener Dichtigkeit  und  Elasticität  in  einer  Ebeno  an  einander 
grenzen.  Bezeichnet  man  für  irgend  eine  Stelle  y,  «des  ersten 
die  Coraponeuten  der  äusseren  Kräfte  mit  -Y,  Y,  Z,  die  Componentcn 
der  Verrückungen  eines  Molccüls  aus  der  natürlichen  Gleichgewichts- 
lage mit  u,  t>,  ip,  die  Dichtigkeit  mit  *,  zwei  Elasticitätsconstanten 
mit  q  und  u  und  setzt 

bu  .Bv.  Bw 

so  lassen  sich  auf  verschiedenen  Wegen  folgende  Differentialglei- 
chungen aufstellen: 

(Bv      8te\  (Bu  Bv\ 

,A  3»  ,  V3ä  "  By  )  Ö  \dy  ~  Bx. 

/3»      ÖiA  /3m>  Bh\ 

(Vu       \  Bft  3  \dy  ~  fs)  Ö  [fc  ~~  Bz) 

eU«    /  ~  p^H~'i  — 5  *  a — 

'  U*  -  *)  ~  *  &  +  "  -  '  -  Bx   -  *   By- 

Unterscheidet  man  von  den  obengenannten  Grössen  des  ersten  Me- 
diums die  entsprechenden  des  zweiten  Mediums  durch  den  Index  1, 
so  gelten  die  entsprechenden  Differentialgleichungen  auch  für  das 
zweite  Medium.  An  der  Grenze  der  beiden  Medien  müssen  die  Be- 
dingungen erfüllt  werden: 

(Bv  ,  Bic\  /Bv.  Bw.\ 

(B*e>  Bu\  (B<pi  BuA 
Bx ■+d.)-*\k  "  +  & ) 

c         i  Bv\        m      _    (Bu*  ,  Bvt  \ 
Die  Grenz glcichuugen  gelten  unter  der  Annahme,  dass  die  Z  Axe 
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senkrecht  zur  Grenzfläche  liegt.  Ferner  sei  für  das  erste  Medium 
i  <  0,  für  das  zweite  *  >  0.  Die  in  der  Fortpflanzungsrichtung  der 
einfallenden  Wellen  positiv  gerechnete  Wclleunormalc  soll  iu  den 
Quadranten  (+JQ(-f-Z)  zu  liegen  kommen. 

In  unserem  Falle  pflanzen  sich  nur  ebene  Wellen  fort,  welche 
alle  derselben  Geraden  parallel  sind.  Wählen  wir  diese  zur  Y  Axe 
des  Coordinatensystems,  so  werden  die  Verrückungen  u,  »,  w  unab- 
hängig von  y.  Da  ferner  keine  äusseren  Kräfte  einwirken,  so  ver- 
einfachen sich  die  Differentialgleichungen  zu 

a  /Bu     dtc\  /Btv  du\ 


Bhi 


(lb) 


f  a?~  =  9  Fx         ■  ~Bz~ 

fl  (du      Bw\  ~  (die  Bn\ 

Bhc         c  \Bx~T-  dzJ  0  \Bx  Bz) 

'  Bt*  =<>       a.  +  (i  -  ~a* 


und  die  Grenzgleichungen  zu 

dv  Bvl 

(2a)  v  =  *n  Pi  %z 

ü  =  ü„       w  =  fr, 

(Bio      Bu\  ,  But\ 

Bx+B,J-  P'W  +  STj 

(Bu  ,   Bw\  du  (Bu*      Btc.\      n  Bu. 

sx  +  s;)-  >  fx  = »» W  +  3v)  -  2*  sr 

Unsere  Aufgabe  ist  nun,  solche  Lösungen  der  Differentialglei- 
chungen (la),  (lb)  zu  finden,  welche  die  Gronzbodingungcn  (2a),  tfb) 
erfüllen  und  das  vorhandono  Licht  darstellen. 

Da  in  diesen  Gleichungen  die  Grössen  v  vollständig  getrennt 
sind  von  den  u  und  u>,  so  können  wir  den  Teil  des  Lichtes,  welcher 
senkrecht  zur  Einfallsebeno  schwiugt,  und  denjenigen,  welcher  in  der 
Einfallsebene  schwingt,  für  sich  besonders  behandeln. 

a    Schwingungen  senkrecht  zur  Einfallsebene. 

Bezeichnet  man  für  das  senkrecht  zur  Einfallsebene  schwingende 
Licht  in  den  beiden  Medien  mit  T  die  Schwingungsdauer  y,  mit 
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resp.  die  Wellenlängen,  mit  <p  den  Einfallswinkel  and  mit  <pt  den 
Brechungswinkel ,  so  sind  zur  symbolischen  Darstellung  resp.  des 
einfallenden,  reflectirten  uud  gebrochenen  Lichtes  geeignet: 

./*      ar sinep-j-^ cos q>\             St      ssiny  — »cos  g>\ 
v  -  Pe2m\T  l  ~      )+P'e2n\T  1  ) 

(t      gsinyj-f  »cos  g>|\ 

Die  longitudinalen  Wellen  geben  keine  Schwingungen  in  Richtung 
der  y  Axe.  Sollen  die  vorstehenden  Werte  die  Differentialgleichungen 
(la)  erfüllen,  so  inuss  sein: 


Die  Grenzglcichuogen  (2a)  werden  für  z  —  0  befriedigt,  weim 

sinjp  sinqpj 

Ii" 
und 

P+P'  -  Px 


<3>  k    ~  L 


( P —  P') «  sin  <p  cos  q>  —  Pf  ii  sin  tpt  cos  <jp, 

Setzen  wir: 

c  sin<p  cos  cp 

(4)  M  — *  1,    JV=0,    3/  -  0,    JV'  y  y 

w  '  '  1  f  j  Sin  <JP,  COS  qpj 

so  erhalten  wir: 

(5)  P,  -  Ai(P+P')  +  iN(P-P')  —  iM'(P+JP')  +  JV'(P—  P') 

Für  die  Schwingungen  senkrecht  zur  Einfallsebene  erhalten  wir  stets 
diese  Gleichungen,  auch  wenn  wir  bloss  transversale  Wellen  an- 
nehmen oder  die  Voraussetzungen  Cauchy's,  Green's  oder  Von  der 
Mühll's  zu  Grunde  legen. 


b.   Schwingungen  in  der  Einfallsebene. 

Nehmen  wir  zur  froheren  Bezeichnung  hinzu:  v  bezüglich  vt 
für  die  Länge  der  longitudinalen  Wellen  in  den  beiden  Medien, 
für  den  Roflexions-  und  t}^  für  den  Brechungswinkel  derselben  und 
setzen  wir: 
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so  ergeben  sich  als  particulärc  Losungen  für  die  Differentialglei- 
chungen (lb): 

./'/      t  sin  <p  -|-  s  cos  <p  \ 
w  —  S  cos  <pc      \T  1  ) 

o  -f—  xsinqp-f-scosqp\ 
w,  =  —  Ssinqpe     Vr  l  / 

zur  symbolischen  Darstellung  der  einfallenden,  transversalen  Wellen, 

*sin<p  —  »cosqp^ 
ur  -  S'cos  <pe Znt  \T  I  ) 

9  .(t      xsinqp  —  »cos  g>\ 
«v~£'sin9«  ^YT"  l  ) 

zur  symbolischen  Darstellnng  der  reflectirten,  transversalen  Wellen, 

ft_     s  sintl» -f-g  cos  tfA 
ui  —  Ls\uipe  m\T~  v  ) 

./t      gsintp  +  gco8^\ 
«•/—  JLcostpe      \T  v  ) 

zur  symbolischen  Darstellung  der  reflectirten,  longitudinalon  Wellen, 

U4  —  S1cos(p1e    *\T  Xl  / 

,ft       ssinqp,  +*cos<p,\ 
wd  Sl8in9l«     \r  Ä;  ) 

zur  symbolischen  Darstellung  der  gebrochenen,  transversalen  Wellen, 
und 

,/t      s sin  1^,-1-;?  cosy/A 
m/,  =  Li  sin  ^, «    *  V.  F  vi  ) 

,/t      ssin  ^-f-scosyAl 
zur  symbolischen  Darstellung  der  gebrochenen,  longitudinalen  Wellen. 


Damit  diese  particulären  Lösungen  die  Gleichungen  (2b)  befrie- 
digen, 


(6) 


siu 


<f     sin  7,      sin  y      sin  if/, 

  .   —  —      MB  "" 


Hiernach  sind  die  longitudinalen  Wellen  der  Richtung  naeh  dem* 
selben  Reflexiocs-  und  Brechungsgesetz  unterworfen  wie  die  trans- 
versal eo. 
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Weiter  folgt  aus  den  Grenzgloichungen  (2b): 

(S-f  5*)c08  9H-X8in  ^  =  Sjcosqpj+Xjsin^;, 
(S  —  S')sin<p  —  Leos  <f>  —  5,810^,— Xjcoarp, 

(S  -  S')  $  sin  <p  (1  —  2  sin*?)  +  2L  f  siu*<p  cos 

=       sin  9,(1  -2sinVi)H-2^,f|8in,qPiC08i^1 

2(iS4-S')t8inVco8«?)  — icsin  V(l  -  2sin4<p) 

=-  25,  ex  siuVi  cos    —       sin^,  (1  —  2sin,g?i) 

Eliminiren  wir  L  und  L%  aus  diesen  vier  Gleichungen  und  setzen  zur 
Abkürzung: 

oo  —  2(f  8in*g>  —  i  j  sinVi) 
so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Grössen  S'  und  S,: 

£,  f ,  cos  g>t  [(f ,  +  cd)  tang  yx  -  (e  -  w)  taug  ^] 

-  (S-f-S'jcosojßfj  +  w^tang*,-  «,tang^] 
-f  (S  —  S' )  (f,  -  e  +  o>)*  sin  o? tang  tj>  tang 

)S,  r,siug>,  [(«!  +  «)  taug     —  («  —  »)  tang  tp] 

«  —  (5+5')«»co8V  +  (S-  S') sin tang  V, 
—  («  -  09),tangy] 


(7) 


Dass  die  longitudinalcn  Wellen  in  endlicher  Entfernung  von  der 
Grenzfläche  verschwinden,  erreichen  wir  eutweder  durch  die  Green- 
sche  Annahme  q  —  oo,  =  oo,  oder  durch  die  Cauchy'sche  Annahme 
9  <  0,  Qi  <  0. 


c.   Green's  Annahme  p —oo,  ^,  —  oo. 

Wegen 
v 


wird  für  endliche  Werte  von  9: 

v— oo,    v,  —  00,   sin       oo,    sini/>t  —  00 

coity  •=•  »oo,  costf»,  —  —  »oo,  tangtf/=  —1,    tang^  =»  * 

Durch  die  Subititution  tangy  =  —  1,  tangv,  =  *  in  die  Gleichungen 
(7)  verwandeln  sich  dieselben  in 
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(7a) 


(8; 


Vi^  +  ^COBqp,  ~  (S  +  (*!  +  <»)*]  COS  <p 

—  (S  — S^Cr,  — f  +  w)*i8inv 

+  f1)i8in<jp,  =»  —  (S+ÄOw'cosg) 

+  (S  -  tf)  f +  (c  -  w)*] »sin  g> 

M  ^  "i4-(gi-f  ort8  cos?        ^  _  (^1*4-«)*  ain<p 
M*  +  «i)    "cos^V    1  "*"      hi'+h)  'comp] 

M'—  — — —     C°—     N '  —  ggi~H*  —  »)*  sin^ 


so  können  wir  die  Gleichungen  (7a)  in  der  Form  schreiben: 

(9)    5,  =  M  (5+  S')  +  iN  (S  —  S')  -  iM'(S+S')+N'(S-Ä') 

Die  Vergleichung  unserer  Formeln  (4),  (5),  (8)  und  (9)  mit  den 
Formeln  (I),  (6),  (II)  und  (7)  des  Herrn  Von  der  Mühll  Math. 
Ann.  Y.  S.  491,  492  und  495  zeigt,  dass  die  Green'sche  Annahme 
p  =  oo,  P|  «■=■  cd  dieselben  Resultate  liefert  wie  die  Annahme,  der 
Lichtather  sei  incomprcssibel.  Die  Untersuchung,  ob  unsere  For- 
meln mit  den  Tatsachen  der  Beobachtung  übereinstimmen ,  ist  also 
ebenso  wie  Math.  Ann.  V.  S.  495  bis  S.  503.  Diese  Untersuchung 
fuhrt  zu  verschiedenen  Bedingungen,  je  nachdem  man  annimmt,  dass 
die  Schwingungen  geradlinig  polarisirten  Lichtes  senkrecht  zur  Po- 
larisationsebcne  odor  in  derselben  stattfinden.  Im  ersteren  Fallo 
stimmen  unsere  Formeln  mit  der  Erfahrung  Uberein,  wenu 


(10) 


M  —  iUcos^cosyi  +  iV'sinysiny! 
N  -»  iVcos <p  cos 9i -f- AI" sin 9> sin?! 
M '  =  M'  cos  <f  cos  <ps  +  iVsin  <p  pin  y, 
N '  —  y'  cos  9  cos  7-,  -f  M  sin  <p  sin  <pt 

im  letzteren  Falle,  wenn 

M  -=  Mcos9>cos?,  +  N  siug>sinijp, 
N  —  Ncosycosyj-f-M'sin^sinyj 

M'  —  M'cosfcosyj+Nsinysiny, 
iV'  —  N'cospcosqPt-r-Msinpsin?! 


(10a) 


Diese  Bedingungen  werden  aber  von  unseren  Werten  (4)  und  (8) 
nur  dann  erfüllt,  wenn 

co  —  2(€8in*9—  Min1?,)  «=  0,   •  —  f, 
oder,  was  dasselbe  ist,  wenn 


Digitized  by  Google 


346  Wehner:  Ueber  du  Rtflrxion  und  Brechung  du  Lichtet 

Da  diese  beiden  Bedingungen  zusammen  unverträglich  sind,  bo 
widersprechen  unsere  Formeln  (4),  (5),  (8)  und  (9)  den  Tatsachen 
der  Erfahrung. 

d.   Cauchy*s  Annahmo  g  <  0,  p,  <  0. 

Bei  der  Anuahmo  g  <  0,  p,  <  0  ist  die  Behandlung  der  Glei- 
chungen (7)  und  die  Vergleichung  der  Formeln  mit  den  Tatsachen 
der  Beobachtung  ganz  entsprechend  wie  bei  der  Green'schen  An- 
nahme p  =  oo,     =  oo.   Man  erhalt 

tangt/;  =-  -iß,     tangy,  -=  ißs 

Dabei  sind  ß  und  ßx  bestimmte,  reelle  Functionen  der  Winkel  <p 
bezüglich  Dio  Substitution  dieser  Werte  in  die  Gleichungen  (7) 
führt  auch  hier  auf  die  Gleichungen  (9).  Nur  haben  die  Grössen 
M,  N,  M'  und  N'  jetzt  andere  Werte  als  (8).  Es  treten  noch  die 
Functionen  ß  uud  ßt  darin  auf.  Auch  jetzt  findet  dio  Erhaltung 
der  lebendigen  Kraft  für  dio  transversalen  Wellen  statt,  denn  es 
wird  der  Gleichung 

MN'  +  M'N  —  _£j»D9££8JL 

Ej  sin  <pt  cos  tfi 

Genüge  geleistet.  Die  Untersuchung,  ob  die  Formeln  der  Erfahrung 
entsprechen,  geschieht  auch  hier  dadurch,  dass  man  die  Bedingungen 
feststellt,  unter  welchen  die  gefundenen  Werte  die  Gleichungen  (10) 
bezüglich  (10a)  erfüllen.  Diese  Untersuchung  ist  deshalb  von  ge- 
ringerem Iutercsso ,  weil  die  Annahme  q  <  0,  p,  <  0  den  Lehren 
der  Elasticitätstheorio,  die  wir  zur  Grundlage  gewählt  haben,  ent- 
gegen ist. 

II. 

Zwei  homogene,  unkrystallinische  Medien,  zwischen  welchen  sieh 

eine  L'ebergangsschicht  befindet. 

Weil  die  vorhergehende  Theorie  koiue  befriedigenden  Resultate 
liefert,  veräuderu  wir  die  Voraussetzungen.  Eb  ist  im  höchsten 
Grade  unwahrscheinlich,  dass  au  der  Grenze  zweier  verschieden- 
artiger Medien  eine  sprungweise  Aeiiderung  der  Dichtigkeit  und 
Elasticität  stattfindet.  Wir  müssen  vielmehr  einen  stetigen,  allmäh- 
lichen Uebergang  aunchmen.  Die  Grenze  von  zwei  verschiedenartigen 
Medien  ist  mit  anderen  Worteu  nicht  eiue  Fläche,  sondern  eine 
Uebergangsschicht  von  endlicher  Dicke.  In  unserem  Falle  denken 
wir  uns  dieselbe  zerlegt  in  eine  beliebig  grosse  Zahl  >u  sehr  dünner, 
ebener,  homogener  Schichten  von  der  Dicke  bezüglich 
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Die  Dichtigkeit  and  die  beiden  Elasticitätsconstanten  seien  für  die 
Ate  Schiebt  bezüglich  jia',  p*',  die  Verrücknngen  eines  Teilchens 
ans  der  natürlichen  Gleichgewichtslage  tu',  i'a',  die  Wellenlängen 
V,  n\  die  Brechungswinkel  q>k\  tyh.  Ferner  wollen  wir  anneh- 
men, dass  die  Ate  Schicht  von  **'  —  0  bis  z*'  =  die  (A-j-l)te 
Schicht  von  *»fi'  —  0  bis  *a+ 1'  —  ca^i  reiche.  Dann  gelteu  für  jede 
der  m  Schichten  die  Differentialgleichungen : 

,  ,  av     ,  /av  ,  a»t;A4\ 

(Ha)  «         —  fs*  ^  +  3^; 

a  /<w  ,  a^'x        /<w  au*;\ 
( aw     , ö  V  a*  +  iw  j    ,  d  Va*  ~  Bzk  ) 

*  'dir  -   ^~    -f*   SS — 

/au*'   ajr*;\        /<w   aWA' \ 
, a»»*'     ,  °Vdxj~s*k' )  ,   ,  *  Va*  ~ a.v >/ 

f*   37  +  ,,A  äT" 

A  —  0,   1,   2,   3   .  .  .  + 

und  an  der  Grenze  der  Aten  mit  der  (A-f-l)ten  Schicht,  d.  h.  für 
*h  —  «,  «*f i'  —  0,  die  Bedingungen: 


(Hb) 


(12a) 


I*a'  —  «A  +  l',  =  U7A+l' 


(12b) 


va«*'  ,         „   au*'        ,  /8~*fi>  ,  a**fA 


o  .atiAfi' 


A-0,    1,  2 


Da  die  Differentialgleichungen  (11)  auch  für  die  beiden  Medien 
gelten  und  die  Bedingungen  (12)  ebenfalls  für  die  Grenze  des  er- 
sten Mediums  mit  der  ersten  Uebergaugsschicht  und  für  die  Grenze 
der  mten  Uobergangsschicht  mit  dem  zweiten  Medium,  so  können 
wir  das  erste  Medium  als  eine  Ote  Schicht  und  das  zweite  Medium 
als  eine  (m-(-l)te  Schicht  betrachten.  Nur  wollen  wir,  um  mit 
unserer  früheren  Bezeichnung  in  Einklang  zu  bleiben,  für  die  Ote 
und  die  (m-f-l)te  Schicht  den  Strich  oben  und  den  Index  0  weg- 
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lassen  und  den  Index  m  +  1  durch  den  Index  1  ersetzen.  Weil  auch 
hier  die  Gleichungen  für  v  die  u  und  w  nicht  enthalten,  so  können 
wir  wieder  die  beiden  Fälle,  wo  die  Schwingungen  senkrecht  zur 
Einfallsebene  und  wo  sie  in  der  Einfallscbene  stattfinden,  von  ein- 
ander trennen. 


a.   Schwingungen  senkrecht  znr  Einfallscbene. 

Die  Ableitung  der  Formeln  für  die  Schwingungen  senkrecht  zur 
Einfallsebeue  ist  übereinstimmend  mit  derjenigen,  welche  Herr  Von 
der  Mühll  Math.  Ann.  V.  S.  509  bis  S.  519  gegeben  bat  Das  Re- 
sultat derselben  ist:  Die  Grössen  P'  und  P,  werden  auch  hier  be- 
stimmt durch  die  Gleichungen: 

(5)    p%  «  M(P+P')  +  iN(P-P')  -  iM'(P+  p')  +  N'(P—  r*) 
Dabei  ist: 

(13)    M—Zu    N  ^  sin«  cos  9,    M'  : — -1  

11  sin», cos  y, 

M>  —  y   sin  y  cos  y 

~~    *  sinq^COS«, 

Z^,  ys  sind  die  Werte  der  particulären  Lösungen  Zl,  K,,  z^, 
Y2  für  z  —  c,  wobei  c  die  Dicke  der  Ueborgaugsschicht  bezeichnet. 
Die  particulären  Lösungen  von  Z  und  Y  werden  bestimmt  durch  die 
Differentialgleichungen : 

dZ      „    a         d.iY'  ,        .  , 

und  die  Anfangsbedingungen  für  z  =  0 : 

(15)  Zx  -  1,    y,  =  0,    Z2  -  ü,    y,  -  1 

Dabei  ist  gesetzt: 

%   siny      ,  sin«' 


Der  Strich  oben  bezeichnet,  dass  die  botreffenden  Werte  für 
die  Uebergangsschicht,  welche  von  *  —  0  bis  *  c  reicht,  zu  nehmen 
sind.   Aus  den  Differentialgleichungen  (14)  folgt: 


-  Z'+ V  si 


0 


sinV 
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t'r-eF0— «  J  e'cosyz<fc 


Dabei  bezeichnen  Z^  und  Iq  die  Werte  von  Ij  bezüglich  Zi^  F, 
für  z  =  0.  Setzen  wir  in  den]  Integralen  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichungen  statt  F  und  Z  die  Werte  für  %  —  0  ein,  so  er- 
halten wir  Werte  für  Z  und  t'F,  welche  von  z  —  0  bis  «  =  d  gültig 
sind,  wobei  d  unendlich  klein  ist.  Indem  wir  die  so  gefundenen 
Functionen  abermals  auf  der  rechten  Seite  einsetzeu,  können  wir 
die  Gültigkeit  der  Werte  Z  und  «'  F  auf  das  Intervall  von  z  —  0 
bis  a  =  di  ausdehnen,  wobei  0  <  d  <  d,  und  dj  ebenfalls  unendlich 
klein  ist.  Indem  wir  diese  Substitution  unendlich  oft  wiederholen, 
ergiebt  sich: 

0  0 

SS     ^4  ^3 

-uft4  r r r r** ******** ******  #  ^  ^ 

0  0  0  0 


(16) 


L'F,  —  — o  ^*  f/cos'qpi'cfe, 


6* 


2  2« 


 r  —*   az~dztdcx — , 


0   0  0 


J  ^'sinVi' 


Ü 

0  0  0 


"'fffh^Vi  VsinW  ******  +- 


0  0 

*    «4    ^  .~„ 


o  o  o  o  ii"'i&l*fl/ ' f8'^87 
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Die  Functionen  **'  und  erliält  man  aus  f'  und)  q>'t  indem  man 
das  Argument  gleich  zh  setzt. 

Ferner  folgt  aus  den  Differentialgleichungen  (14)  die  Relation: 

(17)  ZxYt-ZtYx-\, 
gültig  für  jeden  Wert  von  z  —  0  bis  z  c. 

b.   Schwingungen  in  der  Einfallsebene. 

Zur  symbolischen  Darstellung  der  Schwingungen  in  der  Einfalls- 
ebeue  in  jeder  der  m  -\-  2  Schichten  dienen  folgende  Lösungen  der 
Differentialgleichungen  (IIb): 

(t  XsinyA^-fgA'CQSyfc^ 

'  =  Am  cos  <pHe-n\r  Aa'    "  ) 

(t      xsinyA'  -  gA'cosg>A'\ 
4-  ffccos^V**  \T  Aa'  J 

/  /      x  sin  tfrA'-f-  gA'cos  w\ 
-fLAsin^A'/    \7,_"  vi!  J 

/i_     «sjnjpAHWcos (ta'\ 
«V  -  -  ^sin^V^V/'  Aa'  J 

/<      xsinyA'— g^cos  <pa'\ 
+  Äsiny*'«     V'/'  Aa*  y 

•>  A    r  8i"_        cos  ^a'\ 

-f-  ^A  COS^A*«1"71  \  7'  VA'  / 

//      xsmtyk'—zh'  co8va'\ 
-MhcosWelZn\T  vkr  ) 

h  -  0,    1,    2    ...  (m-f-1) 

Dabei  muss  sein: 

A0  =  S,    ß0  -  5«,    7,0  =        A/0  -  0 

ferner: 

(18)  V-rJ^,  n'-rj/g 

Die  particuläreu  Lösungen  erfüllen  die  Grenzbedingungen  (12b),  wenn 


x  sin  tyk — gA'cos^A'X 
+  AfcsiDl»jkVA"\y,"~  / 
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sin  <pk'      sinyA+i'      sin  yk      sin  t/;A+i' 
V    ""   lk+i'    **    v/,*    a  VA-fV 

A  =  0,    1,    2    ...  m 

und 

(  j4a+  i+-öa  f  i)cos?a  |  i'-f-(Z,A + \-\-Mh  f  i  )sin  n+ 1' 

CACOSqp*'  caCOS<pa' 
=Ma«~  %**    Xh'  ~~  +Bkt      Th'  ~>os?a' 

+  ,2*     V*'     +  n'  jsiui^A' 

(i<A+l— 2fc+l)8ill9A+I'  —  (/'A+l — J/Afl)C08l/>A+l' 

CACOS£a'  CAC08VA' 
=(^A<r"  Aa'    " -Bk*  h!~  )8iBVA' 

— (Z.A«      *  *      Va'       ~  W  W      l'A*  )C0SI/V 

(jfc+i- A+i)  ^  d-2siaVf.') 

-f-2(LA^i— -*ftf i)  ^™*y. sin^Af i'cos^a n' 

-(^-- "Hü^"  -B«*Ä    V  )^(l-2sinV) 

+2(La«  va'  va'     )~  sim/Vcos^A' 


,~  >  Sil 
/Af  1 

— (Z,Afl+M  +  l) 


2(^Af  i+äa+i)  j—  >  sin<jPA+i'cosg>Afi' 

Qk  +  2,UAfl'sin*lE>A+l' 
VA  +  l' 


«  2(^~  l~U  ~Tk'  ~   +DuelI™  ~Xk'  )^siDyA'cosVV 

CACOS^A'  ^     ^ACOSn'      ,     0     ,  .   .  , 

ö*  ~va'     -f  A/a/2*     va'     )^.«*  ™W 

va' 

ä  =  0,    1,    2    ...  m 
Diese  4(m-f  1)  Gleichungen  bestimmeu  die  4(w+l)  Grössen  7i0— S\ 

A>  —  A       +  l  —  Sj,       +  1  «=»  I»,,  AJy  ßu  L„  3f,  .  .  .         Bmy  Lm, 

Mm  durch  ^  —  S. 

Durch  die  Substitution: 
^A  +  i*A  —  Ca,     Ak-Iik^Wk,     X-a  +  A/a  — i?A,     Lk  —  Mk=*iFh 
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Xk'*  ,  V*'* 

f**'  =  «A*  -fi  t     ¥*'  —  £*  jT 

erhalten  wir: 

CA+icosqPA+i'+i*  fisin^+i' 

-  (Ca cos  h#A8in  k—}v*vh 

+  (^.cos— •—  h^ASin  ^ — Jsidv* 

ÖA+l'sinqpA+l'— *A+lC08t//A+l' 

/  2»TCACOSqPA'      ^    .    ^ACOSg^'X  f 

-  (Dacos  j  ~  —  Casiu  j~, — Jsin^A 

(2jrCAC08^A'            .    27lCkCOaH>h'Y  ,,  / 
Fk  cos  — —  ^a  sin  —-,  jcos^A 

^A+ifAfi'sinyA+i'Cl-SsiuV+i^+SFAfiu-i-i'sinV+i'cos^A+i1 
=  (z^cos2*^  -CAsin  ^^),A'sinV'(l-2sinVA') 

+2(facos  *^  -EAsin2^^>A'sinWcosvV 

2CA+UA+i,sinVAf i'cosw»'— £ah«'a hU  -28in»mi')"«9*f i' 
=  2  (Ca  cos  +M.  ?^^)  W 

ä  =  0,    1,   2    ...  *» 
Setzen  wir  ca  unendlich  klein  und: 

a     2wsin  ^7  =  2*  sin  --, 

so  verwandeln  Bich  diese  Gleichungen  in 

CA+lC08APA»l'+EA-|-l8intpA+l'  —  (C'AH-/>A«PACtgyA')C08yA' 

4-(£A+FAOCACtg^A')8intA' 
X»A+l8in^*fl'-/;»flC08^A|.l'  =  (Dh—  <WACtg<J>A>iuqTA' 

-  (FA~£Aaactg^A')co8t^A' 

i>A+iafi'8in^4A+i(l— 28inVfi')+2^A+iCA+i'sinV+i'co8V'A+i' 

-  (DA-CAocACtg^A')fA'sinV(l-28inV') 
+2(Fa— -KAOCACtg^A'JtA'SinV'cOS^A' 
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=  2(C{,-{-Di,acil:ttg<pp)ik's\n*(pk'cos<fh 

—  (£A+FAar*ctgY'A')f/,'(l— 2sinV)siiW 

A  —  Ü,    1,    2    ...  ro 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  folgt: 

-J-(£A-f/AtrCACtgV'A')(fA  |  l'  —  Ih'—  Slh)S\U  V'fc' 

— (/A— AArtCACtgW)  ÄACOSl/M' 

£*  +  lfAfl'8iu<J>A+l'  «=»  (C,A-|-/JA«<,A(:tg<pA')ÄAeo8y// 
4-(AA+FA«aetgVA')(fA'+ÄA)sin^A' 

Fi  i  Ua+i'cos^a»i4  —  -  (lh  —  Ch<wt,v\y><rh)(n+\  -  *h'  -  &*)f*iiigV 

+  (K  -^AOCACtgl/'A')(«A  +  l'-  &a)cOSI|'a' 

ä  =  0,    1,    2    ...  m 

Dabei  ist  gesetzt: 

Äa  =  2(*a|  l'sinV'*!  i'—  **' sin'v*') 

Da  diese  4(wi-fl)  Gleichungen  die  4(m-f  1)  Grössen  C'„  A>,,  /-',, 
/*i  .  •  •  M*  +  t,  A'w  +  i,  durch  Cy,        A0,  bestiiiunen, 

sot7.cn  wir: 

,    C'aCOS^a'  —  £'0/,  ACOST-KV* .Asiu<p4-'V3-Asi,,^"h/<0/4  *(>OS^ 

1   />a  s  i  n  qp/, ' = C0m1 .  a  co  s  (p  +  /J0  "<* .  a  s  i  n  <y> + />Vw:t  •  *  s ' u  v4~  ^I>m4  • 1  >s  V 
(iy^     \  A'Asimi  A'     r0/',.ACO.s»jp-|  /V2.AHiiiip-f  A>a.Asiu^H-/;i7>4,ACOsi/' 

(  Facos^a'  —  6V/,.ACOsqpH-/Vys,Asin<pH-/';or73,Asiii^4-7v/4.ACüS^ 
A  =  0,    1,    2    ...    m-f- 1 

Dadurch  erhalten  wir  für  die  Au,,  w.h,  pt.h.  qk,u  die  Gleichungen: 

*A+l'fr,A»l  =»  (lkJ,-\-tfCl,mi,kCt%*<fh')  (n\  i'—  &) 
—  (j)A,A  +  «CA  ^4,a)  (f  A  I  l'  —  f  A'  —  ^A) 

H+l'pMtl  =  (/*.*+««  »»W  Ctg*  g'A')Ä*+(pM  +  «r*V.*)(f*'4'Ä*) 
fAfl'5*.Afl  —  -  (»«M  -OrA/*,A)(*Afl'—  ih  —  Slh) 

*  -  1,    2,    3,    4       A  -  0,    1,    2    ...  « 

Arch.  d.  Math.  n.  Pby».   2.  teihe,  T.  IX.  28 
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Diese  Gleichungen  zusammen  mit  den  Anfangsbedingungen : 

=1,  =  0,  /s*  -  0,  -  p 

«h^o  0  0»  m2*>  —  1»  ^hy)  "  0,  m4K)  =  0 

PiM)  e  0»  /^o  *™  P»  Ps*  1=3  1»  ^4*0  ~  P 

9i*  =  0,  5„0  =  0,  5Sl0  —  0,  g4l0  =  1 

welche  sich  aus  den  Gleichuugen  (19)  für  h  —  0  ergeben,  bestimmen 
alle  Grossen  /*,a,  tom,  pk,h,  qkx 

Wenn  wir  setzen 

und  ferner  berücksichtigen,  dass 

C0=S  +  S',    D0  =  -»(5-6"),    ^o-^  F0=-iL 
6'W|i  Z)w|i  —  —  iS,,        A'w,  +  i  =         FWfi  «=  —  «X, 

r.o  folgt  aus  deu  Gleichungen  (19)  für  fc  =  m  +  l: 

'       ÄjCos^  —  (S-f  S')/,co8  7)  -i(S  — S')/,siug> 
-f-L(/asint/>- tf4cosy) 


(20) 


— iS,  sin  <p,  —  (S-\-S')  w,  cos  <p  —  »(5  —  S ') m„  sin  <jp 
4-  £(tn3  sin  V/  —  ?  to4C08  y) 

Z^sini^,  =  (.S +  £')/>,  cos  <p  —  »'(S  —  S')/>4sin<p 
-|-  /,( 7>s  sin  y  — ?>4  cos  v) 

—  tXjCOS^  =  (S+S')qj  cos q>  —  i(S  -  S')$fsin<p 

-|-  Z.((738in     —  tqA  COS  l|>) 

In  diesen  vier  Gleichungen  sind  die  Grössen  S',  St,  L  und  hx 
noch  unbestimmt.  Denn  S  und  <jp  siud  durch  die  Natur  dos  ein- 
fallenden Lichtes  gegeben.  Die  Grössen  <p, ,  und  y,  werden  durch 
die  Gleichungen  (18)  und  (18a)  und  die  Grössen  /*,  m*,  ;>*  und 
durch  obenstchendo  Gleichungen  bestimmt.  Jetzt  müssen  wir  aber 
auch  L  und  £,  durch  die  Tatsache  bestimmen,  dass  longitudinale 
Wellen  im  ersten  und  zweiten  Medium  nicht  auftreten  dürfen.  Ks 

siu  y\>  =  sin  y  J/  ^     sin  t^,  =  sin  <p  |/^ 

Dio  Dichtigkeiten  1  und  «,  sind  ihrer  Bedeutung  nach  endliche, 
positive  Grössen.  Auf  Grund  gewisser  Untersuchungen  der  Elasticitats- 
theorie  müssen  wir  auch  die  Elasticitätscoustanten  q,      p,  und  fsx 
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positiv  setzen.  Sobald  wir  also  nicht  p  and  et  unendlich  gross  an- 
nehmen, erhalten  wir: 

sin  ir  <  1  und  reell,      sin     <  1  und  reell 

für  alle  Werte: 


Damit  für  diese  Werte  von  <p  die  longitndinalen  Wellen  im  ersten 
and  zweiten  Medium  verschwinden,  müssen  wir  setzen: 

L  =  0,       Lx  =  0 

Dann  sind  aber  diese  Functionen  gleich  null  für  alle  Werte  von  ?, 
weil  sie  für  ein  endliches  Intervall  vou  g>  den  Wert  null  haben. 
Denn  wir  müssen  offenbar  annehmen,  dass  L  und  Lx  endliche  und 
stetige  Functionen  von  g>  siud.  Demnach  verwandeln  sich  die  Glei- 
chungen (20)  in 

cos  <r  sin  a> 

1      v    1         1  sin<jp1  -sinVl 
0  —  (S +  8')pt cos <p  — i(S  -S')p*sin;> 
0  =  (S-f-S')g,  cos  g>  -  i(S  —  8')qtnnq> 
Aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

0  -  (8+8')  ( ^-  +  ~^~)  cos  tp-W  -S')  (  ili  +    mt  )  sin? 
v    *     '  \cos<jP! n  8iny,y      r     v         '  Vcos^j  1  sinqp,/ 

Diese  Gleichung  kann  mit  den  beiden  letzten  von  den  vier  Gleichungen 
nur  dann  zusammen  bestehen,  wenn  die  Bedingungen  erfüllt  worden : 


(21)  j 
Bezeichnen  wir  jetzt 


-  0 


I  7>i  />*  I 


-  o 


(22) 


1  cos  <r,  2  cosg, 

Xf,         coscp  sin<p 


a.i» 


Digitized  by  Google 


35(5 


Wehn  er:  Ueber  die  Reflexion  und  Brechuntj  de»  Lichte* 


so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Grössen  S'  und  S,  die  früheren 
Gleichungen  : 


(9)    St  -  Jf(S+S')  +  iA(S-S')  -  M'{S+S')+N'(S-S') 


Um  die  Grössen  /j  .  .  J4,  mt  .  .  m4,  .  .  j>4,  .  .  </4  zu  be- 
stimmen, nehmen  wir  die  Anzahl  m  der  Uebergangsschichten  zwischen 
den  beiden  Medien  unendlich  gross,  die  Dicke  einer  jeden  unendlich 
dünn  und  setzen  die  Dicke  aller  Schichten  zusammen: 


für  das  Intervall  z  =  0  bis  z  =  c  als  stetige  Functionen  von  z  be- 
trachten.   Wir  wollen  dieselben 


nennen.   Es  wird: 

tk  f  1  —  t'+<te\    l*,h  1 1  =■         dlk\    mkj,  \  i  =  mt'  +  r/m*' 

Dadurch  verwandeln  sich  die  früheren  Gleichungen,  welche  zur  Be- 
stimmung der  Grössen  hjh.  w*,/«,  ?>M  »»d  </*,/,  dienen,  in 

d.t'lk  =  h'd .  ef(l  —  2  sinV )  4-  «  Wctg  V  +  j>*'</.  * '  (1—2  sin*g>') 
rf.£W  «-  2mk\l.c'a\\\*<p'—aB'lh' dz- 2qk'd.£' sin*?' 

d.t'pk'  =  2/t,d.8'8in»g)'+2f»*<«/.«'8inV+«'fl*,rf' 

.If^'  «»'#/.  «,(l  —  2sinV)+fl*'rf  .«'(l— 28in*<p')-«;»*'ctg*^,«fc 


dann  können  wir  die  Grössen: 


f*\  (fh'f   n\  hM  ja.*,  qkj>> 


s',    y\    y\    /*',    mk',    pt\  qk' 


k 


-1,    2,    3,  4 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 


«0>*'etgV-'O 


</(/*'  +f>*') 


«(nik'  CtgV-ftf*') 


<i.f'{mfc'(l  -  28inV+2gt'sinVj 


-(/f'{/*'(l-2sinV') 
+  2fV  sin  V  ctg  VI 

««'{2wu'cosV—  «tf'0  -  2  sin  VI 


dz 


d.  t'{2fr'8inV— rt'd  -2sinV)} 


*  =  1,    2,    3,  4 
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Setzen  wir: 

JT4\    «*'(l-2smV)-f-2./4-sia^'  -  *Y 

t  =  1,    2,    3,  4 
so  gelten  für  die  Xk\  IV,  l\\  »V  die 


mit  den  Bedingungen  fär  z  —  0 : 

=  0, 
17/  =  1, 

HV-  2sinV, 


jy-l. 

«0 

iv  -  o, 

=-  1 

r,'  =  i- 

2siu*<p> 

»v 

=  0 

»,'=  0, 

»v 

-0 

-  2sins<p 

=  0 

Wir  wollen  aber  A*,  (/*,  rt,  w*  als  partieuläru  Losungen  der  Dif- 
ferentialgleichungen (23)  nehmen  mit  folgenden  Bediuguugou  für  *-(): 

/  X,  -  1,  X8  s  0,  X3  -  0,  A4  =  0 
)  CTt  -  0,    CT,  =  1,    l/a  -  0,    l/4  -  0 

(24)       J  ^  -  o,   \\  =  o,   r3  =i,   k4  -  ü 

1  Wi  =  0,    >V,  -  0,    Wa  -  0,    WA  -  1 
Dann  wird: 

AV  =  A,  +  2A4sin»<r,  *t'  -  A'j-f-J^d  -2sin>cp) 
ü/  -  t/,  +  2t/4smV,  -  ^(-f//3(l-28iuV) 

iy  -  rt+2r4sin»<p,  vy  =  v,  +  r,(  i  -  2shiV) 
ny  =  ws+2  »M« V   w't'  -  iri  + 11  »<l  -  2siu,»> 
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JTS'  =  A,-.Y4(l  -2sin*<p),  X4'  =  -  ^  +  2*58*11*9 

U3'  =  Ut-  U4(l  —  2sin»T),  IV  ^i+2 £/3  sin»? 

F3'  =  T,  -  K4(l  -  2sinV),  V4'  Vt  +  2  K3sin*tp 

TVa'  -  W2  -  »r4(l  -  2sin«qp),  WA'  ~  -  IK,  +  2  TT,  sin  V 

Aus  diesen  Gleichungen  und  denjenigen  auf  Seite  357  folgt: 

W  -  {üa+2ü48inVI(l-28in«9>')+{^H-2^48inV} 
V  -«{üi+üa(l— 28inV)ld— 2sinV) 

f3'  »  {t/1~U4(l-2sinV)}(l-2sin«(p') 

+{ir,_FF4(l_28iuV)} 
//  =  {-U1+2f78sinV}(l-28inV)+{--^i+2W33iiiV} 

»V  -  {^s+2Jr48iu8<p}2sinV'+{^+2K4sinV} 
m,'  =.{A\4-^s(t-28inÄ<3P)}28inV+{  1 1+  r8(l  -2sinV)} 
m8'  =  {^-Jf4(l-2sinV)}28in'<p'+{rs--l4(l-28inV)} 
OTi'  =  {-^+2^sinVr}+{-^+2r8sinV} 

pj.  _  { ^+2 1/4sin VI 2sin«9'- { T*Vf2 lV4sin*y} 
r*'  -  {^4-^(l-2sinV)}28in*g>'-{TK1+ir3(l-2siuV)} 
,>8'  ~  {[/2-t74(l-2sins<p)}28inV-{^-^4a-28iu«9)} 
P4'  -  {-I/^l/aSinM^sinV'-l-  IV,+21V88inM 

«/  -  "  |^+2^4sinV} (1  -  2sinV )+{ M"2  r48in»f} 

5,,'  {X1+A'8(l-2sinV)}(l  -2wnV) 

+  {M  K3(l-28inVI 

5s'  =  -{jr,-jr4(l-28inV)}(l-28inV) 

+1^-^(1— 2sin»<*>)} 

q4'  {-^+2JT3sin*(p}(l— 2sinV)+i-  ^i+2  F3sin»qp} 

Diese  Gleichungen  liefern  für  2  —  c  die  Werte  ,  u.  s.  w.,  aus- 
gedrückt durch  Xk,  Uki  Vt,  Wk.  Letztere  Grössen  werden  durch 
die  Differentialgleichungen  (23)  und  die  Grenzgleichungen  (24)  be- 
stimmt.  Wir  erhalten  ans  den  Differentialgleichungen: 


(25) 


x  -  x.  -  « /  j  u  (i-  g^)  +  8J7)  * 


0 

z 
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t  V  —  «l'n  — « 


.  /  ...      •    -18111*0»  \l 

+  f;(i-48mV+  siuv)j«'' 


u 

Dabei  bezeichnen  JT0,  F0,  T0,  W0  die  Werte  bezüglich  von  A», 
F»,  IV*  für  z  —  0.    Indem  wir  aof  diese  Gleichungen  danm-Um  Vei  ■ 
fahren  anwenden  wie  früher  auf  die  Gleichungen  für  Z  und  Y  [HmUt 
£49],  ergiebt  sich: 


*  -1  /'/'S      *,h*»  4        '''      1  /  / 

0  M 


i,  x. 


.1-0;  •  »  ' '  .  «•  .  'k, 


-       '      '  V 


-.  •  • 


/  ( 
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2rinVt'(g|'--2gt'ginV>')l 

sin1*/  S dZtdZi 


«,'+€t'(l-48inVi')+«/ 


0   0  0 
28inV/(ti'— 2f/8inV>'+Q 
siuV»' 


+ 


ts'8inVt'. 


X 


V      sin V4  /         L      smVa        e,  8iuV* 
_■  *i'+*i'(l-48inV,')  _  28inW(iI'-2i,'Mn'y>'n 

fa'siu^,'  fs'8iu^,'8inV$' "     J  X 

X  (l-4siuV4'+  )|  r/z4 r/*8 - . . . 


*8  *i 


SWi-a  j  f/rfz,-««  f ff  V(l-4sinVi')+«3' 

0  660 

28inV(g/~2f/gin»g>/+f/)        f,V  \  ,  ,    ,  , 


0 

3  «1 


J  J  J    U     sin  Vi   ^  t,*8inV* 


0    0  0 


+  «f'8inV,'siiiVi'J\     siuV3'  / 

f/(l-4BinV)+f,'  28iü'y/(2t/8inV/-f,Q( 

«s'siuVa'       "t"    «3'siuVi'siuVs'  ) 

dzsdztdzl  — . 

J  J    \      sin  Vi  ff'sinVt 


0  0 


~4  "3  ~3f 
'»  /> 


0   0  0  0 


siuVi'  ft'sin*9>s' 
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t3  sin 
+ 


sjnV,'     II    _  2sin V      r/d^  isitiV,') 
Vj'sin^^JL     sin>3'  "f4'8iii*g>4' 
4g3'siny3'  |  gl'(l~4siuIy/)+y 

2gin»yl'(2e/gin»»/-tt#) 

T.  vi    ^  •  *      i         2sin2<pl'(2f/sinV,/-fa')  I 
+  [f,  (l-4s.nV,  )+*,'+  — — 1  ^-P-  tJ jX 

z 


3    z3  28 


+tt>J'ff  )ff,'(l-48inV,')+t,' 
28inV,'(2f, 'sin'v/— £,')]/  2sinV3'\ 


+ 


r  _  2siiiV  V(l-4siiiV) 

4f,'siu4(jE)1'    ]/  _    t  .  4smlq>3'\\  ,    ,  , 


*fVf  0^/*  {e/(l-48inV,,)+«,' 

0  6 

2sin*(p/(2fI'sinVi  '-'•/)! 


+ 


t      Z4     Zj,  *s 


6  i)  b  o 

28in»y1'(2fI'siüV1/-f><— g4f)     g,V(l-4sin  V) 
sin*»,'  r^i«v" 


e2'sinJ<jp, 


4g/g4'gin«y/  ]  /  _  2sin  V\ 
■♦"^'siu^'sinV/JV      sinVa'  / 

+,  {l_  2-sin *?L  _l  ii^iz^iP^il) 
1  fj'sin*«!',  sm^  J  V  a  1  siu*i/V  / 
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V*4(l-48in»y|'H-g,V 

,  2y8iny/(2f1'siüyl'-oi  , 

+        ^'siu't/VsW,'  j  A*  - '  •  • 


2  22 


1  /»   /»   (         1  1 

0  0 


'4    *S  *t 


0  0   Ü  0 

1_  2sinV  /  1_    1  \ 

4siny3')  4f8'8in4gV  1 
«/fs'sinVi'sinVs'  +  ejVsin^'sin*^  '8111*73' J 
/      28in'yy\  ,  _  1  ,  _JkinV 

tf'<l-4ginW)-Ha'  ,  V  , 

,   4f8'8in*g>8<-2!3lsiH2<fs'  (  ,    .    ,  ^ 

S  -  «  /i^sW  -     ./!//  Uff 
0  0  0  0 

+  8inV     8inV  W8"»*  Vi' 

.       1      \  ,  f»'(l-4sin»qy) 


 4f>'8inigpg'  )      ,    ,  , 


28ioV«'  ,  f2'(l~48inV/) 


«'ir  1  t  rru  mov,'  va^r 


0  0 

_4e,-8inV^  \ 
'  «j'sin'yi  sin1!//!')  ^ 
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0  0  0  0 

ts'       ,  4gg  sinV,'— 2f3'8inV,1  /  2sinV4'\ 
~^     sinVt'  «^Bin^i'sinVs     J  \      8in*y4'  / 

,    ,f  1       ,        1       ■  1__  WgV 

[tt*  sin  Vi     f/sinVi      *a'  sinVj'  sinVy 

^(l-48inVsf)   4ff 'sin  V         1  x 

"♦"f.VsiuVi'siüVa'^"  fi'^'sinVVsHiWsinV.'J 

X  (l-48inV4'+  g?^)}  " 


*-*f ff  \*-\ 


2sinVx' 
siii'Vs' 


0   0  0 


4-  — =  ;  o  — :  ~ i  «*s  <ht<lzt  -\-  •  •  • 


+  *f'  siuV,'     «s'sinVi'sinV»' J  V     «nW  / 
1       _  2»inW 
V  sin  Va'  f8'8inVi'sinV»' 

4-  — —     i2  -r — rr?l     ''»s  f/ci "~  •  •  • 
~f,V«n Vi  sinVa  ) 

-1 t/4 — *ff  (f7Hv  +  r;  sinvV 

0  0 
2sinVi' 


 2sm'9i    _(  .  f2s 

3     s4    *3  H 

+alJfff  +  «7^ 


sin  Vi' 
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_      28in*T/__  1  /      2sin  V  ,  4sinVa') 
Vsiuty,'siii  VJ  \      8iu«i»s'  +  e«"'sinV4' 

,      4fa'8iiiVV     \  ,  __J   28in8g)/  _ 

"'"f/siuVä'sinW/  es'8iu*^s'~  fa'sinV/sinVa' 

+  hL  ,    !  _  2sh?V  .  x 

^f/fa'sinVi'sinVs'^  L      ««Vi'  ^  VsinVi'J 


,  [_!_+  __L_  2!l5!?._'  _1  x 

'  Lfi'sin,i|,1'  '  *,'sin*<p»'  c^sin'^j'sin^'J 
Xf3'  (l  - 48iu V3'+  jj^f?- )}  *fea 'fe,  'fe,  - . . . 


S  2v 


0  0 

*4  -3 


0   0  0  0 

' siiiV«'      fj'sin^U'g'siuVs'J  V      sin*v*3'  / 


^  Lfi'sin^,'^  fj'sinVt' " "  f,'siu*WsiuV,'J  A 

Xf,'(l-4sioV+^) 
,  [      1   28in*Vl' 


Um  die  Ausdrücke  für  J,,  /,  .  .  . ,  welche  aus  dou  GIcicbuugcn  (25) 
folgen ,  zu  vereinfachen ,  leiten  wir  aus  deu  Differentialgleichungen 
(23)  einige  Relationen  ab    Sind  A*,   Um,   Vä,   IV*  und  X*,   Ukt  F», 
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Wt  zwei  beliebige  Systeme  von  partieulären  Lösungen  dieser  Differen- 
tialgleichungen, so  ist: 


F  (n 


<lUk        |r  r/Li 

'^/T  -  u  ,/s 


—  La  -  -  . —  —  tu  — -y 
th  tlz 

{YkXk-  WXk)  -  Aa 

-  Xk 


Darans  folgt : 


'/  «       JTa  -V* 


l'i,    Vk  i 


und  hieraus: 


(27) 


"i 

*3 

'3 

«'« 

»3  ! 

»'s 

*4  i 

in, 

Vi 

'* 

/'.. 
•» 

IT2 

A'4 

'* 

'  « 

U* 

ir4| 

»* 

»4 

A4 

<3 

r4 

»3 

"r4 

; 

»3 

»4, 

:0, 

0 


0 

ü 

denn  Xv  Aä  .  .  .  müssen  deu  Anfangsbedingungen  (24)  genügen. 

Indem  wir  diese  Gleichungen  auf  beiden  Seiten  mit  geeigneten 
Determinanten  multipliciren  und  dann  addiren'),  erhalten  wir  die 
vier  ersten  von  den  folgenden  Gleichungen: 


im 


xs 
l  - 


A3  I 

'3 


\*  A-i 


:»  I 


l)  Vergl.  Von  der  Mühll,  Math.  Ann».,  V.,  S.  525. 
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(28) 


Wuhnen  Ueber  die  Reflexion  und    Buchung  de»  Lichtes 

.  0 

:0 


E 

* 

e 


i 

w* 

'  vt 

v4 

r>  1 

w, 

xx 

y 

l\ 

Vi 

Va 

>3 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  ergeben  sich  auf  folgende  Weise: 
Wir  multipliciren  die  dritte  Gleichung  mit  e'  und  differeutiireu: 

*      dt  dz  dz 


dz 


Mit  Rücksicht  auf  die  Differentialgleichungen  (23)  und  auf  die  erste 
uud  vierte  der  Gleichungen  (28)  können  wir  diese  Gleichung  ersetzen 
durch : 


Xx  Xa 
\vx  \\\ 


+ 


<1 


Va 
Va 


r 


-0 


Aus  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  (27)  folgt: 


Xa 

x> 

1  L\  <  4 

^1 

W4 

1  r,  n 

+ 


Die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  köuncu  durch  die  oben  ge- 
wünschten ersetzt  werden. 


Aus  den  Gleichungen  (27)  und  (28)  folgeu: 


i 


V  V  !  ,  !  ?V  p* 


(29) 


mx  m^' 


m3'  ro<* 


+ 


+ 


Pl  P*' 

5,'  <!*' 

Pl  p*' 


(30) 


0, 
f 

I'- 


m3'  in« 


+ 


Vt  P* 
I  <lt  1s 

Vt  P*' 

i  9b'  944 


V  V    ,  I V  fc4 

pi*  p*  ;    1  ps  />*' 


-  0 

-  0 
t 

=  £, 

-  0 


i  9t'    9*  I      l  9i'  1*  ! 


'      -  Pl'  Vt     I    M  />*    P4'  I 


-  o 
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(30) 


V  9»'  9t  , 


m3'  ro4 
9*'  <l< 


"    ^       9i'  9,'     ^  I  93'  1*' 


Nehmen  wir  diese  Gleichungen  für  z  =  c  und  verbinden  mit  ihnen 
die  Gleichungen  (21),  so  ergiebt  sich: 


/l  '*  1  = 

i 

—  t 

i 
i 

Pi 

P* 

's 

-  0 

9a 

9* 

i 

m3 

U 

7«4 

i- 

Ps  P* 

'Ys 

9* 

J>S 

m3  rn4 
9s  9* 


=  0 


Diese  Gleichungen,  die  Relationen  (21)  und  die  für  z  —  r  geuomme- 
Gleichungen  (29)  und  (&))  können  wir  ersetzcu  durch 


(31) 


^  -  0,  U  =  0,  m,  = 
Pt  —  0,   i»,  —  0,  «/, 


0, 

=  0,  fh 

Pi  P< 

<Jt  9« 


0 
0 


'j 


Auf  Grund  dieser  Relationen  erhalten  wir  au«  <U  n  (lU  n  Uutwtt  V/:$r. 

-Ä  —  - 


(32) 


....  r, 
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H',  -2  ü3sinV      — 2t'|SinVi+  »i 


1— Ssin^y,  1— 2siii*v 


(32) 


fh  ™  —  X,+X*(l  -2siu*v)  —  A4(l— 2sinVi)— I"4 


2>-  '  4(1— 2sinV)  -Äyi—2singv))+V^ 


2sinVi  2siu*qp 


c.   Verglcichung  der  Formeln  mit  den  Tatsachen 

der  Beobachtung. 

Um  unsere  Formeln  mit  den  Tatsachen  der  Beobachtung  zu 
vergleichen,  müssen  wir  zur  Darstellung  der  Aetherschwiuguiigcii 
statt  der  bisherigen,  complexeu  Ausdrücke  die  reellen  —  oder  ima- 
ginären —  Teile  derselben  wühlen1)  und  zusehen,  ob  die  so  ge- 
fundenen Werte  sich  mit  denjenigen,  welche  die  Erfahruug  liefert, 
in  Einklang  bringen  lassen.    Dio  Erfahrung  fordert,  dass  erfüllt  sei : 

I.   Das  Brechungsgesetz  von  Descartes  ist: 


bezeichnet  ciue  von  der  Beschaffenheit  der  beiden  Medieu 
abhängige,  positive  Constantc. 

II.    Die  Intensität  des  einfallenden  Lichtes  ist  gleich  der  Summe 
der  Intensitäten  des  reflectirton  und  gebrochenen  Lichtes. 

III.  Bei  partieller  Reflexion  eines  geradlinig  polarisirton  Strahles 
ist  das  reflectirte  und  gebrochene  Licht  geradlinig  polarisirt, 
aber  unter  einem  anderen  Azimuthoals  das  einfallende  Licht. 


1)  Vcrgl  Von  der  Mühll,  Mntb.  Antn.  V.  S.  495  etc. 
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Bei  totaler  Reflexion  eines  geradlinig  polarisirten  Strahles 
ist  der  reflectirto  Strahl  im  allgemeinen  elliptisch  pola- 
risirt. 

Indem  man  die  leuendige  Kraft  für  ein  rechtwinkliges,  von  zwei 
einfallenden  Wellcucbcneu  begrenztes  Parallelepipedon  berechnet 
und  ebenso  für  die  entsprechenden  gespiegelten  und  gebrochenen 
Parallelepipcda,  in  welchen  nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  die 
Bewegung  d<  s  ersten  enthalten  ist,  ergiebt  sich  aus  dem  Gesetz  (II): 


(II) 


*  sin  ii  cos  <p 
1  fj  SUJ  (ft  cos  tfl 

MN-f-M'N  —  __,sjnVcosV_ 
'  fj  sin  (pt  cos<r, 


Die  Gesetze  (III)  liefern  *)  uuter  der  Annahme,  dass  die  Schwin- 
gungen geradlinig  polarisirten  Lichtes  senkrecht  zur  Polarisations- 
ebene  stattfinden,  die  Bedingungen: 

M  =  il/cosqp  cos  qp,-|-A''  sin  <p  sin  <p, 
N  =-  A'cosy  cos<Tj-j- J/'siuipsingp, 
M '  =*  M' cos cp cos (px  -j-  A "sin  y  sin  gr, 
N '  =  y  cos  rp  cos  rpi  -\-  ^/siu  if  sin  qo, 

hingegen  unter  der  Annahme,  dass  diese  Schwingungen  in  der  Pola- 
risationsebene stattlinden,  die  Bedingungen: 

jWcosqpcosqrv  A'sinqpsin^, 

a         COS(<JP— (pJcOSC^-fqP,) 

A'cos  <p  cos  <p,  —  M 'sin  <jp  sin  7 , 
"      COS((T—  <fi)  cos  i'P  +  q?!) 

OH')  < 

il/ eos<p  cosqp, —  A  sin  (p  sin  7, 
COS(qp  —  qp,)cos(<p-j-  <T|) 

cos  <p  cos (f ,  —  J/ sin  <jp  sin  7 1 
A     =  "co8(<jp  —  <p,)eos~(<p +  <?>,) 

Nach  den  Gleichungen  (18)  und  (18a)  erfüllen  unsere  Formeln  das 
Gesetz  (I);  es  ist: 


Auch  den  Gleichungen  (II)  wird  stets  genügt,  der  ersten  der- 


1)  VorSl.  Von  «ler  Mühll,  Math.  Ann  V  S.  500. 
Arek.  d.  lUtli.  u.  PbjP.   2.  Reih«.  T.  II.  24 
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selben  wegen  der  Gleichungen  (13)  und  (17),  der  zweiten  wegen  der 
Gleichungen  (22)  und  der  vorletzten  der  Gleichungen  (31). 

Damit  die  Bedingungen  (III)  erfallt  werden,  muss  seiu: 

Zx  cos*?,  +  F2  sin'y 
ZsCOS*qpcos*<pj  —  F, 
F,  — Zt&\niq>8\ix9<pl 
F,cos*y+J^8inV 

Zur  Erfüllung  der  Bedingungen  (Hl')  ist  notwendig,  dass: 

yn  cos'y!  —  sin*? 
cos(y-«f1)cos(v  +  ^) 

Zt  cos  Vcos^/,,  -f-  F, 
cos  (v»  —  ^)  cos  (y  +  ^i) 

Yt  -f-  Z*  sin*y  sin*?! 
cos(?— ?,)cos  (?,+?), 

F,  cos2?  —  £t  sin  Vi  _ 
cos  (?  —  ?, )  cos(?  +  ?, ) 

Dabei  werdon  die  Grössen  /„  7a,  »«„  wa  durch  die  Gleichuugen  (32) 

und  (26),  S.  359  -  364  die  Grössen  Z\,  Za,  F„  ~F,  durch  die  Glei- 
chungen (16)  S.  349  bestimmt  Köiinte  man  diese  Grössen  nach 
steigenden  Potenzen  von  sin?  entwickeln,  die  Werte  in  die  Glei- 
chuugen (33)  bezüglich  (33')  einsetzen  und  diese  Gleichungen  in  der 
Form  /-'(sin?)  —  Oschreiben,  so  würden  die  Coefficicutcn  aller  Po- 
teuzen  veu  sin?  gleich  null  werden. 

d.   Green's  Annahme  p=-o>. 

Unsere  Formeln  sind  abgeleitet  worden,  ohne  dass  wir  irgend 
welche  beschrankenden  Voraussetzungen  über  die  Werte  der  elasti- 
scheu  Constautcn  getroffen  haben.  Auf  Grund  unserer  Rechnungen 
können  wir  aber  auch  die  beiden  Fälle  beurteilen,  wo  die  Elastici- 
täticonstanto  q  entweder  unendlich  gross  oder  negativ  gesetzt  wird. 

Setzt  man  mit  Green  q  -»  oo,  q%  —  od,  so  wird  man  kaum  ver- 
meiden köunen,  eine  entsprechende  Annahme  auch  für  die  Grenz- 
schicht, welche  einen  stetigen  Uebergang  zwischen  den  beiden  Medien 
vermittelt,  zu  machen.   Es  wird  also  auch  e>/  —  oo. 
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Wegen     


flfh 

folgt  daraus: 

sintjV  =  oc,       viS  ■=»  od 

ferner : 

COSy»  =  «(X,     COS^A,'  —  ±*OC,    C03V!  "  — '  <* 

Setzen  wir  diese  Werte  und,  iudem  wir  die  Bezcichnuug  andern, 

Lh  sin  yv/  in  Z./,,    j»//,sintK  in  3/}, 

in  nnserc  Gleichungen  ein,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der 
Grössen  S  und  *S",  die  aus  (20)  folgeuden  Gleichungen: 

»Sjcosqp,  -=  (S+S')iiCos<p— HS-S'^shup-t-Lili+lt) 
(2C)         \  — »SjSiuy,  =  (S-\-S')m  ^ost^  —       &')wäsin(jp4-£("'j-f  ™4) 

^        =  (^Ä,0/»,cos9-/(Ä'-Äf)p18iug'+/^,+/>4) 
— Z,i        =  (6T+S')*Zlcos<p— /(S-S^^siny+Z^-f-^) 

Durch  Elimination  von  L  und  Z,  ergeben  sich  daraus  auch 
jc»tzt  die  Gleichungen  (9).    Es  wird  aber: 


M    -  C°S(P 


7h+Qi  Pz+'te+P+H 


COS?,  */>»+(/3+?^+'i4 

siny   1  /2  VH* 


(22') 


N  =  — 

cos  <jp,  r3-l-23+7>4+(/4  I  Pt+fte  Pi+<h+ P*+<1* 


M'  -  008 * 


N' 


sin  <p,  '  j>g+*fo+f>4-h/4 

sinqp  1 

siny,  '  P3+9a+r«-hn 


;>i-f*/i  2>»4-93-f-;^+<z4 


Die  Grössen  2lf  2*  . . .  sind  mit  den  Grössen  X,  f T',  ir  eben- 
falls wieder  durch  die  Gleichungen  (25)  verbunden.  Dieso  lassen 
sich  aber  für  %  —  c  zunächst  nicht  mehr  zu  den  Gleichungen  (31) 
und  (32)  vereinfachen,  weil  wir  aus  den  Gleichungen  (20')  nicht 
mehr  die  Relationen  (21)  ableiten  können.  Die  Glcichuugcu  (31) 
und  (32)  ergeben  sich  vielmehr  erst  dann,  wenn  man  die  Forderung 
aufstellt,  dass  die  Formeln  mit  den  Tatsachen  der  Beobachtung 
übereinstimmen  sollen.  Weiter  liefert  die  Aufstellung  dieser  For- 
derung auch  jetzt  wieder  die  Gleichungen  (33)  und  (33').  Wenn 

J4» 
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somit  in  boiden  Fällen  die  Grössen  S'  -und  S,  mit  S  durch  dieselben 
Gleichungen  (9)  verbunden  sind,  wenn  ferner  die  Ausdrücke  (22') 
für  M,  N,  M'  und  N'  sich  schliesslich  za  (22)  vereinfachen,  und 
zuletzt  auch  die  Grössen  J„  /,  .  .  .  durch  dieselben  Gleichungen  (32) 
von  X,  i\  \\  W  abhangeu  und  dieselben  Bedingungsgleichungen 
(31),  (33)  und  (33')  bestehen,  so  unterscheiden  sich  beide  Fälle  doch 
in  der  Art,  wie  die  einfacheren  Ausdrücke  für  M,  N,  M\  N'  und 
die  Gleichungen  (31)  und  (32)  gewonnen  werden,  und  ferner  in  den 
Werten  X,  J',  1",  W.  Denn  die  Differentialgleichungen  (23)  verein- 
fachen Bich  durch  die  Substitution  siu  if>'  —  od  zu 


-     =  —  all 
dz 

d'  (  l  ««'(lVr+r(l~4sinV)) 


(23') 


dz 

d.  f  n 

~dz 


=  ae'(X+  V) 


In  entsprechender  und  leicht  übersehbarer  Weise  erhalten  wir  an 
Stelle  der  Werte  (26)  viel  einfachere  Ausdrücke,  wenn  wir  sineV=oc 
einsetzen.  Die  Vcrglcichung  aller  dieser  ueuen  Formeln  mit  den- 
jenigen, welche  Herr  Professor  Von  der  Mühll  unter  der  Annahme 
erhalten  hat,  der  Liehtäther  sei  incompressibel ,  zeigt  ausserdem, 
dass  diese  Annahme  genau  dieselben  Formeln  liefert  wie  die  An- 
nahme q  =  oc. 


c.   Cauchy's  Annahme  q  <  0. 

Auch  die  Annahme  g  <  0,  gx  <  0  muss  auf  die  Uebcrgangs- 
schicht  ausgedehnt  werden,  so  dass  auch  p*'  <  0.    Daraus  folgt: 

tan  y  -  —  iß,    tan  V  -  ±  iß\    tan  Vi  -  »Ä 

Dabei  sind  ß,  ß'  und  ßx  Functionen  von  sin  tp. 

Eliminircn  wir  L  und  Lt  aus  den  Gleichungen  (20)  und  sub- 
stituiien  tan^  —  —  iß,  tan  y,  —  i/3„  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
von  S*  und  A't  wieder  die  Gleichungen  (9).   Es  wird  aber: 
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\ 


COS  ^,  *  ftl+jH  \  5, '  >fj+^)  X 

\  =  — sip  y   5  

cos  7l  'pa/H-fM-f  Affc$+*4)  X 

M'  -  C0S»-   l  -x 

s.n  9l  p^-fp4+^,('/^+94)  A 

N'  -  !!£.?   1  x 

sin  9l  i»,0+|>4+ft haß+'i*) 

i  rs-f'/sft  rtß+n+ßii'hß+q*) ! 


Die  Grössen  /„  /,  .  . .  sind  mit  X,  L\  r,  ir  durch  die  Gleichungen 
(25)  verbunden.  Die  Werte  für  X,  r,  T,  IT  ergeben  sich  un- 
mittelbar wieder  aus  den  Gleichungen  (26).  Aus  den  Differential- 
gleichungen (23)  und  den  Anfangsbedingungen  (24)  folgen  auch  jetzt 
die  Relationen  (27)  und  (28)  und  daraus  die  Relationen  (29)  und 
(30)  Die  Vergleichung  der  Formeln  mit  den  Tatsachen  der  Erfahrung 
kann  hier  auf  einem  ähnlichen  Wege  geschehen,  wie  ihn  Herr  Pro- 
fessor Von  der  Mühll,  Math  Ann.  V.  S  551  bis  S.  556  eingeschlagen 
hat.  Wir  wollen  nur  noch  zeigen,  dass  auch  in  diesem  Falle  die 
Erhaltung  der  lebendigen  Kraft,  d.  h.  die  Gleichungen  (II)  erfüllt 
sind  Den  Nachweis  für  die  ersto  dieser  Gleichungen  haben  wir 
bereits  früher  geliefert,  weil  die  Werte  ^^,  A\  .V,  A"  sich  nicht 
verändert  haben.  Aber  auch  die  zweite  Gleichung  wird  immer  be- 
friedigt. Denn  setzen  wir  die  Werte  (22")  in  dieselbe  ein,  so  er- 
halten wir: 

'i  ias+u 

Pi+<lißi    Pt+toßi  Paß+Qißßi+pt+'lißi 

e 

—  f  (Puß+isßßi+Pi+'hßi) 

Aus  den  Gleichungen  (29)  folgt: 
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+ 


Pi+Qi%  Pz+'h'ßi  to'fl+to'ßßi+Pi'+W1 

Pt               Ps  Ptß+2»*1 

Vi                V  <h'ß+'l*' 

Pi+Qißt  P*+<te'Ci  Psß+'hWt+Pi'+n'ßi 


Nehmou  wir  diese  Gleichung  für  *  =  c  und  beachten,  dass  in  der- 
selben die  zweite  Determinante  gleich  null  ist,  so  erkennen  wir,  dass 
die  obige  Bedingung  stets  erfüllt  ist. 
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XIX. 

Ueber  Transversalenschnittpunkte, 
Transversalenteilwinkel  und 
Transversalenteilstrecken  im  ebenen  Dreieck  und 

Tetraeder. 

Von 

Heinrich  Seipp. 


Sic  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  seien  als  Fundamentallinicn  ciues 
Punktcoordinateusy8toms  durch 

dargestellt.  Irgend  dreien  Ecktransvcrsalen  AX,  BY,  CZ,  welche  in 
demselben  Punkt  P  im  Innern  des  Dreiecks  zusammentreffen,  ent- 
sprechen dann  die  Gleichungen: 

nß  —  Vy  —  0,    — Ao+vy  =  0,  —  0 

v    X  X 

Hierin  bedeuten  die  Quotienten  -»  -»  -   die  Sinusverhiiltnisse  der 

fi     V  f4 

von  den  Transversalen  und  den  betreffenden  Drciccksseitcn  einge- 
schlossenen Teilwinkel,  und  zwar  ist 

v  mnCAP  X  sin  AU  P  p  sin  BCP 
fi  ~~  sWßÄP'    v  ~  iinCBP     X  ~~  %\ü~ACP 

Die  hieraus  unmittelbar  sich  ableitende  Relation 

sin  CA  P  sin  ABP  sin  BCP 
( 1  >  sin  PAß '  sin  PBC '  sin  PCA  *" 
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drückt  sonach  die  Bedingung  aus,  welche  erfüllt  sein  muss ,  wenn 
die  Dreieekstrausversalcn  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt  besitzen 
sollen: 

„Die  drei  Ecktransversaleu  im  Dreieck  treffen  sich  in 
„dem  nämlichen,  seinem  Innenranm  angehörigen  Punkt, 
„wenn  das  Product  der  Siuusverhältuisse  je  zweier  zu- 
sammengehörigen Dreieckstcilwiukcl ,  in  der  cyklischen 
„Reihenfolge  genommen,  gleich  der  Einheit  ist.u 

Es  bezeichnen  nun         ß',  y'  die  Dreilinieucoordinaten  jenes 

Transversalenschuittpunlites  7'  und  1  .      V  die  Verhältnisse  der  durch 

m    u  q 

den  letzteren  auf  den  drei  Trausversalen  gebildeten  Abschnitte  und 
zwar  jedesmal  das  Verhalt niss  des  dem  Eckpunkt  benachbarten 
Transversalenabsehuitts  zu  dem  der  Gegenseite  zuuächstliegeudcn. 
Alsdann  hat  mau  z.  B  aus  der  obigen  Gleichung  der  Transversalen 
liY: 

a'  v 

Für  die  Transversale       folgt  nach  der  Theorie  des  Teilpuukts: 

c  sin  B .  . 

a'  ~  -l   uud   f  « 

7+1  7+1 

wobei  yx  den  normalen  Abstand  des  Punktes  X  von  der  Geraden 
AB  bezeichnet.    Man  hat  somit  andererseits  auch: 

,  csmB.. 
«  i 


y'  yx 

oder,  wenn  noch  J  für  den  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  gesetzt  wird, 

2J  m 


a  l 


y  yx 

Zur  Bestimmung  vou  yx  combiniren  wir  die  aus  der  Figur  zu  ent- 
nehmende Relation: 

cyx+bfix  -  2<* 

mit  der  aus  der  Gleichung  der  Transversalen  AX  folgenden  Gleich- 
heit: 

ßx  -  -  .  yx 

und  erhalten: 
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7X  ^  <7i  -\-  l  v 

Hiermit  crgicbt  sich  für  das  obige  CoordinatenvcrhUltniss  -;  der 

Wert:  7 

n'  -f-  "i 

aus  dessen  Gleiehsctzung  mit  ?  endlich  das  Tcilstrcckenverhttltniss 
für  die  Transversale  ytA'  sich  berechnet,  nämlich: 

t  =  «  i^v-j-tAu'    *'urc"  entsprechende  Buchstaben  ver- 

tauschuier  folgt  hieraus: 

K  }         <  1*.-  -7------  und 

m 

Mit  dem  soeben  erhaltenen  Ausdruck  für  y  und  dem  früheren  für 

a'  berechnen  sich  unter  Anwendung  entsprechender  Buehsabcnver- 
tauschung  nun  leicht  auch  die  Dreiliniencoordinaten  des  Transvcr- 
salcnschnittpunkts  P.    Mau  erhält: 

o  —  2J 


(3)  {    ß'  =  2d. 

/      '2J  . 


a,u  v bkv -\- ckp 
kv 

nnv  -\-bkv~\-  bkfl 

lt>  

nuv  -\  bkv-\-ckfi 


Anwendung  auf  einige  besondere  Fälle. 

1)  Sind  die  Ecktransversalcu  die  Wiukelhalbirungslinicu  im 
Dreieck,  daun  wird  k  =  u  <=  v  und  damit 

«'  =  ß'  =  v'  =  a+>+c 

—  9 

d  h.  gleich  dem  Radius  des  dem  Dreieck  ABC  einbeschriebenen 
Kreises,  wie  bekannt. 
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2)  Sind  die  Ecktransversalcn  die  Medianen  des  Dreiecks,  dann 
lauten  ihre  Gleichungen: 

ysiuC*— ßt\\\B  —  0,    «sin^  — ysinG'=  0,    —  a%mA~\-ß%u\B  —  0 

und  es  ist  dementsprechend  in  (3) 

,  sin  B  .  sin  C 

f        sin  A'  sin  A 

zu  setzen    Damit  erhält  man  zunächst 

sin  ÄsinC 


'  asiuÄsiu  G'-f-^sin  a  sin  C-\-c*\\\Ai\xi  B 
Zur  Vereinfachung  dieses  Ausdrucks  kann  man  sich  u.  a  der  Formeln 

sin/fsiuC  =  9 
a 

und 

«sin  /isinC+isin  ylsin  C-\-c  sin  As'mB  =  3g 

bedieneu,  in  welchen  g  den  Abstaud  irgeud  zweier  zusammenge- 
hörigen „Nebcnhöhenfusspunktc"  bezeichnet,  d.  h.  den  Abstand  der 
Endpunkte  der  von  dem  Fusspunkt  irgend  einer  Dreieckshöhe  auf 
die  Nachbarseiten  gefällten  beiden  Lote.  (Vgl.  §  1,  sowie  die  For- 
meln 32  und  134  in  des  Verfassers  Schrift:  „Beiträge  zur  Kenntnis 
der  Eigenschaften  des  ebenen  Dreiecks,"  Halle  a./S ,  1886).  Mit 
Benutzung  jeuer  Formeln  und  der  Beziehung 

«  -  ha 

worin  der  Index  a  die  zur  Höhe  gehörige  Dreiecksscite  andeutet, 
folgt  nun: 

a'  —  *rt    Ganz  entsprechend  ist: 
ß'  -  3*  und 
y  -  3 

wodurch  der  bekannte  Satz  vom  Dreiccksscliwcrpunkt  bewiesen  ist 

3)  Lauten  die  Gleichungen  der  Transversalen: 
ycosB  —  ßcoiC  =-  0,    acosC  — ycos>4  —  0,     acos  l> '—  ßcosA  —  0 
ist  also 
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cos  A  v  cos  A 
cos  B%    k  ""  cos  C' 


dann  ergiebt  sich  zunächst: 


a'  -  2J. 


a  COS  4  -\-b  cos  #-f-  c cos  C 


and  nach  kurzer  Rechnung  schliesslich 


Punkt  P  ist  in  diesem  Falle  das  Ccntrum  des  dum  Dreieck  umschrie- 
benen Kreises  Tom  Radius  r 

4)  Aus  den  Gleichungen: 

ycosC— 0cosZ*  —  0,     acos/1  — ycosC'  =  0,     «cos^  —  /Scosß  =-  0 

für  die  Dreieckshöhen  liefern  die  Ausdrücke  (3)  die  Coordiuatcn 
des  Höhenschnittpunkts : 

a*  —  2rc08ßcosC,    ß'  =  2rcos^4cos6;  y'  =  2r  COS  4  COS  B 
Bei  der  hierzu  erforderlichen  Rechnung  kann  die  Formel 


(l.  c.  §  47)  zur  Anwendung  gelangen. 

5)  Die  Gleichungen  der  Transversalen  von  den  Eckpunkten  A, 
/*,  C  nach  den  gegenüberliegenden  Berührungspunkten  des  dem 
Dreieck  einbeschriebenen  Kreises  ergeben  sich  leicht  wie  folgt: 


Sie  lassen  den  bekanuteu  Satz  erkennen,  dass  die  Berührungstraus- 
versalen  sich  in  demselben  Punkte  treffen.   Da  ferner  hier 


aC08  ßc08  C-f-*C0Si4C08  C-\-CCOSA  COSÄ  =  g 


cos«  g  y  —  cos2 .--  ß  —  0,    cos'  g  a  —  cos*  ^  Y  =  0 
—  cos*  ~  a  +  cos*  §  ß  —  0 


uud    v  =  A 


so  geht  der  erste  der  Ausdrücke  (3)  über  in 
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cos1  q  cos*  o 


«cos      cos2    +  b  cos2  2C0S  2  '  CCÜS  2  00  2 

wofür  mau,  wenn  mit  Hilfe  des  Sinussatzes  b  und  c  in  a  ausgedrückt 
werden,  auch  schreiben  kaun: 

0j  cos*  -  eos*^  sin  A 

^    ^  ^  . —  — ,■   _  ^  T     —  , 

cos*  „  cos  -  sin  A  -j-  cos55  2C0S  osin  /y  +  cos  •> cos  2  Sin 
Nun  ist,  wie  leicht  zu  crweiscu: 

cos2  ~  cos2  ^  sin  A  +  cos2  :<- cos2  ^sin  Ä-f  cos2  ^  cos2  *  sin  C 

A      B      C(1  A      B  C\ 

=  2  cos  4)  cos  ^ cos  2  U  +  8iu     sin  ^  81  n  «>  ) 

Hiermit,  und  da  bekanntlich 

«2sin  ^sin  C  a 

also 


A  2  sin  ,4     '  2sin".4~r 


A  sinvf  =»  rsin  A  sin  #siu  C 
a 


ist,  rcducirt  sich  der  obige  Ausdruck  auf 

B  C 

r  sin,  1  sin/?  sin  C      C08  2  C08  2 


«'  = 


oder  auch 


~t  .  A  B  C'  A 
l  +  sin  ^sin  2sin-2  cos2 


ABC 

I  8r  8i»  2  si"  a 8iu  2  .«  .c 
1   ""^"iT- ccos  äcos  2 

1-f  sin  ^sin  ^  sin  ^ 


Cyklischc  Buchstabenvertauschuni:  liefert  weiter: 

A  .  B  .  C 
8r8in  28,U  28lU  2       ,1  .C 

'  -  — ;  ^  :ocos  2C0S 4  2 

l-f^sin  -^sin  gSin  ^ 
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.  A  B  .  C 
8r  sin  -^sin  -?  sin  k> 


1-f  sin  ^sin^sin^ 


Aus 

folgt  mit  Benutzung  der  oben  gefundenen  Ausdrücke  (2)  für  die  Teil- 
streckenverbältnisse  der  Ecktransversalen: 

14J  BY*  CZ 

Werden  in  dieser  Relation  die  drei  Zähler  als  Unterschied  der  ganzen 
Trausversale  und  des  dem  Eckpunkt  zunächst  anliegenden  Abschuitts 
dargestellt,  so  folgt  noch: 

(5)  AX+  BY  *  Uz 

Eine  Beziehung  zwischen  den  Abschnitten  der  Ecktrausversalen 
selbst  erhält  man  aus  einer  der  beiden  vorstehenden  Formeln  (4) 
und  (5),  indem  man  den  Nenner  eines  jeden  der  drei  Bruchsummanden 
als  Summe  der  betreffenden  beiden  Transversalenabsehnitte  an- 
schreibt, hierauf  Zähler  und  Kenner  der  Brüche  durch  J'X  bzhw. 
PY  und  PZ  dividirt  und  das  Ganze  vereinfacht.    Man  findet: 

,ai        AJi*äL\££      ar  6/>  o 

w  rx-\-  VY~r  rz  ~  px  '  py%  PZ 

Die  Formeln  (4),  (5)  und  (6)  erhalten  den  Satz: 

„Treffen  sich  drei  Ecktransversalcu  eines  Dreiecks  in 
„demselben  Punkte  im  Innern  desselben,  so  ist  die  Summo 
„der  Verhältnisse  aus  den  den  Dreiecks  Seiten  anliegen- 
den Abschnitten  der  Ecktrausversalen  zu  den  letzteren 
„selbst  stets  gleich  der  Einheit;  die  Summe  der  Verhält- 
nisse aus  den  den  Dreiecks  w i  n  kein  anliegenden  Ab- 
schnitten der  Transversaleu  zu  deu  letzteren  selbst  ist 
„stets  das  Doppelte  der  vorigen  Summe;  die  Summe  der 
„Verhältnisse  aus  den  den  Dreicckswinkeln  auliegenden 
„zu  den  den  Dreiecksseiteu  benachbarten  Transversalcn- 
„absebnitten  endlich  ist  stets  um  2  kleiner  als  das  Product 
„aus  jenen  Verhältnissen.41 

Nach  Fortschaffuag  der  Neuner  lassen  unsere  Formeln  übrigens 
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auch  noch  eine  nahe  liegende  stereometrische  Deutung  zu,  wie  sich 
dies  in  der  angezogenen  Schrift  (§§  95,  106  und  107)  in  Bezug  auf 
Formel  (4)  und  spcciell  für  die  zu  den  vier  Tangirungskreisen  des 
Dreiecks  gehörigen  Berührungstransvcrsalen  ausgeführt  findet.  Formel 
(4)  würde  in  der  gedachten  Schreibweise  lauten: 

AX.BY.CZ  =  AX.BY.PZ  +  AX.CZ.PY+BY.CZ.  PX 
und  den  allgemeinen  Satz  ergeben: 

„In  jedem  Dreieck  ist  das  senkrechte  Parallelepipedon 
„aus  irgend  drei  Ecktransversalen  mit  gemeinsamem  Schnitt- 
punkt gleich  der  Summe  der  rechtwinkligen  Parallclepi- 
„peden  aus  je  zweien  jener  Ecktransversalen  und  demjenigen 
„Abschnitt  der  dritten,  welcher  der  Dreiecksseite  anliegt/' 

Sollen,  um  einiger  einfacher  Specialfällo  zu  gedenken,  z.  B.  die 
drei  Verhältnisse  in  Formel  (4)  bzhw.  (5)  unter  sich  gleich  sein,  dann 
folgt  für  jedes  derselben  J  bzhw.  |,  was  bekanntlich  zutrifft,  wenn 
P  der  Dreiecksschwerpunkt  ist  Ferner:  Sind  zwei  Transversalen 
durch  den  gemeinsamen  Schnittpunkt  P  von  deu  Ecken  aus  im  Ver- 
hältniss  5  :  1  bzhw.  2  :  1  geteilt,  dann  wird  —  wie  Relation  (C) 
lehrt  —  die  dritte  Transversale  durch  Punkt  P  halbirt   U.  s.  w. 

Der  Schnittpunkt  P  der  Dreieckstransversalen  liegt  ausser- 
halb des  Dreiecks,  wenn  zwei  der  ersteren  Teillinien  der  betreffen- 
den Aussenwinkel  siud.  Gehört  z.  B.  der  Schnittpunkt  (Pa)  dem 
Innenwinkclraum  von  A  an,  so  lauten  die  Gleichungen  der  drei  Trans- 
versalen : 

pß  —  vy  —  0,    Act  -f-  vy  «=  0,    ka  -f-  (iß  =  0 

14  y 

uud  es  sind  in  den  Ausdrücken  (2)  einfach  nur  ^  und  ^  negativ  zu 

ii 

setzen,  während  das  Vorzeichen  von     ungeäudert  bleibt.   Auch  das 

m  * 

Teilungsverhältniss  l  erhält  das  Zeichen  —  ,  da  der  Teilpunkt  der 

Transversalen  AX  auf  deren  Verlängerung  liegt.  Domgemäss  hat 
man  jetzt: 

m         —  auv 


0>a) 


o 

H 


uud  es  folgt  hiermit  weiter: 
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+ 


m  — afiv 

'— mi  — auv-\-  ltkv-\-clp 

o  -\-ldv   

„_|_0  _  anv-\-Hv  +  dp 


_|_  _  Q  +  cXfi 


Endlich  lautet  Forme!  (4)  jetzt 

IA  .  l*aX      Pa\  PaZ 

(4a)  -AX+BY+CZ—1 

PaX    P  Y  P  Z 

wobei  AX*  iTy  umi  CZ '  dic  Verljältui88e  der  betreffenden  Strecken 
nur  dem  absoluten  Wert  nach  angeben.  Der  durch  J*b  bzhw.  Pt 
angedeuteten  Lage  des  Transversalenschnittpunkts  im  Inncuwinkel- 
raum  von  B  bzhw.  C,  abeiigleichzeitig  im  Aussen winkelraum  der  jewei- 
ligen beiden  andern  Dreieckswinkel  entsprechen  ebenso  die  Formeln : 

:  PbX     i\  y     PbZ  , 

KÄx-ßY+cz-1  u,,d 

(4a)  < 

j  PCX     P,Y_  PCZ 

'  AX    *  BY      CZ —  1 

Beispiel.  Trägt  man  die  Seitenlange  AC  über  C  hinaus  bis 
Y  und  AB  über  B  hinaus  bis  Z  noch  einmal  ab,  so  treffen  die 
Transversalen  BY  und  CZ  die  dritte  Transversale  >4A'  in  ihrer  Ver- 
längerung. Die  Coordiuaten  des  gemeinsamen  Schnittpunkts  Pa  be- 
stimmen sich,  da  hier 

BZsinB 
fi         sin  BCZ  CZ 


üuACZ  AZsiaA 


oder 

und  ebenso 
wird,  wie  folgt: 


CZ 


ft  sin/J 
I  a  ~  2  sin  A 

v  sin  C 


k~  2sin/l 
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Weiter  crgiobt  sich: 

PaX  Pg  Y  1\\  Z 

und  damit,  entsprechend  (4a),  die  Identität: 

-i+J+i  «  1 

AX  ist  Mediauo  im  Dreieck  ABC.   Dies  folgt  daraus,  dass  das  Ver- 

hältniss   ^X  oder,  was  dasselbe,      einerseits  —  ^ '  auderer- 

V'*    ,         «sin  C  . 
seits  =■       oder  —  — -. ist. 

Rückt  der  Transvcrsalensehnittpuukt  Pa  auf  der  verlängerten  A  X 
fort,  bis  die  beiden  audern  Transversalen  PaH  und  PaC  parallel  den 
Dreiecksseiten  AC  bzhw.  Alf  geworden  sind,  dann  ist 

pa  y  —  BY  —  oo    und    /'aZ  —  CZ  =  oo 

und  es  gebt  jetzt  (4a)  Uber  in 
/>«A* 


+1+1=1    oder    /'aA'  =  AX 


Da  aus  den  gleichen  Gründen  (ABPa  als  Fundamentaldreieek  be- 
trachtet) UX  =  JCC,  so  liegt  in  dem  Gesagten  ein  von  der  Con- 
gruenz  der  Dreiecke  unabhängiger  Beweis  des  bekannten  Satzes  von 
den  Diagonalen  im  Parallelogramm  (AUPaQ.  AX  ist  Median©  im 
Dreieck  ABC. 

Wächst  der  Trausvcrsalcnabsihnitt  APa  Über  das  Doppelte  von 
AX  hinaus,  so  kommen  die  Schuitipunkte  Y  und  Z  der  beiden  andern 
Transversalen  mit  den  betreffenden  Hrciocksseiten  auf  den  letzteren 
jenseits  A  zu  liegen;  dio»,  Teilnn^s Verhältnisse  der  Trausversaleu- 
abschnitte  werden  nunmehr  alle  drei  negativ  und  es  lautet  die 
Relation  (4)  jetzt 

PaX   .    Pn  Y  VnZ 

<4b)  -Ax  +  ar  +  vz---1 

Sie  bleibt  dieselbe  für  die  beiden  andern,  entsprechenden  Fälle  der 
durch  Pb  und  Pe  angedeuteten  Lago  des  Transversalenschnittpunkts. 
Von  den  Coordinatengrössen  des  letzteren  ist  naturlich  immer  die- 
jenige negativ,  welche  zur  Gegenseite  des  im  Tnnenraum  geteilten 
Dreieckswinkels  gehört. 
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II. 

Die  Seitenebenen  eines  Tetraeders  ABCD  seien  als  Fundamental- 
ebenen  eines  tetraedrischen  Punktcoordinatensystems  durch 

a  =  0,    |3  -  0,    y  —  0,    <5  —  0 

dargestellt.  Dann  erhalten  irgend  sechs  Kantentransversalebenen 
des  Tetraeders,  welche  sich  in  demselben  Punkte  P  im  Innern  des- 
selben treuen,  die  Gleichungen: 

ka  —  pß  —  0,    pß—vy  =  0,    vy  —  a*ö  —  0 
Xa—Vy  =  o,    lAß  —  toö  —  0,    Aa  —  coo*  —  0 

Die  Bedeutung  und  die  Grössseuverhältnisse  der  Constanten  in  diesen 
Gleichungen  sind  durch  die  sechs  Sinusquotienten  der  von  den  Traus- 
Tersalebenen  und  den  betreffenden  Tetraederflächen  eingeschlossenen 
Teilflächenwinkel  bestimmt,  nämlich  durch: 

X  sin  PDC,DCA  p  sin  PA D,A DB 
p,  ~  sin  PDC,  DCB*    v  ^  sin  PÄD,  ADO 

v  s\nPAB,ABC  cd  _  sin  PBC,  BCD 
Z  ~  slnPAB,ABD%    i  ~~  s\uPBC\  BCA 

l  sin  PBD^BDA  fi  sin  PAC,  ACB 
v  ~~  s\n  PBD^BDC*    tu  °  sin  PAC,  ACD 

Hieraus  leiten  sich  3  Relationen  ab,  welche  zusammen  die  Forderung 
des  Zusammentreffens  der  6  Transversalebenen  in  demselben  Punkte 
P  identisch  ausdrücken.   Sie  lauten: 

sin  PDC,  DCA  s\nPAD,ADB .  sin PAB,  ABC 
sinPOC,  DCB  sin  PA  D,  A  DC  s\nPAB,ABD' 

sin  PBC,  BCD 
'  sin  PB^,  BCA 


~  l 


Bin  PPC,  DCB  sin  PAC,  ACD  sin  PAB,  ABC 
sin  PDC,  DCA  '  sin /MC,  ACB  '  sin  PAB,ABD ' 

sin  PJSD,  BD A 

{()       »  '  ein  PBD,BDC"L 

sin  PBD,  BDA  sin  PA D,ADC  sin  PAC,  ACB 
slnPBD,  BDC '  sin  PÄD,  ADB  '  sin  PAC,  ACD  * 

svnPBC^BCD 
'  sin  PBC,  BCA 

In  der  ersten  dioser  Formeln  kommen  alle  Transversalebenen, 
mit  Ausnahme  der  beiden  zu  den  Kanten  AC  und  BD  gehörigen, 

Areh.  d.  Math.  «.  Pbjs.  2.  Reih«.  T.  II.  25 
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vor;  die  zweite  Formel  enthält  die  Sinns  der  Teilflächen winkel, 
ausser  denjenigen  der  Tetraederkanten  AD  nnd  BC;  in  der  dritten 
Formel  endlich  fehlen  die  Sinns  der  an  den  windschiefen  Geraden 
AB  und  DC  befindlichen  Teilflächenwinkcl. 

An  Stelle  der  von  den  Kanten  transversal  ebenen  nnd  den  betref- 
fenden Seitenebenen  des  Tetraeders  gebildeten  6  . 2  Flächenwinkel 
lassen  sich  anch  die  von  den  Ecktransversallinion  nach  P  und  den 
Tetraederkanten  eingeschlossenen  4 . 3  Kantenwinkel  einführen.  Hier- 
durch erhalten  die  obigen  Ansdrücko  eine  etwas  einfachere  und  mit 
der  Formel  (1)  für  das  ebene  Dreieck  gleichartigere  Gestalt  Die 
Ebene,  welche  durch  die  Ton  P  auf  ß  0  und  d"  —  0  gefällten  Lote 
PM  —  ß'  und  PN  —  6'  bestimmt  ist,  schneidet,  genügend  verlängert, 
die  Tetraederkanto  AC  rechtwinklig  (in  F),  d.  h.  Wkl.  AFM  sowol 
als  Wkl.  ^IFiV-lR.  Ebenso  auch  Wkl  AFP-  90°,  weil  FP  der 
Ebene  PMFN  angehört.  —  Nach  dem  Gesagten  ist  Wkl.  MFN  der 
zur  Kante  AC  gehörige  Tetraederflächenwinkel  nnd  es  sind  ferner 
Wkl.  MFP-  Wkl.  PAC.ACD  und  Wkl.  NFP=z  Wkl.  PA(\  ACB 
die  Teilflächenwinkel  zu  AC.  Gauz  ebenso  trifft  dio  durch  6'  und 
a'  bestimmte  Ebene  die  Tetraederkante  BC  rechtwinklig  (in  G)y  und 
es  ist  Wkl.  PGN  -  Wkl.  PBC,  BCA.  Nun  folgt  aus  dem  bei  F 
rechtwinkligen  Dreieck  PCF: 

PF 

sin  PCF  oder   sin  PCA  =  — 
In  dem  bei  N  rechtwinkligen  Dreieck  PFN  aber  ist 

Pfmm*mPFN  oder     "  sin  PAC,  ACB 

so  dass  sich 

™*A~P^PJC^CB 

ergiebt.  Ganz  ebenso  liefert  die  Betrachtung  der  Dreiecke  PCG  und 
PGN: 

sinPCG  oder  sinPCB  -  „^Zc,  BCA 
Durch  Division  der  beiden  Gleichungen  folgt  sofort: 

sin  /MC,  ACB  sin  PCB 
sinPBC,  BCA  ~~  %\n  PCA 

und  da  die  vorigen  Betrachtungen  ganz  ebenso  für  AC  bzhw.  BC 
nnd  die  dritte  von  C  ausgehende  Tetraederkanto,  sowie  überhaupt 
für  je  zwei  aller  übrigen  Giltigkeit  haben,  so  können  wir  den  Sau 
aussprechen : 
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„Das  Sinusverhältniss  der  beiden  Flächenteilwinkel, 
„welche  von  je  einer  Tetraedersei  ton  ebene  und  den  von 
„zwei  ihrer  Kanten  ausgehenden  Transversalebenen  ein- 
schlössen werden,  ist  gleich  dem  umgekehrten  Sinusver- 
„hältniss  der  beiden  Winkel,  gebildet  von  den  nämlichen 
„Tetraederkanten  und  der  von  ihrem  gemeinsamen  Eck- 
punkt ausgehenden  Transversallinie  nach  P". 

Es  werden  sich  also  im  Ganzen  12  der  obigen  entsprechende 
Gleichheiten  (für  jede  Totraederecke  drei)  ergeben,  mit  deren  Hilfe 
die  oben  angedeutete  Umformung  der  Relationen  (7)  auszuführen  ist. 
So  erhalt  z.  B.  mit 

sinTiC,  BCD  sin  PBD 
Bin  PBD,  BDC  "  sin  PBC 

sin  PBD,  BDA  sin  PDA 
sin  PA  D,A  DB  "  ihTPDB 

sin  PAP,  A PC  sin  PAC 
sin /MC,  ACD  "  biüPAP 

uud  der  obigen,  ersten  Gleichheit  die  letzte  der  drei  Relationen  (7) 
die  neue  einfachere  Form: 

»in  PCB  sin  PBP  bin  PPA  sin  PAC 
sin  PCA '  sin  PBC  '  sin  PDb  '  sin  PÄD  "  1 

Beachtet  man,  dass  die  hierin  vorkommenden  Winkel  nur  von  Seiten 
des  räumlichen  Vierecks  ACBD  und  den  nach  dessen  Eckpunkten  von 
P  aus  gezogenen  Geraden  eingeschlossen  sind,  so  kann  man  die 
beiden  andern  Formeln  (7)  in  vereinfachter  Form  leicht  unmittelbar 
anschreiben,  (indem  man  nämlich  dabei  die  räumlichen  Vierecke 
APCB  bzhw.  ACPB  in  Betracht  zieht)  und  man  hat  statt  (7)  nun 
das  folgende  Formelsystem: 

sin  PPC  sin  PCB  sin  PBA  t  sin  PAP 
b\ü PDA  *  sin  PCD'  sin  PBC  sin  PAB  ™  1 

sin  PCP  sin  PPB  sin  PBA  sin  PAC 
(7a)     {  sin  PCA  '  sin  PDC'bxxiPbP '  sin  PAB  "  1 

sin  PCB  sin  PBD  sin  PDA  sin  PAC 
sin  PCA  *  sin  PBC '  sin  PDB '  änPAD  "  1 

Denkt  man  sich  jede  der  vier  Tetraederecken  mit  den  übrigen  dreien 
der  Reihe  nach  zusammenfallend,  ersetzt  man  also  in  jeder  der  vor- 
stehenden Formeln  jeden  der  vorkommenden  Buchstaben  A,  2?,  C, 
D  successivo  durch  die  drei  übrigen :  so  erhält  man  statt  des  Tetra- 
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eders  jedesmal  eine  seiner  Seitonebenen,  und  die  drei  Formeln  (7a)  redu- 
ciren  sich  auf  die  für  die  betreffende  Dreiecksfläche  giltige  Formel  (1). 
/'ist  jetzt  der  gemeinsame  Ecktransversalenschnittpnnkt  der  letzteren. 
Dabei  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  durch  die  Setzungen:  D  —  R 
und  A  =»  C  in  der  ersten,  -4  «=  Z>  und  B  —  C  in  der  zweiten  und 
endlich  durch  die  Setzungen  A  =  B  und  Z)  —  C  in  der  dritten  der 
Formeln  (7a)  nicht  die  erwähnte  für  die  restirende  Dreieckstiäche 
giltige  Relation  (1)  zu  Stande  kommt,  sondern  jedesmal  die  Identität 
1  =  1.  Für  P>  —  A  dagegen  sowol  als  für  D  —  C  wird  z.  B.  aas 
der  ersten  Formel  (7a): 

sin  PAC  sin  PCB  sin  PbA 
sin  PAB  9  sin  PCA  'sin  PßC  "  1 

Im  ersteren  Falle  ist  der  Factor 

sin  PÄD     sin  PAA 


sin  i'£M      sin  PAA 


-  1 


geworden  und  daher  ausgefallen;  im  zweiten  hat  sich  der  Quotient 
sin  PDC        sin  PCO         „  TT 
^pün  auf  ÄÜW  oder  1  reducirL   ü  8'  W' 

Bedeuten,  der  in  I.  gebrauchten  Bezeichnungsweise  entsprechend, 

_  l    n    p  r 

a\  ß',  y',  d"  die  Vierebenencoordinatcn  des  Punktes  P;       -.  - 

die  TeUstreckenvcrhältnisse  der  Ecktransversalen  des  Tetraeders, 
endlich  äa,  hB,  Ac,  hD  die  vier  Höhen  desselben,  so  hat  man: 

m  n 

a'  =  h,i  .  --j — ,     ß'  =  hß  .  -  .~ 
<-}"m  n-f-o 

Hiernach  und  mit  Rücksicht  auf 

■ 

3^  3V  3^  3^ 

sowie 

ergiebt  sich  sogleich  die  der  Formel  (4)  für  das  ebene  Dreieck  ana- 
loge Relation: 

wozu  nur  noch  zu  bemerken  ist,  daBS  X,   F,  Z,  W  die  Endpunkte 


Digitized  by  Google 


im  ebenen  Dreieck  und  Tetraeder.  389 

der  Ecktransversalen  des  Tetraeders  auf  dessen  Seitenflächen  be- 
zeichnen. Auf  dem  früher  bestrittenen  Wege  leiten  sich  aus  (8) 
noch  die  nachstehenden  beiden  Beziehungen  ab: 

AP     BP     Cp  DP 
(9)  ÄX+B~Y+CZ+DW=3  nnd 


(10) 


AP  BP  CP  DP 
PX'BY'PZPW~ 
(AP  BP     AP    CP      AP  DP 
\PX '  PY*  PX '  PZ  *  PX '  PW 
BP    CP     BP  DP 

'  py  '  pz  '  py  pw 

CP  DP\j_-(APaBPj_CP  DP\ 
*  PZ  PW/  *     \PX*  PY'   PZ*  PW/  ' 

Ist  z.  B.  P  der  Tetraederschwerpunkt,  dann  sind  die  Bedingungen 
(8)  und  (9)  durch  die  unter  sich  gleichen  TeilungsverhäMtnisse  } 
bihw.  }  erfüUt. 

Die  Coordinatenbestimmung  für  den  Schnittpunkt  der  Kanten- 
transversalebenen oder  Ecktransversallinien  erfolgt  auch  hier  mit 
Benutzung  der  Teilstreckenverhaltnisse  der  letzteren.  Um  zu  einem 

Ausdruck  z.  B.  für  das  Verhältniss  -  zu  gelangen,  gehen  wir  aus  von 

0' =  und  t3'-dy.-?- 

r  n-\-o  n-j-o 

wobei  6r  das  Lot  vom  Transversalenendpunkt  Tauf  die  Ebene  ö=0 
bezeichnet.  Demnach  folgt 

ß'  _hB  o 
ö'  —  dr'n 

Andererseits  haben  wir  aus  der  Gleichung  der  Transversalebcne  PAC 

Aus  beiden  einfachen  Gleichungen  entspringt  der  Ausdruck 

o     to   6V  o 

-==-.-  für 

n      (i    hB  m 

in  welchem  nur  noch  öy  zu  bestimmen  bleibt  Zu  diesem  Ende 
combiniren  wir  die  Beziehung 

UYA+yrC+SyD=  3V 

mit 
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of—  j^.öt  ans  der  Gleichung  der  Ebene  PBC  und 

rr=  ~.dr  „     „         n       „      n  PAB 
und  erhalten: 

dr-3K  Av 


Avu+CXm+Dlv 

Durch  Substitution  in  den  obigen  Ausdruck  für  -  und  mit  Benutzung 
von  Hb  —       folgt  endlich: 

o      _  Avo> 


Buchstaben vertauschu ng  liefert  die  entsprechenden  Werte  für  die 
übrigen  Teilstreckenverhältnisse,  so  dass  man  hat: 


T  =  A' 


(11) 


o       „  Ava» 
n         '  jfpvtt-f-^'Aftai-f-.OApv 

g  _  c  *m»  

p   "   *  A  p  vto-j-  £Ava>  -f-  Z?A/4  v 
 *£ü  

r     "  '  Afivn  +  2*Av«+  CApw 

Von  diesen  Formeln  aus  lässt  sich  natürlich  auch  sogleich  wieder 
die  Relation  (8)  gewinnen  und  zwar  bequemer  als  nach  der  obigen 

Ableitung.    Führen  wir  den  aus  (11)  zu  folgernden  Wert  für 

in  den  ursprünglichen  Ausdruck  für  ß'  ein,  so  erhalten  wir: 

Aveo 

ß'  "  3  V '  A  p v a» + B  A v o>+  flu  o>  -f  DXp v 

Durch  Bucbstabenyertauschung  entspringen  hieraus  die  übrigen  drei 
Coordinatenausdrücke  und  wir  haben  nun  insgesamt: 

a'  -  SV   


(12) 


Apw»  -f-  B  Ava>  4- c  A^w-f"  öApv 

/>  Avai 

P'=3V-  ^v^  +  ZUvai+CApiD-f-DApv 
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/aa37  

(12) 

«'-8F.  ^ 


1)  Halbiren  die  Transversalebenen  die  Flachenwinkel  des  Tetra- 
eders, ist  also  A  —  ii  =  v  —  »,  dann  reduciren  sich  die  Formeln 
(12)  auf 

die  Centrumscoordinaten  der  dem  Tetraeder  einboschriebenen  Kngel 
(seiner  inneren  Berührungskugel). 

2)  Sind  die  Kantentransversalebenen  je  durch  die  beiden,  von 
Mitte  der  betreffenden  Tetraederkante  ausgehenden  Scbwerpunkts- 
transversalen  zweier  Tetraederflächen  hindurcbgelegt ,  endigen  also 
die  Ecktransversallinien  in  den  Schwerpunkten  der  letzteren,  so 
können  die  Gleichungen  der  Transversalebenen  geschrieben  werden: 

JiB.a  —  hji.ß  -=  Ü,  hv.ß  —  /ij?.y  —  0,  hu.y  —  Ac.d  —  0 
hc.a  —  Ax.y  =  0,    Äi>.|3  —  hß.Ö  =  0,    hj).a  —  Aa.ö'  — 0 

Die  Substitution  von 
in  (12)  liefert  zunächst: 

hA 


a'  -  3F. 


und  mit 

a'  -     ;  ebenso   0'  -  y*  -  *c,     3'  -  j 

die  Coordinaten  des  Tetraederschwerpunkts,  die  auch 

3  V      A,  ZV 

n.  s.  w.  geschrieben  werden  können. 

Die  Ergebnisse  der  vorstehenden,  auf  das  Tetraeder  sieb  be- 
ziehenden Betrachtungen  müssen  auch  gültig  bleiben  für  den  Fall, 
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i 

dass  einer  von  dessen  Eckpunkten  in  die  Ebene  der  drei  andern 
fällt,  dass  also  statt  des  Tetraeders  das  ebene  vollständige  Viereck 
vorliegt.   Mit  andern  Worten: 

„Zieht  man  in  jedem  der  vier  Dreiecke  eines  vollstän- 
digen Vierecks  drei  Ecktransversalen  mit  gemeinsamem 
„Schnittpunkt,  A,  y,  z  und  W,  so  jedoch,  dass  immer  zwei 
„derselben  auf  jeder  der  sechs  Vierecksseiten  sich  be- 
gegnen, und  verbindet  man  hierauf  jeden  der  Trans ver- 
„salenschnittpnnkte  X,  F,  Zy  W  mit  dem  seinem  Dreieck  nicht 
„angehörigen  vierten  Viereckseckpunkt:  dann  treffen  sich 
„diese  vier  Verbindungslinien  in  demselben  Punkte  P  und 
„werden  in  ihm  derart  geteilt,  dass  die  Teilstrecken 
„den  Relationen  (8),  (9),  (10)  Genüge  leisten.  Die  von 
Jenen  Verbindungslinien  und  den  sechs  Vierecksseiten 
„eingeschlossenen  zwölf  Winkel  gehorchen  den  drei  Be- 
dingungen (7a)". 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  Xy  y,  Z,  W  die  Flächenschwer- 
punkte der  gedachten  vier  Dreiecke  sind,  teilt  der  Punkt  P  (ganz 
wie  beim  räumlichen  Viereck  oder  Tetraeder)  die  in  ihm  sich  tref- 
fenden Ecktransversalen  des  vollständigen  Vierecks  im  Verbältniss 
1:3.  Es  folgt  dies  übrigens  auch  aus  dem  in  T.  V.  2.  Reihe  dieser 
Zeitschrift,  pag.  179,  bewiesenen  allgemeinen  Satze  vom  n-Eck,  von 
welchem  ein  besonderer  Fall  hier  ja  vorliegt. 
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XX. 

Anwendungen  von  Dühring's  Begriffe  der 

Wertigkeit. 

Von 

K.  Wessely 

in  Brünn. 


Im  Jahre  1884  erschien  ein  Werk  Dühring's  „Neue  Grundmittel 
und  Erfindungen  znr  Analysis  und  Algebra  etc.",  in  welchem  die 
Grundzüge  einer  neuen  Rechnungsart,  einer  Wertigkeitsrechnung 
entwickelt  werden. 

Dühring  selbst  nennt  diese  Rechnungsweise  ein  unbeschränkt 
weiter  tragendes  Grundmittel,  wie  es  ihrer  Zeit  die  Differential- 
rechnung war,  in  dessen  Gebrauche  die  Grenzen  noch  keineswegs 
abgesteckt  sind. 

Der  vorliegende  Aufsatz  hat  den  Zweck,  auf  eine  specielle  An- 
wendung von  Dühring's  Begriffe  der  Wertigkeit  hinzuweisen,  und  soll 
zeigen: 

Erstens,  dass  es  algebraisch  definirte  Ausdrücke  gibt, 
durch  welche  sich  „vectoren"  reprasentiren  lassen; 

Zweitens,  dass  das  algebraisch  ausgeführte  Product  zweier 
„vector  grössen",  eine  Grösse  derselben  Art,  also  wieder 
einen  vector  gibt,  und 

Drittens,  dass  eine  derartige  vector  grösse,  mit  einem  be- 
stimmten zweiten  vector  das  Product  null  geben  kann,  ohne 
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da ss  das  Product  der  ersten  Grösse  mit  jedem  beliebigen  vector 
null  sein  mttsste. 

Dieser  letztere  Punkt  scheint  mir  insofern  von  Interesse,  als  in 
den  Beweisen  von  der  „Unmöglichkeit  complexer  Grössen  höherer 
Ordnung"  als  selbstverständlich  vorausgesetzt  wird,  dass  man  mit 
einem  sogenannten  „Teiler  der  Null44  nicht  rochnen  kann. 

Die  Gleichung: 

bat  drei  Lösungen 

Cj  -  1    er , 
Daraus  folgt: 

Wenn  man  eine  Grösse  k  definirt,  dadurch  dass  man  sagt,  ihre 
dritte  Potenz  soll  gleich  der  positiven  Einheit  sein,  so  ist  diese 
Definition  unvollständig,  oder  k  ist  unbestimmt;  es  bleibt  stets  noch 
willkürlich  unter  k  einen  der  drei  Werte  Cj  oder  a,  oder  a,  vor- 
zustellen. 

Wenn  man  aber  dennoch  mit  dieser  Grösse  k  rechnen  will, 
unter  Beibehaltung  ihrer  Unbestimmtheit,  so  ist  es  von 
selbst  verständlich,  dass  eine  Rechnungsweise  derart  eingerichtet 
werden  muss,  dass  von  dieser  unbestimmt  gelassenen  Grösse  ik  nur 
ausgesagt  wird,  was  in  gleicher  Weise  richtig  bleibt,  ob 
man  unter  k  sich  at  oder  o,  oder  er,  vorstellt,  das  beisst  derart, 
dass  jede  Gleichung  in  der  k  vorkommt,  richtig  bleibt,  sowol  wenn 
man  a,  als  auch  wenn  man  er,  oder  o,  an  Stelle  das  k  substituirt. 

Zum  Beispiel  also  wird  k*  stets  durch  die  Einheit  ersetzt  werden 
können,  weil  sowol 

at*  =  1   als  auch   er,1  —  1   als  auch   a,*  =  1  ist 

Man  wird  aber  nicht  etwa  k  —  k*  durch  Null  ersetzen  können; 
denn  wenn  auch  ax-  ax*  —  0  ist,  so  sind  doch  er,—  er,*  und  «r,— o,' 
von  null  verschieden. 

Oder: 

Einen  Ausdruck 

a+kb  +  k*c 

wird  man  nach  der  zu  Grunde  gelegten  Definition  der  Grösse 
nur  dann  als  identisch  null  bezeichnen  können,  wenn  gleichzeitig  die 
drei  Gleichungen 

a  +  0i*  +  ci,<?  —  0 
a-j-  <«,&-{- er,*  c  =  0 


1 


.V3 


=  -i  +  '^Ti  «•  =  — i  — * 


V3 


2 
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richtig  sind;  oder  also  wenn 

a  —  0,    &  =  0,    c  —  0 

Es  ist  eben  defini tionsgem äss  der  Ausdruck 

a  +  kb  +  k*e  —  0 

nichts  anderes  als  eine  kürzere  Schreibweise  des  simultanen  Systems, 
und  die  Unbestimmtheit  des  *  hat  zur  Folge,  dass  eine  Gleichung 

a  +  kb+Vc  —  O 

nach  sich  zieht: 

a  =  0,    b  =  0,    c  —  0  (I) 

Es  gilt  also  k  als  eine  „beschränkt  willkürliche"  Grösse, 
oder  nach  Dübring  als  eine  „mehrwertige"  Grösse.  Speciell  im 
vorliegenden  Fall  ist  k  an  die  Bedingung  gebunden :  Jf  —  1 ;  also 
eine  „dreiwertige"  Grösse.  Dieser  besondere  Fall  soll  im 
folgenden  eingehender  betrachtet  werden. 


Addition. 

Nach  der  Definition  Ton  k  ist 

a+lb  +  k*c 
eine  kürzere  Schreibweise  für  den  Wertecomplex 

<X  "T*  Gm  b  -f*  Gm  C 

analog  ein  Ausdruck 

a'  +  kb>+k*c> 

Als  die  Summe: 

S  —  (a+kb  +  k*c)  +  (a'  +  kb'  +  k*c') 

soll  derjenige  Complex  dreier  Werte  definirt  werden,  welchen  mau 
erhält,  wenn  man  in  6"  für  *  der  Reibe  nach  seine  3  Werte  setzt, 
also: 

!6\  —  a  +  a16+a1«<?+a'  +  a,6'+a1,c' 
S9  =  a+amb+aSc+a'+amb'  +  aSc' 
vS,  =  a'^-:a.b-\-am*c-{-a'-\-ttmb'-^-a.*c, 

Dieser  selbe  Wertecomplex  wird  aber  nach  der  ursprünglichen  De- 
von *  auch  dargestellt  durch 

$  -  <«+«')+*<*  +  *')+*■(*+✓) 
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Hieraus  folgt  als  Regel  für  die  Addition  zweier  „dreiwertiger 
Ausdrücke"  von  der  obigen  Form: 

Man  erhält  die  Summe  dadurch,  dass  man  die  Coefficienten 
gleich  hoher  Potenzen  von  k  addirt  Umgekehrt: 

Will  man  die  dreiwertige  Summe  S  —  <    S,  in  der  Form 

x+kr+k*z-  s 

darstellen,  so  müssen 

X-a  +  a' 
Y=  b  +  b' 

Z  —  c-\-&  sein,  wegen  (I) 


Geometrische  Deutung. 

Wenn  man  die  drei  aufeinander  senkrechten  Richtungen  des 
Raumes  durch  drei  verschiedene  Variabein 

bezeichnet,  so  wird 

a+kb  +  k*c 

oinen  bestimmten  Punkt  dos  Raumes  repräsentiren  können  (wegen 
(I) ),  sobald  man  die  Festsetzung  gemacht  hat,  dass  die  Coefficienten 
von  fc,  k*  und  Jfc»  oder  1  den  drei  Richtungen  der  y,  »  und  *  der 
Reihe  nach  als  specielle  Werte  angehören. 

Und  ebenso  wie  man  durch  specielle  Werte  der  Variablen  nicht 
nur  specielle  Punkte  auf  den  Coordinatenaxen  bezeichnet,  sondern 
auch  deren  Abstand  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  wird  auch 

a  +  kb+k*c 

nicht  nur  einen  ganz  bestimmten  Punkt  im  Räume  fixiren,  son- 
dern auch  den  vector,  dessen  Länge  durch 

und  dessen  Neigung  gegen  die  Axen  durch 

a  b 

yirfi«"+?'   co*'' =  yii+4«Tp> 


cosA  = 


bestimmt  ist. 
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Ans  der  früher  gegebenen  Definition  der  Snmme  zweier  Aus- 
drucke: 

a  +  kb-\-k*c   und  <*'+  kb'  +  k*c' 
S  -     +     +      +     +  + 

folgt  für  die  geometrische  Deutung: 

Wenn  man  zwei  dreiwertige  Ausdrücke  durch  je  einen  vector 
repräsentirt,  so  wird  ihre  algebraische  Summe  repräsentirt  durch  die 
Diagonale  des  entsprochenden  Parallelogramms,  so  dass  stets  die 
Gleichung  besteht 

AB+BC+CA  =  0 

in  der  bekannten  Bezeichnungsweise  der  Ausdebnungslehre  oder 
Quaternionenrechnung. 

Es  ist  daher  von  selbst  verständlich 

Erstens:  dass  die  Form  der  Gleichung  für  Curven  und  Flachen 
in  der  Wertigkeitsrechnung  genau  dieselbe  bleiben  muss, 
wie  in  der  Quaternionenrechnung,  da  bei  ihrer  Herleitung 
nur  von  der  Addition  der  vectoren  Gebrauch  gemacht  wird, 

und  Zweitens:  dass  man  aus  diesen  Gleichungen  die  entspre- 
chenden in  Cartesischen  Coordinaten  erhalten  muss,  wenn 
man  an  Stelle  der  vectoren,  die  algebraisch  definirten 
Ausdrücke  von  der  Form 

substituirt. 

Also  zum  Beispiel: 

Hamilton  Elem.  d.  Quat.  Theil  I.   Kap.  II. 

Die  Gleichung 

ß  —  x.a 

drückt  die  Bedingung  der  Collinearität  der  Punkte  O,  A,  B  aus, 
wenn  der  vector  a  —  Oä  und  ß  =•  OB  ist.   Seien  die  drei  recht- 

winkligen  Coordinaten  des  festen  Punktes  und  die  r. 

(  *i 

Coord.  des  variablen  Punktes  B  =  J  b 

so  bat  man  für  den  vector  OA  zu  Substituten   al  +  kbl+k*cl 
„    »     „     »     i,       „       OB  „  a  +kb  +  k'c 

und  die  obige  Gleichung  geht  über  iu 


Digitized  by  Google 


39S      Wtssely:  Anwendungen  von  Dühring's  Begriff"  der  Wertigkeit. 

woraus  Dach  der  definitionsgemässen  Unbestimmtheit  der  Grösse  fc 
folgt 

a  —  xax 
b  —  xbx 

e  xcx 

welche  drei  Gleichungen  dasselbe  ausdrücken,  wie  die  einfacho  Glei- 
chung ß  =  xa,  nämlich ,  dass  der  variable  Punkt  B  sich  stets  auf 
der  Verlängerung  von  OA  befindet. 

Hamilton  Th.  I.   Kap.  II.   §.  22. 

Die  Gleichung  der  Ebene  AGB  wird  dargestellt  durch 

worin  x,  y,  «  Sealaren,  d.  h.  absolute  Zahlen 

a  und  ß  constante  gegebene  vectoren 
und  y  den  variablen  vector  eines  Punktes  C  bezeichnet. 

Substituirt  man  wieder 

a  —  a1-\-kb1-^-kt  et 
(i  =  at  +  kbs  +  k*ct 
y  —  a  +  kb  +kfe 

so  folgt  aus: 

x(al  +  kb1  +  k'cl)  +  y(<*i+kbt+k*ci)  +  *(a  +  kb  +  k'c)  -  0 
oder 

(xai+yai  +  Moj  +  kix^  +  ybt+zty+kHx^+yct  +  zc)  =  0 

xat-\-ya%-\-za  —  0 
xbt+ybt  +  ab  =  0 
x<?i  +  yct  +  «<:  =  0 


und  daher 

bx  bt  b 


—  0  =  a(b1ci  —  bict)-\-b(a9cl  —  alc9)-t-c(albt  —  a9bl)~0 


man  Obersieht  unmittelbar,  dass  diese  letzte  Gleichung  und  daher 
auch  die  ursprüngliche  einfache  Gleichung  eine  Ebene  darstelt, 
welche  die  drei  Punkte  0,  Ay  B  enthält. 

Sind  speciell 
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«  +  y+2  —  0 

so  ist 

xa-\-y  ß-\-zy  —  0 

die  Gleichung  der  Geraden  durch  die  zwei  Punkte  A  und  B.  Mau 
erkennt  dies  aus  den  drei  Gleichungen 

*<*t+y<h  ==*  (*+y)* 

xbt+ybs  -  (x  +  y)b 
xex  +  yc8  =  (x+y)e 

und  kommt  dircct  auf  die  Hamilt.  Formel,  indem 

°  *+y 

Hamilton  Kap.  II.   §.  25.   Hamilt.  Kap.  II.   §.  34. 

Wenn  man  von  4  in  einer  Ebeue  liegenden  Punkten  ausgehend 
ein  ebenes  geometrisches  Netz  construirt,  so  haben  die  vectoren 
aller  auf  diese  Weise  bestimmten  Punkte  die  Eigenschaft  durch 
einen  Ausdruck  von  der  Form: 

xa  a  -f-  y  b  ß  -f- zc  y 
9         xa+yb  +  zc 

dargestellt  zu  werden. 

Besteht  zwischen  xyz  eine  Gleichung  pten  Grades,  so  beschreibt 
der  Endpunkt  des  vectors  g  eine  Curve  pter  Ordnung. 

Also  zum  Beispiel  in  dem  Falle 

x'-J-y'-j-«*  —  xy  —  xz  —  zx  ■»  0 

einen  Kegelschnitt. 

Bezeichnen  A,  p,  v  die  rechtw.  Coord.  des  Endpunktes  von  q, 
so  geht  der  obige  Ausdruck  über  in 

l+kp  +  k*v  =  —  — 

xa  -f-  yb  -j-  zc 

_  rabt-\-yb b2-}-zcbs 
^  xa-\-yb-\-zc 
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Oder: 

1)  —  aj  +  yhtt-aj+zctt-as)  =  0 

2)  «iOi-M  +  jM* +       -h)  -  0 

3)  «i(v  — ^-f-y&Cv  — cs)  +  zc{v  —  r3)  =  0 

Eliminirt  man  hieraus  ryz^  so  bleibt 

^(A-a,)   <?(A— n5) 
«(fi-A,)    Hfi-bt)   c(p-bs)    -  0 

a(v  -  Cj)    6(v— c(v  —  ra) 

Die  Glieder  zweiter  und  dritter  Dimension  in  Bezug  auf  Ifiv  lieben 
sich  hierin  weg,  so  dass  diese  Gleichung  eine  Ebene  darstellt. 

Eliminirt  man  nun  aus  1),  2)  und  der  Bedingungsgleichuug 

&*  +  y*+«2  — ry —  yz  —  zx  «=»  0 

die  Grössen  «ya,  so  ist  das  Resultat  eine  Gleichung  2ten  Grades 
in  Bezug  auf  Apv,  also  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, welche  von  obiger  Ebene  in  einer  Curve  2ter  Ordnung  ge- 
schnitten werden  muss,  auf  welcher  eben  der  Endpunkt  des  vectors 
q  fortschreitet. 

Allgemein  müssen  die  Endpunkte  eines  vectors  q  eine  räumlicbe 
Curve  beschreiben,  wenn 

ik 

wobei 

pt  Functionen  eines  Parametes  t 
v>k  constante  Vectoren  darstellen. 
Denn  die  Gleichung 

ik 

repr&sentirt  dann  drei  Gleichungenzwischen  A,  p,  v  nnd  t.  Elimi- 
nirt man  aus  diesen  den  Parameter  <,  so  bleiben  zwei  Gleichungen 
zwischen  Apv,  welches  [der  gewöhnliche  analytische  Ausdruck  für 
Raumcurven  ist 

Enthalten  die  Functionen  j>,  z wei  Parameter  t  und  u,  so  werden 
die  Endpunkte  des  variablen  Vectors  q  eine  Fläche  erfüllen. 

Denn  die  vollständige  Form  der  Gleichung  sind  dann  drei 
Gleichungen  zwischen  A,  fi,  v,  /  und  u.  Eliminirt  man  hieraas  die 
Grössen  /  und  u,  so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  A,  v  als  Glei- 
chung der  Fläche  übrig.   (Tait  Handb.  d.  Quat.  §.  31.) 


\ 
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Diese  an  sieht  recht  dürftigen  Beispiele,  haben  hier  nnr  den 
Zweck,  znr  Erläuterung  zn  dienen,  in  welchem  Sinne  die  drei- 
wertigen Grössen  ein  dreidimensionales  Zahlengebiet  begründen 
köaoen. 

Multipücation. 

Nach  der  Definition  der  Grösse  k  soll  jede  Gleichung,  iu  der  k 
vorkommt,  richtig  bleiben  für  die  3  Substitutionen 

Setzt  man  für  das  Product  zweier  Ausdrücko 

(a  +  kb  +  k*c)    und    (a'  +  *&'  +  *V) 
die  Form  voraus: 

X+kY+k*Z 
so  müssen  definitionsgemäss  die  Gleichungen  bestehen: 

(a+a1A  +  a1t<?)(«'  +  «i*'  +  «i*0')  —  X  +  ax  Y+at*Z 
(a-f-a16-(-oi8c)(a'  +  a2i<-(-«i5'c')  —  A'-f-ff,  Y+ajZ 
(a  +  «s  b  +  aje)  (a'+  anb'  -f-  «3*c  )=X+a9  Y+  «s» Z 

Die  erste  Gleichung  gibt  mit  Rücksicht  [darauf,  dass  ~  1  und 
V  =  «i 

aa'+bc'+cb'+a,^  \ab'+ba'+cc'\         \ac'+ bb'+ca'\  - X+a,  Y+a^Z 
die  zweite  Gleichung: 

<ta'+bc'+cb'+tt9{ab  +W+  cc')+«4*{ac'+M'+ca'|  =X+atY+at*Z 
die  dritte  Gleichung: 

aa'^c'^'+a^ab'+ba'+ec'l+a^lac'+bb'+CQ']^  X+atY+a9*Z 

1  «,  «,« 


Da  die  Determinante     1  er,  at* 

1  «s  *s8 

den  letzten  drei  Gleichungen: 


nicht  verschwindet,  so  folgt  aus 


X=  aa'  +  bc'+cb' 
Y=  aP  +  ba'  +  ce' 
Z  —  ae'+bb'+ca* 

d.  h.  X,  F,  Z  sind  eindeutig  bestimmt,  oder  das  Product  zweier 
Ausdrücke  von  der  Form: 

a  +  W+Hc   und  a'-f*i'+*V 

Aich.  d.  Math.  u.  Pliji.    S.  Koih«.  T.  IX.  2« 
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liefert  einen  Ausdruck  derselben  Form;  das  Product  zweier  Vec- 
toren  gibt  einen  neuen  Vector. 

Es  ist  von  selbst  verständlich,  dass  man  zu  diesem  Resultat  in 
einfacherer  Weise  gelangt,  wenn  man  die  Multiplication  ausführt 
unter  Beibehaltung  der  unbestimmten  oder  „dreiwertigen4*  Grösse  k. 
Die  directe  Multiplication  liefert: 

(a  +  *Ä  +  *f<?)(a'  +  M'  +  *V)  =  aa'  +  kba'  +  k.tca' 

-\-kab+k*bb,  +  k*cbl 

+k*ac,+k*bc'+k*cc' 

i       -  1 

Nun  ist  Jfc3  —  1  eine  richtige  Gleichung,  weil  {      «=  1 

(  «s»  -  1 

Ebenso  ist 

i  oj4  =  er, 

Jfc4  —  ifc  eine  richtige  Gleichung,  weil  <  a„4  —  at 

f  «3*  —  ffa 

Daher  reducirt  sich  der  obige  Ausdruck  auf: 

(aa'  +  bc'  +  cc')  -f  -  k(ab'  -f  ba'  -f  cc')  +  k*(ac'  +  bb'+  ca' ) 
woraus  XYZ  sich  unmittelbar  ergebeu. 

Geometrische  Deutung. 

Eiu  Vector  *-f-*y-f-**a 

gebt  durch  Multiplication  über  in 

kx+fy+kh  =r  z  +  kz+k'y 

Es  werden  also  die  drei  Goordinaten  seines  Endpunktes  cyklisch 
vertauscht. 

Eine  cyklische  Vertauschung  der  Coordinaten  des  Vectors  kaun 
man  sich  entstanden  denken  entweder 

durch  eine  Drehung  der  Coordinatenaxen,  längs  der  Mantel- 
fläche eines  Kreiskcgels  mit  der  Spitzo  im  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten, oder,  was  dasselbe  ist, 

durch  eine  Drehung  des  Vectors  im  entgegengesetzten  Sinne, 
längs  der  Mantelfläche  eines  coaxialen  Kegels.  Selbstverständlich 
liegt  die  Drcbungsaxe  (die  gemeinsame  Axe  beider  Kegel)  symme- 
trisch gegen  dio  drei  Coordinatenaxen. 
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Ihre  Richtung  wird  daher  fallen  in  die  Verbindungslinie  des 
Coordinatenanfangs  mit  dem  Punkte  (1-r-Jb-f-**). 

Die  Multiplication  eines  Vectors,  mit  der  Grösse  k  kann  hier- 
nach gedeutet  werden  als  eine  Drehung  um  die  Richtung  l-f-&-{~&* 
unter  Festbaltung  seiner  Neigung  gegen  diese  Richtung.  Der  Dreh- 
aogswinkel  ist  gleich  einem  Drittel  der  vollen  Umdrehung. 

Hiernach  kann  ein  Vector  von  der  Richtung  l-f-&-f~&'i  durch 
Multiplication  mit  einem  beliebigen  anderen,  in  seiner  Richtung  nicht 
geändert  werden,  wie  es  auch  die  algebraische  Ausführung  der 
Multiplication  bestätigt,  indem 


Da  xyz  absolute  Zahlen  (Sealaren)  sind,  so  stellt  der  letzte  Aus- 
drnck  einen  Vector  von  der  Richtuug  1+k  +  k*  dar. 

lu  dem  specicllen  Fall,  wo  x-\-y-\-z  —  null  ist,  wird  das  Pro- 
doct  identisch  verschwinden,  ohue  da 83  einer  der  Factoren  als  null 
bezeichnet  werden  kann. 

Man  kann  jeden  Vector  zerlegen  in  zwei  Componenten,  von 
welchen  die  eine  in  die  Richtung  1+*+**  füllt  und  die  andere 
darauf  senkrecht  steht. 


Der  Einheitsvector  in  der  Richtung  1  -f-fc-f-**  soll  fortan  be- 
zeichnet werden  mit  ...  i  ...  senkrecht  auf  »  sollen  zwei  neue 
Einheitsvectoren  .  .  .  J  ...  und  ...  ^  ...  im  folgenden  definirt 
werden. 

Die  absolute  Länge  des  Vectors  OM  =  1  +  *+*«  beträgt 

Vl*  +  l*-f-l»-  V3 

Bezeichnet  &  den  Neigungswinkel  von  OM  gegen  die  Coordinatcn- 
axen,  so  folgt,  da  OM  gegen  alle  drei  Axcn  gleich  geneigt  ist, 

3cos*#  =  1    cos£  —  Vi 

Legt  man  durch  M  eine  Ebene  (E)  senkrecht  auf  OM,  bo 
schneidet  diese  die  Axen  der  xyz  in  drei  Punkten  ABC,  wobei  die 


d+*+«(*+^y  +  k*z)  =  x  +  ky  +  k*z 

+kx+k*y  +  k*z 


=  (1 +*+*')(*+*+*) 


Länge 
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OM 

die  Vectoren  OB  und  OC  werden  ihrer  Länge  und  Richtung  nach 
zu  bezeichnen  sein  mit: 

OB  -  3* 
OC  —  3fc* 

Die  Vectoren 

MA  ~  glt    MB  —  gt,    MC  —  gt 
werden  hiernach  dargestellt  sein  durch 
MA  -  MO  +  OA  =  —  OM+  OA  =  -  (l  +  Jfc+**)  +  3 

MB  =  MO+OB  OM+  OB=  —  ( l 3* 

=  —  l  +  2Jb  — Xr»  -  *(2-Jfc-*») 

A/C  -  M 0+  OC  =  -  OM+  OC  (1  +  h +V)  +  34* 

=  -  1  -  k  +  2k*  -  Jfc*(2  --  *  -  **) 

Dio  Vectoren  #f  und  ys  gehen  also  aus  ^  hervor  durch  Multi- 
plication  mit  k  respective  k*\  das  ist  nach  früherem  selbstverständ- 
lich, weil  ja  die  Winkel,  die  diese  Vectoreu  mit  einauder  bilden, 
gleich  sind  dem  dritten  Teil  einer  vollen  Umdrehung. 

Jeder  beliebige  Vector  der  Ebene  (E)  lässt  sich  nun  schrcibeu: 

9'  —  ta+Wt 

Soll  g'  speciell  den  auf  gx  senkrecht  stehenden  Vector  bezeichnen,  so 
musseu  A  und  p  so  gewählt  werden,  dass  der  cos  des  Neigungs- 
winkels zwischen  g*  und  gt  gleich  null  wird. 

Die  cos  der  Neigungswinkel  von 

gt  -  2-Jc  —  k* 

sind 

2  -1  -1 

■«-JTS»   cos/5-  cosv=  v^ 


v6,      wo  r  -  wo  jr  — 

Die  cos  der  Neigungswinkel  von 

g'  =  (21  -  f.)  +  *<2p  -  A)  +  k*(-p  -  A) 


sind: 


2JI  —  a  2p —  A 

coso'  —  — -  ■        r_  .. ,    cos0'  — 


V6(A»  +  ^-A/»)  V6(A»  +  ,i»-A|0 


cos  y'  = 
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die  Bedingung 

ist  daher  •      C°8  "  008  a#    C0B  ?  C08  ? + 008  Y  C08  f  =  0 

ex — 3/i  —  o 

Es  wird  daher  I»  -  2A 

ein  anf  ft  senkrecht  stehender  Vector  der  Ebene  (E)  sein. 

Man  gelangt  einfacher  zu  diesem  Resultat,  wenn  man  überlegt, 
dass  glM%  unter  einander  Winkel  von  ISO»  bilden;  folglich  muss 
die  Diagonale  im  Parallelogramm,  das  aus  gt  und  -,a  gebildet  ist 
mit  9l  einen  Winkel  von  90»  bilden.  Diese  Diagonale  wird  aber  nach 
den  Regeln  der  Addition  in  ihrer  Richtung  dargestellt  durch  die 
bumme: 

9'  -9i-9s 

Substituirt  man  die  früheren  Ausdrücke  für  gt  und  g%,  so  erhält 
man: 

"  (-1  +  2*-A,)-(-l~i+2ifc»)  -3k-3k'  =  S(k-k*) 
Der  absolute  Betrag  des  Vectors 

ist  gleich 

mod^,  -  ^4+1+1  -  V6 

es  wird  daher  der  Einhfcits vector  in  der  Richtung  von  gi  zu 
schreiben  sein: 

Der  auf  gi  in  der  Ebene  (E)  senkrechte  Vector  hat  die  Richtung 
*— **;  es  wird  daher  der  auf  j  senkrechte  Einheitsvector  zu 
schreiben  sein: 

ond  der  Einheitsvector  in  der  Richtung  1  +  *+*"  i8t 
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Hiernach  wird  der  variable  Einheitsvcctor  in  der  Ebene  (E) 
seiner  Länge  und  Richtung  nach  dargestellt  durch 

g  =  ./  coscp-fsilV 

worin  <p  die  Neigung  des  Vectors  gegen  die  i-Axo  bedeutet;  und  ein 
Vector  von  der  absoluten  Länge  —  p,  dessen  Neigung  gegen  die 
»-Axe  durch  den  Winkel  und  gegen  /  durch  den  Winkel  g>  be- 
stimmt ist,  hat  die  Form: 

w  —  p(icos#+0sin0) 

Um  an  Stelle  der  1,  ky   &  die 

•  i  1 

als  Richtungscoefticienton  einführen  zu  können,  wäre  nech  übrig 
nachzuweisen : 

Erstens:  dass  zwischen  den  drei  Grössen  ijl  keino  homogene 
lineare  Relation  stattfinden  kann,  und 

Zweitens:  dass  die  Producte  dieser  Grössen  wieder  Grössen 
derselben  Art  gebeu. 

Erstens: 

Setzt  man  eine  lineare  homogene  Relation  zwischen  ijl  voraus, 
z.  B. 

A  i-f  Bj+  Cl  «=  0 

so  folgt 

,4-0,    £  =  0,  C—O 

denn  die  obigo  Gleichung  ist  definitionsgemäss  eine  kürzero  Schreib- 
weise für  das  simultane  System: 

{l+ Cj + V)  +  iL  (2  _  Bi _  aA + _  Ci2)  „  0 

~3  (1  +  «.  +  «.«)  +  ~6  (2  -  «,  -  «,»)  +  ~  («, -       -  0 

73  U  +  «i + +  ^6  (2  -  «3  -  •«">  +  70  («i  -  0 
Substitnirt  man  die  wirklichen  Werte 

— 14- -1-V-3 

er,  =1,    o2  =  --,  .      er«  =  -  


2        '     ~3  2 


so  gibt  die  erste  Gleichung 

A 


y3-3=0  oder  A~  0 
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Aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  folgt 

JB-O,  C-0 

Zweitens : 

Dass  die  Prodacte  der  Grössen  ijl  wieder  Grössen  derselben 
Art  sind,  erkennt  man,  wenn  man  die  Multiplication  wirklich  aus- 
führt: 

»>«i{3+3*M-3*}  -  VZ.i 
nnd  in  derselben  Weise  wird 

ij  =  0 
»/  =  0 

Ji-VV 

Es  ist  klar,  dass  das  analoge  dessen,  was  für  1  kk*  oder  ijl  gilt, 
für  jedes  System  dreier  auf,  einander  senkrecht  stehender  Vectoren, 
die  sich  ans  den  1  k  k*  zusammensetzen,  gilt,  nnd  es  ist  weiter  klar, 
dass  man  an  Stelle  der  Gleichung  *3  —  1  jede  beliebige  kubische 
Gleichung  den  Auseinandersetzungen  hätte  zu  Grunde  legen  können, 
wenn  sie  nur  der  Bedingung  genügt,  dass  die  drei  Werte  ihrer 
Lösung  von  einander  verschieden  sind,  wie  eine  einfache 
Rechnung  zeigt 

Servois  hat  1813  in  Gergonnes  Annalen  die  Form  o-f 
die  für  die  Ebene   gilt,  auf  den  Raum  auszudehuen  versucht;  er 
stellt  für  die  Einheitsgerade  im  Raum  per  analogiam  die  Form  auf 

p  COS  O  -f-  q  COS  ß  -j-  r  COS  y 

und  fragt  sich,  bezüglich  der  Grössen  pqr:  „seraient-elles  imagi- 

naires  reductibles  ä  la  forme  generale  ji  +  BV—l?"  —  ohne  die 
Frage  beantworten  zu  können. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  pqr  sich  rational  zusammensetzen, 
aus  den  Potenzen  der  dreiwertigen  Lösung,  irgend  einer 
algebr.  Gleichung  dritten  Grades  (deren  Lösung  drei  wirk- 
lich veroehledeae  Werte  besitzt.) 

* 

Tatsächlich  eingeführt  in  die  Mathematik  sind  die  irrationalen 
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Zahlen  jedenfalls  worden,  als  die  Lösungen  algebraischer  Gleichun- 
gen; in  dieser  Eigenschaft  kommt  ihnen  die  Mehrwertigkeit  als 
charakteristische  Eigentümlichkeit  zu-,  und  wenn  man  gegen- 
wärtig in  die  Arithmetik  die  irrationalen  Zahlen  einfahrt,  als  die 
Summe  unendlich  vieler  rationaler  Brüche,  so  scheint  es  mir  wol 
der  Beachtung  wert,  dass  den  in  solcher  Weise  definirten  Grössen, 
diese  chrakteristi8che  Eigentümlichkeit  fehlt. 


Geometrische  Differentiation. 

Es  seien  »,  ;,  /  irgend  drei  algebraisch  definrto 
Grössen  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  sie  in  der  angegebenen 
Weise  als  Richtungscoeffieienten  verwendet  werden  können,  und 
mögen  dem  entsprechend  drei  auf  einander  senkrecht  stehende  Ein- 
heitsvectoren  von  constanter  Richtung  bezeichnen. 

Sind  nun  xy%  Functionen  eines  Parameters  t  (welcher  die  Zeit 
darstellen  mag),  so  beschreibt  der  Endpunkt  des  Vectors 

mit  der  Zeit  im  allgemeinen  eine  Raumcurve. 

Sind  p,  und  pt  zwei  Vectoren,  die  respective  den  Werten 
nnd  *t  des  Parameters  entsprechen,  so  ist  nach  den  Additionsregeln 
der  vector  pt  —  pt  die  Sehne  zwischen  den  Endpunkten  von  q1  und 
pt  ihrer  Länge  und  Richtung  nach;  daher 

das  unendlich  kleine  Gurvenelement ,  welches  der  Endpunkt  des 
Vectors  p  in  der  Zeit  dt  durchläuft,  und 

dt  dt  -»(<) 

die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  bezüglich  ihrer  Länge  und  Richtung. 

dp, 

Ist  ~*  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  p,  und 

dOa 

die  Geschwindigkeit  im  Punkte  pt,  so  ist 
dt      dt  ~  dt 

die  Diagonale  in  dem  ans  den  beiden  Geschwindigkeiten  gebildeten 
Parallelogramm  und  fällt  daher  in  die  Richtung  der  Gesammtbe- 
8chleunigung. 
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-j-f  ist  die  gesamte  .Beschleunigung  in  Bezug  auf  LäDgo  und 
Richtung. 

Es  ist  dieses  Resultat  von  selbst  verständlich ,  wenn  mau  über- 
legt, erstens  dass 

ein  Ansdnik 

durch  analytisch  ausgeführte  Differentiation  übergehen  muss  in 

dt  ~  *  dt  "rJdt  ldt 
nachdem  *,  j,  l  constante  Zahlen  sind,  und  zweitens  dasB 
nach  den  Rogein  der  Addition  der  Vector 

dQ  _  .  d*  .  ,dy  ,  dz 
dt  -  %dt  *+"  Jdt  ldt 

die  Diagonale  ist,  in  dem  aus  ^.  ^  gebildeten  Parallelepiped 
sowie  auch 

d*Q        .  d*z  .  d*y  d*z 

~dt*  "  ld?  +Jd7*  +  'dt* 

die  Diagonale  ist  in  dem  Parallelepiped  aus 

d*x  d*y  dh 
dt*   dt*  dt' 


Anwendung  auf  die  Centraibewegung. 

Da  die  Richtung  der  Geaamtbeschleunigung  durch  die 

Diagonale,  in  dem  aus  ^  und  ^  gebildeten  Parallelogramm  be- 
stimmt wird,  so  versteht  sich  von  selbst,  dass  für  jede  Centraibe- 
wegung, (wo  also  die  Gesamtbeschleunigung  in  die  Richtung  des 
Radiusvector  p,  fällt)  die  aus  rfpx  und  gebildete  Ebene  zu- 
sammenfallen muss  mit  der  aus  gt  und  dqx  gebildeten;  und  daher 
auch  weiter  die  Ebene  (rfferffe)  dieselbe  ist  wie  die  Ebene  (et<*fe) 
das  heisst: 

Eine  Centraibewegung  kann  nur  in  einer  ebenen  Bahn  vor  sich 
gehen  (*) 
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Die  Ge8chwindigkeit8-  und  Beschleunigungs- Componenten  im 
Radiusvector  und  senkrecht  dazu,  für  eine  ebene  Bahn,  erh&lt  man 
unmittelbar  aus  der  Form: 

e  —  r[»co8  A-j-^sinA]  —  r.« 

worin  r  den  Tensor  oder  absoluten  Betrag  des  Vectors  und  a»  den 
Richtungscoefficienten  bedeutet,  indem  für  einen  constanten  Vector  g 

dQ      dr  dco 

dt-dfa+r-Ä 

dt  ~  Ä-»+[-»«MA+*cwA]r.  ^  ist. 

Es  besteht  also  die  Geschwindigkeit  aus  zwei  Componenten; 
einer  in  der  Richtung  von  w  oder  q,  mit  dem  absoluten  Betrag  gleich 

dr        ,  . 

und  einer  zweiten  in  der  Richtung  von 

—  »sinA+^cosA 

mit  dem  absoluten  Betrag  gleich  r .  ^ 

—  tsinA+^cosA 

ist  aber,  wie  man  unmittelbar  erkennt,  ein  auf  cd  senkrecht  stehen- 
der Einheitsvector,  der  mit  a>'  bezeichnet  werden  mag. 

Eine  nochmalige  Differentiation  gibt 

dsQ  d*r  \dr  dk  ,  d  f  dA\  ]   ,  da'  dk 

dt>-»'dT*  +  m  [dl'di+dlVdl)\  +  ~cü'rdt 

oder  da 

— -(-.cosA-^sinA)^--«^ 
d'g  \d*r         (dk\  *1        Jdrrfl  .  d  /  dk\] 

Es  besteht  sonach  die  GeBamtbescblcunigung  einer  ebenen  Bahn 
aus  zwei  Componenten,  von  denen  die  eine  in  der  Richtung  des 
Vectors  (t>)  gleich  ist 

d*r  /<lk\* 
d<«~  r  \dt) 

und  die  andere  in  der  Richtung  senkrecht  zum  Radiusvector  gleich 
ist 

dr  dk  d  /  dk\ 
dt  '  dt+  dt\r  dt) 

oder  gleich 
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1  d_  f  fdl\ 
r  dt  \r  dt) 

Wird  für  eine  ebene  Bahn  vorausgesetzt,  dass  die  Gesammtbe- 
schleunigang  in  die  Richtung  des  Radiusvector  fallt,  so  rouss  der 
Coefficient  von  o>'  verschwindon,  oder  es  muss 

r*  ^  —  y  =  constant  sein.  (II) 

Wird  weiter  speciell  vorausgesetzt,  dass  die  Beschleunigung  ihrem 
absoluten  Betrage  nach  proportional  ^  ist,  so  folgt,  wenn  —  p  den 
Proportionalfactor  bezeichnet,  aus 


dt*  = 

mit  Benutzung  von  (II) 

—  ♦* 

0) 

y 

dA      — tf  r .      ,  .      .  rfA 

/[•«»*+»«»*)  s 

^  y 

dt 

[isinA-<7C08A]  =  -.^a)' 

die  Integration  gibt: 

dQ     m    ,  , 

(worin  <>,  die  Intcgrationsconstante  bedeutet)  als  die  Gleichung  des 
H  od  ographen. 

Von  den  zwei  Teilen  dieses  Ausdrucks,  die  beide  Vectoren  sind, 
ist  der  erste  von  constanter  L&nge,  der  zweite  constant;  der 

geometrische  Ort  des  Endpunktes  von  ^  ist  also  ein  Kreis,  dessen 

Radius  =  ~  ist,  und  dessen  Mittelpunkt  im  Endpunkte  des  Voctors 
gt  Hegt. 

Ist  der  absolute  Betrag  des  Vectors  gleich  r,  und  seine  Nei- 
gung gegen  die  *-Axe  gleich  A,  so  wird  (A— A,)  der  Winkel  sein 
zwischen  der  Richtung  von  »  und  der  Richtung  von  <>, ;  und 
r,  cos(A —  A,),  rt  sin(A —  A^)  werden  die  Componeuten  von  ^  sein,  in 
der  Richtung  von  w  und  so  dass  man  die  Gleichung  des  Hodo- 
graphen  auch  schreiben  kann: 
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Für  die  Gcschwindigkoitscomponentc  senkrecht  zum  Radiusvector 
(r<^f)  ernaIt  man  also  den  Wert 

und  daher  mit  Benutzung  von  (II)  in  Behr  einfacher  Weise 

r  _  L_  _„  £  /iii) 

als  die  Gleichung  der  Bahn. 

Die  Bahn  ist  ein  Kegelschnitt  und  zwar  Ellipse,  Parabel  oder 
Hyperbel  jenachdom 

r  < 


oder  jenachdem 


oder  jenachdem  der  Coordinatenanfang  innerhalb  des  Hodographen, 
auf  der  Peripherie,  oder  ausserhalb  desselben  liegt.  (Hamilton  El. 
d.  Quat  Theil  IV..  Kap.  II.  pag.  361). 

Gleichzeitig  erkennt  man  auch,  dass  eine  jede  Centraibewegung 
für  welche  der  Hodograph  ein  Kreis  ist,  nur  durch  eine  Beschleu- 
nigung proportional  ^  hervorgerufen  werden  kann,  indem  aus 

dt  y 

folgt: 

d?  ~y  "dt  y  ö  dt 


und  mit  Benutzung  von  (II) 


d*Q  fim 


Sind  in  der  Curvengleichung 
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9  = 

xyz  als  Functionen  der  Bogenlänge  *  gegeben,  dann  bedeutet  selbst- 
</p 

verständlich  —  dio  Längeneinheit  in  der  Richtung  der  Tangente, 
indem  der  absolute  Betrag  von  rfp  gleich  da  ist. 

Bezeichnen  r/p,  und  <fp,  zwei  aufeinandor  folgende  Curveuele- 
mente,  und  sind  OA  und  O'A  dio  Längeneinheiten  in  den  entspre- 
chenden Richtungen,  dann  bedeutet  das  Differeutial 

dg      dgt  </p, 
dd*-^,-  <ü  ~0A-°A 

die  Diagouale  O'O  in  Läuge  und  Richtuug. 

Es  fällt  daher  die  Richtung  von  zusammen  mit  der  Rich- 
tung des  Krümmungsradius  in  O,  und  der  absoluto  Betrag  von 
d*o 

-~  ist  gleich  </a,  wenn  da  den  Winkel  zwischen  den  beiden  auf- 
einander folgenden  Tangenten  bezeichnet. 

Der  absosute  Betrag  von  ^  ist  demnach  gleich  ~"  oder  ^» 
wenn  R  den  absoluten  Betrag  des  Krümmungsradius  bedeutet. 

Schreibt  man  für  den  Einheitsvector  in  der  Richtung  von  O 
nach  dem  Krümmungsmittelpunkt  (C),  also  für  den  Vcrsor  von  R 
(in  der  Bezeichuungsweise  der  Quatemionen)  UR,  so  folgt  also: 


d*Q  Uli 
ds*  ~~  R~ 


d*o  m 

Für        folgt  hieraus: 


ds*  "  ds  V  R  I  "~  R*   dt'  lR^~  R  ds 


die  Bedeutung  von  d  UR  in  dieser  Gleichuug  ergibt  sich  aus  folgen- 
der Ueberlegung. 

Für  eine  ebene  Curve  ist  das  Differential  des  Richtungscoeffi- 
cienten  oder  des  Versors  von  R,  wie  die  Figur  zeigt,  gleich 

0'C— aC—  a'C+Ca  —  a'a 

wenn  der  absolute  Betrag  von  a'C  und  aC  gleich  der  Längeneinheit 
ist-,  das  heisst  gleich  dem  Bogenelement  dt  zwischen  zwei  benach- 
barten Krümmungsradien,  aber  im  negativen  Sinne  genommen. 
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Für  eine  Curve  doppelter  Krümmung  tritt  an  Stelle  von  a'C\ 
wie  die  Anschauung  unmittelbar  ergibt,  der  Vector  a'C-\-da,  wenn 
da  den  Bogen  zwischen  den  beiden  benachbarten  Schmiegungscbcncn 
seiner  Länge  uud  Richtung  nach  bezeichnet. 

Es  wird  daher 

dUli  dt  +  do 

und 

dUR  dt      d<S  1     dg  Ur 

R'ds+V  (1) 

indem  ^  der  Richtuugscocfficient  vou  dt  ist;  r  bedeutet  den  Radius 
der  zweiten  Krümmung  und  Ur  seinen  Richtungscoefficientcn. 


Hiernach  ergibt  sich 


<i3p 


Die  grosse  Einfachheit  dieser  Ausdrücke  soll  hervor- 
gehoben werden  durch  eine  Anwendung  auf  die  Piscussion  der 
Schraubenlinie. 

Die  Gleichung  der  Schraubenlinie  auf  eiuem  Cylindcr  vom  Radius 
o  in  rechtwinkligen  Coordinateu  lautet: 

« 

at  =  acos^,    y  =  asin^,    z  —  atang/7.  ^  —  •  .  tang/J 

wobei  /J  den  Steigungswinkel  oder  die  Neigung  bezeichuet;  *  ist  der 
Bogen  des  Grundkreises;  setzt  man  an  Stelle  desselben  den  Bogen 
der  Schraubenlinie  <s>  so  erhält  man  als  Gleichung  der  Curve,  indem 

a .  cos  8  —  § 

ccosß  ocosß 
g  —  iaco8  —  [-  jaBiu  —  \-l6.s\nß 

Hieraus  folgt  für  die  Tangente: 

d9  Q    .  <*cos0  .  .     .  tfcos/J 

^  =  —  tcos/J.Bin  — ^+^008/?.  cos— ^  +  /sm/J 

es  sind  also  dio  cos  der  Winkel  k  p  v,  welche  die  Tangento  mit  den 
Axen  bildet,  unmittelbar  zu  erschon 

o  cos  ß  y 
cos/  —  —  cos ß . sin       -  —  —  cosp  . - 
r  a  r  a 
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cos^x  —     cos  0.  cos —  cos£.^ 
cos  v  —  sin  f 
Für  den  Radius  der  ersteu  Krümmung  folgt: 

J*V         icoB*ß       acos/S      .  cos*/J  .  öcosß 

„  .  cog  f  .   81D  — — — 

rfa*  a  a         *      a  a 

</*p     cos'/JI          tfcos/r     .  .  *  cos  Öl 
[-.co.—  ,s.u-a-j 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  ein  Vector  vom  absoluten  Betrag 
gleich  der  Eiuheit  und  stellt  den  Richtuugscoefhcienten  des  Krüm- 
mungsradius dar,  d.  h.  es  ist: 

OCOSß       .  .  OCOBß 

UR  —  -  »cos          —  ;  sin  

a        '  a 

und  der  absolute  Betrag  von  ~j  ist  gleich  d.  h  es  ist 

a 

R  ~  cis*ß 

Den  Radius  der  zweiten  Krümmung  erhält  man  nach  der  For- 
mel (1): 

Ur      dUR  ,   1   do       COS/Jf.  .   GC08Ä  <JC08/f 

T--S  +  ä  Ä  ä~ [" 8,n  ^C08  — 

a    (_  a  a  J 

.fcosfl     cos301  .  acostf 

=  »  — — -  —  — -  sin  

La  a   J  a 

f      COS  ß      CM  W        ö  C08  ß 

-fZ0081?.  sin/S 

[cos/JsinV  .  *  cos  01 
 «  -8in"J 

,  .["— cossin*0  acosß] 
+  4  a—     C08^T  J 

cos*/?  sin  ff 
T  *  n 
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Ur     cos  0  sin  0  f..  .  .  acosß 


r  a 


i  sin  0  sin  — ^-—j  sin  0  cos  — ^  + /cos  0 


Der  Modul  der  Klammer  ist  gleich 

l  /  .        f  .  #0CO9  0  .        -ÖCOS^I  ,  , 
J/sin*0  am1 — ^  +  008»— ^  +CO8*0  -  1 

daher  der  absolute  Betrag  des  Radius  der  zweiten  Krümmung: 

Um  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes,  resp.  die 
Gleichung  der  KrUmmungsmittelpunkscurve  zu  finden,  braucht  man 
nur  zum  Radiusvector  q  den  Radius  der  ersten  Krümmung  zu 
addiren. 

Es  wird  also: 

,„  -  „ + n .  us  -  i  [(■  -  co^)  cos  ^] 

+*-^)»i"^]+<°i"<J-« 

die  Gleichung  der  Krümmungsmittelpunktscurve  darstellen,  und  die 
Coordinaten  des  Krümmuugsmittelpunkts  sind: 

/         a  \      acosß      (         a  \  z 
*  -        nsiß)C0i—^-  ~  {«- c^jj)  •  « 

/         a  \  .  «cos/»      /         a  \  f 

ios'jtj 8,n  -  «    -  la  -  E3ivj  « 

£  =  0.8in0  «  »  und  wenn  atg0  =  b: 

R  ~     ~ 0(1 + -  « 

cos  0.  sin  0         o  a'-f-d*   a  a'-r-** 

r  =  ä  c^00^  JT 


(       a*+i*\    x  b* 


COS  p  a 
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Die  Ausdrücke  für  die  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  für 
den  Fall,  dass  die  Curve  als  eine  Function  des  Bogens  gegeben  ist, 
nehmen  die  folgende  Gestalt  an: 

dQ      dg    dt  <!q 
dt       <7*  *  dl  =  dt  '  V 

d*Q       d*Q  tlQ    dv  v*      do  dv 

dt*  -  dt**  +  dt  '  dt  ~  ÜIi  •  7i  +  dt  '  dt 

das  heisst:  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  ist  zerlegt  in  zwei 
Coraponentcu ,  und  zwar  ist  die  Componente  iu  der  Kichtuug  des 
Radius  der  ersten  Krümmung  gleich 

v* 
R 

und  die  Componente  in  der  Richtung  der  Tangente  gleich 

dv 

dt 

Für  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  erhält  man 

diQ      t/3p  3  dv      dQ  tl*v 

dt*  =  dt'  V  +    dt*  V  *  dt  +  dt  ~dl* 

f       d*Q         ,   d3Q  „ 

Substituirt  mau  hierin  für  --^  und  ^3  die  früher  gefundenen  Werte, 
so  folgt: 


Es  ist  also  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  zerlegt 
in  3  Componenten;  und  zwar  ist  die  Componente  in  der  Richtung 
des  Radius  der  ersten  Krümmung  gleich 

tr  dR       v  do 
~~  R*  dt  *     Ii  dl 

die  Componente  in  der  Richtung  des  Radius  der  zweiten  Krümmung 
gleich 

und  die  Componente  in  der  Richtung  der  Tangente  gleich: 

ArcU.  d.  Math.  u.  Pby«.    2.  K«ilie,  T.  II.  2; 
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Mag  uoch  zum  Schluss  als  Beispiel  für  die  Rechnungsweise  der 
bekannte  Satz  bewiesen  werden,  dass  die  Abbildung  durch  reeiproke 
Radien  in  den  kleinsteu  Teilen  ähnliche  Räume  liefert. 

Ein  Vector 

9  =  ix+jy+lz 

hat  den  absoluten  Betrag 

modp  =  }/xt-\-yt-\'Z* 
die  Längeneinheit  in  der  Richtuug  von  g  ist  daher 

9 

und  der  reeiproke  Radius  9'  wird  zu  schreiben  sein: 

(  _  1   P        _  P 

wo  der  Kürze  halber 

gesetzt  ist  Hieraus  folgt: 

1  ,  1  . 

dg'  -  rSdp  -2p  r3<ir 

(dx     2*  1 

-1-  ^r*-r> 

daher  der  absolute  Betrag  des  Elementes  dg' 

1  fai+dyi+Ä*-     i{xt+yt+zt)(ir*      l{rdr+ydy+zd7)  ^ 
moddp'  =  y  — <  -f  — —       -   -B—  dr 

nachdem  nun 


•)  Vgl.  J.  Somoff,  Theoretische  Mechanik  png.  61. 
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xtlx-\-ydy-\-zdz  =  rdr 
heben  sich  die  beiden  letzten  Posten  weg,  und  es  bleibt: 

mod^/p  Ydx*  +  dy*~-\^dz* 

modrfp'  ™  i  ,  /  T-~—  ö  r 

so  dass  der  Quotient  aus  zwei  entsprechenden  unendlich  kleinen 
Strecken  unabhängig  ist  von  den  Incrementcu,  was  gleichbedeutend 
ist  mit  der  Aehnlichkeit  zweier  unendlich  kleiuor  entsprechender 
Dreiecke. 

Mau  überzeugt  sich  uach  dieser  Methode  auch  leicht,  dass  der 
reeiproke  Wert  der  einzige  ist,  dein  diese  Eigenschaft  zukommt. 


Anmerkung  der  Kcd.  zu  Seite  403.    In  dem  Producte 

(l+k  +  L*){x+ky  +  l:*z)    für    Je*  —  1 ;    x  +  y  +  z  -  0 

ist  nach  Definition  ein  Fuctor  null;  denn  diese  Aussage  ist  für  alle  Werte 
von  k  richtig.  Daher  ist  die  Aussage  an  jener  Stelle,  „dass  keiner  der  Fac- 
toren  als  null  bezeichnet  werden  kann"  —  nicht  gleichbedeutend  mit  der  Aus- 
sage, dass  keiner  der  Factoren  null  sei,  was  nicht  der  Füll  ist.  Ueberdies 
führt  die  Definition  anf  den  Schluss,  dass  jeder  Factor  weder  null  noch  nicht 
null  ist.  Da  diese  und  vielleicht  noch  andre  Ergebnisse  mit  der  gewöhnlichen 
Logik  nicht  im  Einklang  sind,  so  würde  es,  wofern  die  getroffenen  Bestim- 
mungen über  vorliegende  Arbeiten  hinnus  Geltung  haben  sollen,  unerläßlich 
sein,  analoge  Distinctionen  wie  die  bei  stetig  variabeln  Elementen  gebräuch- 
lichen auch  hier  anzuwenden. 


J7* 
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XVIII. 

Ueber  einige  specielle  Curven  höherer  Ordnung. 

Von 

JosefWesely, 

Professor  an  der  k.  k.  deutschen  Stitnts^cwerbescbulc  tu  Pilsen. 

i 

i 

  .- 


Die  Aufgabe:  „Sind  zwei  conceutrische  Kreiso  gegeben,  ein 
rechtwinkliges  Dreieck  so  zu  verzeichnen,  dass  die  vom  Scheitel  des 

i 

rechten  Wiukels  auf  die  Hypotonusc,  welche  den  Radius  des  grösseren 
Kreises  bildet,  gefällte  Normale  die  Tangente  an  den  Kreis  vom 
kleineren  Radius  ist'4  —  kann  mittelst  einer  spcciellen  Curve  gelöst 
werden;  dieselbe,  sowie  einige  nach  ähnlichen  Bilduugsgesetzen  ab- 
geleiteten Curven,  sollen  im  Folgenden  näher  untersucht  werden. 

Obige  Aufgabe  kann  jedoch  nach  zwei  Methoden  gelöst  werden. 

1.  Methode.  Fig.  1.  Man  coustruire  über  dem  Kreisradius  R 

als  Durchmesser,  der  zugleich  die  Hypotenuse  DO  des  vorlangten 
Dreiecks  bildet,  einen  Halbkreis;  derselbe  wird  von  der  im  Durch- 
scbnittspuukte  C  der  Hypotenuse  mit  der    Kreisperipherio  vom 

Radius  r  errichteten  Normale  BC  im  Scheitel  B  des  rechten  Winkels 
geschnitten  Das  verlangte  Dreieck  ist  sonach  BDO.  Bekanntlich 
ist  hier 

BC*  =  (Jt-r).r 

und  C  der  Taugentenpunkt.  Der  geometrische  Ort  der  Scheitel  B, 
Äj,  .  .  der  allen  Tangentialpuukten  t\  Cu  C2,  .  .  .  ,  welche 
in  der  Kreisperipherie  vom  Radius  r  liegen,  zugehörigen  rechtwink- 
ligen Dreiecke  BDO,  BlD1Ol^  B^IKO^  ...  ist  ein  dritter  concen- 
trischer  Kreis  vom  Radius 

'l 
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2.  Methode.  Fig.  1,  Wir  suchen  das  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entsprechende  Dreieck  versuchsweise,  indem  wir  der  Reihen* 
folge  nach  die  Dreiecke  construiren :  B^DA0,  BtDzO,  BDO,  £,X>,0, 

.  .  .  ,  und  zieheu  dann  die  zugehörigen  Normalen  BACiy  /*SC,,  BC, 
B^Ci,  .  .  .;  verbinden  wir  die  erhaltenen  Normaleufusspunkte  C;, 
C5,  C,  C,',  ...  so  schneidet  diese  Curve  den  Kreis  im  Punkte  C. 

Die  Normalenfusspuukte  C  für  alle  Dreieckslagen  geben  eine 
Curve,  welche  für  einen  gegebenen  Durchmesser  als  eine  Katheten- 
lage der  verlangten  Dreiecke  —  uns  die  vier  anderen  zugehörigen 
Schnittpunkte  der  Tangentenpcrpendikel  liefert.  Diese  Curve  hat 
in  O  einen  vierfachen  Punkt. 


Curven  höherer  Ordnung,  deren  Bildungsgegetz  durch  ent- 
sprechende Constructions-Combinationon  erhalten  wird. 

1.  Gegeben  sei:  Fig.  2.  ein  Kreis  vom  Radius  R  und  dem 
Mittelpunkte  0  als  Polpunkt,  d  sei  ein  Durchmesser  desselben.  Eine 
Normale  im  Punkte  P0  von  d  schneide  den  Kreis  in  zwei  Punkten 
l\Pr  Fällt  man  aus  sämtlich  in  d  angenommenen  Punkten  P0  die 
bezüglichen  Normalen 


auf  die  zugehörigen  Radien  07',,  OP*  ...  so  liegen  ihre  Fusspunkte 
Ä,  .  .  .  auf  einer  Curve  sechster  Ordnung  C6.  Diese  Curve 
ist  dieselbe,  welche  wir  bei  der  2.  Auflösungsmetbode  der  gegebenen 
Aufgabe  verwendet  hatten.  Die  Curve  C6  hat  in  O  einen  vierfachen 
Punkt,  die  imaginären  Kreispunkte  sind  Doppelpunkte. 

Die  Normalen  umhüllen  eine  Curve  vierter  Classe  C4. 

Die  Coordinatengleiehung  der  Curve  C6  ist: 


Fig.  3.  Eine  Curve  der  nämlichen  Art  erhalten  wir,  wenn 
an  die  Stelle  des  Durchmessers  Weine  beliebige  Gerade  r/,,  tritt,  und 
der  Polpunkt  0  vom  Kreismittelpunkte  3/  weiter  gerückt  wird  und 

zwar  so,  dass  OM  ±  r/,  ist. 


BN  -  BP0 


1) 


Die  Polargl  cichung  der  Curve  C6  ist: 

q  ß.COl'.tt 


  R  - 

BN  =  x  .sin2u;   BN  —  R . 
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2.  Gegeben  sei:  Fig.  4.  ein  Kreis  vom  Radius  R  und  dem 
Mittelpunkte  O  als  Polpunkt,  d  sei  ein  Durchmesser  desselben. 
Eine  Normale  im  Punkte  P9  von  d  schneide  den  Kreis  in  zwei  Punkten 
PxPt. 

Von  P0  als  Mittelpunkt  ein  Kreis  durch    PlPi  construirt 

wird  von  den  Geraden  OI\,  ÖP^  ein  zweites  mal  in  zwei  Punkten 
einer  Curve  sechster  Ordnung  geschnitten.  Sie  hat  den  Punkt 
O  zum  vierfachen  Punkte. 

Die  Coordinatengleichung  diesor  Curve  C6  ist: 

Die  Polargieichung  dieser  Curve  C6  ist: 
II)  q  =  Ä.cos2u 


i*iV=  tf.cos.2u.tgu;  BN- 
Weitere  Eigenschaften  dieser  Curve  Fig.  5.  sind: 

a)  Die  aus  sämtlichen  in  d  angenommenen  Kroismittelpunkten 

A»  po\  K  ...  mit  den  Halbmessern  PQP„  P?l\\  PJ'P"  .... 
gezogenen  Kreise  hüllen  eine  Ellipse  ein,  deren  Mittelpunkt 
der  Polpnnkt  O  ist  und  welche  zur  kleinen  Halbaxe  b  =  R  und  zur 
grossen  Halbaxe  a  =  U . y  2  hat.  Die  Brennpunkte  dieser  ersten 
Ellipse  sind  die  in  d  liegenden  Kreisperipheriepunkte  Fx  und  Fr  — 
Eine  zweite  flächengleiche  Ellipse  von  demselben  Mittel- 
punkte O  hüllen  jene  Kreise  ein,  dereu  Mittelpunkte  iJ0,  PQ\  P0'\ 
.  .  .  auf  dem  zu  d  senkrechten  Kreisdurchmesser  d^  liegen.  Die 
Brennpunkte  dieser  zweiten  Ellipse  sind  die  in  rfj  liegenden 
Kreisperipheriepunkto  Fx  und  F%'.  Beide  Ellipsen  schneiden  sich 
in  vier  Punkten  /Tj/^A'/Ay,  welche  diametral  mit  dem  Polpunkte  0 

verbunden,  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Linien  A'jAy  seukr. 

auf  X%L{  bilden  und  mit  den  Durchmessern  d  und  </,  Winkel  von 
45°  einschliessen. 

b)  Die  auf  die  zugehörigen  Radienvectorcn  q  ...  in  den  ein- 
zelnen Punkten  B  ...  der  Curve  C 6  errichteten  Nor  malen  hüllen 
eine  Astrois  ein,  die  einem  Kreise  von  demselben  Polpunkte  O  als 
Kreismittelpunkt  und  vom  Radius  2R  zugehört.    Die  vier  Spitzen 

der  Astrois  liegen  in  den  verlängerten  Geraden  OKt%  OA'„  0KX', 
0Kt*. 

I 
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c)  Tangentenconstruction.   Fig.  4. 

Ist  B  ein  Punkt  der  Curvo  C*\  welcher  dem  Polarwinkel  u  ent- 
spricht, so  construiren  wir 

h  =  tg.2u  —  An 

tragen  wn,  —  h  auf  die  Verlängerung  von  An  auf,  verbinden  n,  mit 
O  und  erhalten  den  Winkel 

ß  =  Wkl.  ntOd 

Diesen  Winkel  ß,  dessen 

cotg.0  —  2h 

ist,  schlie8st  auch  die  Tangente  ti  im  Punkte  B  der  Curvo  mit  dem 
verlängerten  Radiusvector  OB  —  q  ein.   Machen  wir  also 

Wkl.  PtBt  =  Wkl.  ß 

so  ist  tB  die  verlangto  Tangente  zum  Punkte  B  der  Curve  C\ 
deren  Polargleichuug 

g  =»  R. cos. 2u  ist. 

d)  Die  in  den  Punkten  Ä,  .  .  .  der  Curve  C6  auf  den  den  ein- 
zelnen Punkten  zugehörigen  Tangenten  —  errichteten  Normalen 
hüllen  eine  Evolute  vom  Polpunkt  O  als  Symmetrie -C urvo 
mit  acht  Spitzen  ein.    Vier  Spitzen  liegen  auf  den  Linien  Ojc^ 

OK^  OK{,  OA2'  jede  Spitze  vom  Pul  um  den  Halbmesser  R  ab. 
stehend;  während  die  anderen  zu  je  zwei  auf  U  und  dy  liegenden 
vier  Spitzen  vom  Polpunkte  O  um  %R  abstehen. 

Die  Krümmungsradien  der  Evolute  sind: 

für  u  —  0  ist  r0  —  IfR,  folglich  der  Abstand  der  Spitze  vom 
Polo  O  gleich  ftR\ 

für  u  =  45°  ist  rAh--  =      folglich  die  Spitze  der  Evolute  in  der 
Kreisperipherie  vom  Radius  R  und  dem  Mittelpunkte  ü\ 

für  u  —  90°  ist  rw-  =-  }jRy  der  Abstand  der  Evolutenspitze  vom 
Pole  O  gleich 

3.  Gegeben  sei:  Fij*.  ti.  ein  Kreis  vom  Radius  R  und  dem 
Miltelpuukto  M%  O  als  Polpunkt  sei  ein  Punkt  der  Kreisperipherie, 
</  sei  ein  durch  O  gehender  Durchmesser  des  Kreises.  Eine  Nor- 
male im  Punkte  P0  von  d  schneide  den  Kreis  in  zwei  Punkten 
P,/V   Fällt  man  aus  sämtlich  in  d  angenommenen  Punkten  P0,  die 
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bezüglichen  Normalen  BN  =*  BP0   auf  die  zugehörigen  Strahlen 

01\,  OPs,  ...  so  liegen  ihre  Fusspunkte  B,  .  .  .  auf  einer  Curve 
vierter  Ordnung  G'4.  Sie  hat  im  Punkte  O  eineu  dreifachen 
Punkt.   Die  Normalen  umhüllen  eine  Curvc  dritter  Classe  Vy 

Die  Coordinatengleichung  der  Curvo  C*  ist: 

3)  **  —  2/?.*8  +  22,l*2+j,4  =0 
Die  Polarglcichung  der  Curvc  C'4  ist: 

III)  p~2/?.cos3.u 

—  —  4x»y 

JEfiV  —  2/2. sin. 2u. cos. u;    BN  -  R  •  r^TT  ^i 

Fig.  7.  Eine  Curve  der  nämlichen  Art  erhalten  wir,  wcdd 
an  die  Stelle  des  Durchmessers  d  eine  beliebige  durch  den  Polpunkt 
O  gezogene  Gerade  dt  tritt. 

4.  Gegeben  sei:  Fig.  8.  ein  Kreis  vom  Radius  Ii  und  dem 
Mittelpunkte  Afy  O  als  Polpunkt  sei  ein  Punkt  der  Kreisperipherie, 
d  sei  ein  durch  O  gehouder  Durchmesser  des  Kreises.  Eine  Nor- 
male im  Punkte  P0  von  d  schneide  den  Kreis  in  zwei  Punkten  Pxl\. 

Fällt  man  von  Pt  auf  01\  und  von  P2  auf  Of»,  Normalen,  so 
liegen  ihre  Fusspunkte  B,  .  .  .  auf  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung C*    Sie  hat  in  O  einen  dreifachen  Punkt 

Die  Normalen  umhüllen  eine  Curve  dritter  Claise  C3. 

Die  Coordinatengleichung  dieser  Curve  C*  ist: 

4)  x*-2Ä.*3-f  2y*z*  +  '2R.y*.x+y*  =  0 
Die  Polargleichung  der  Curvc  C*  ist: 

IV)  q  -=»  27?.  cos .  2t* .  cos .  u 

2  t.t\ 


2y(z*-y*) 


BN  =»  2/2. cos. 2u. sin. u;     BN  =  72. ,  .  ■  ... 

Fig.  9.  Eine  Curve  der  nämlichen  Art  erhalten  wir,  wenn 
an  die  Stelle  des  Durchmessers  d  cino  beliebige  durch  den  Polpunkt 
gezogene  Gerade  dk  tritt. 

III. 

Behandeln  wir  nun  die  erste  der  angegebenen  Curven  C* 
analytisch,  indem  wir  die  wichtigeren  Resultate  dieser 
Uutersuch ungon  in  Kürze  anführen. 

k 

\  I 
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a)  Die  Polargloichung  der  Curve,  bezogen  auf  A O  als  Polar- 
ixe, ist: 

Sind  r  und  y  die  Coordinaten  des  Punktes  C  der  Curve ,  bezogen 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Anfangs- 
punkt O  ist,  so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Curre  C6: 

dieselbe  ist  sonach  von  der  sechsten  Ordnung. 

b)  Bestimmen  wir  weiter,  für  welchen  Wert  Ton  x  die  Ordinate 
y  ein  Maximum  wird.    Es  ist 

dy  fitfx* 

äx  ~  y 

Für  ^  —  0  wird  x  —  0  544. Ä 

(IX 

Suchen  wir  den  zweiten  Differentialquotienten  von  y  nach  x. 
Für  ^  =•  0  und  x-l  = j -jjf  gesetzt,  wird 

demnach  für  *  =  0*  54472  der  zweite  Differentialquotient  negativ, 
mithin  die  Ordinato  y  ein  Maximum. 

c)  Mit  Zuhilfenahmo  der  Curve  und  im  Sinne  der  beiden  Glei- 
chungen 

q  -=  cos*tt   und   sin*u  =  1  —  cos1«* 

lassen  sich  die  Quadrate  der  Cosinuse  und  Sinusc  beliebiger 
Winkel  durch  Construction  der  zugehörigen  Radien vectoren ,  be- 
ziehungsweise der  Differenz  zwischen  dem  als  Eiuheit  angenommenen 
R  und  dem,  dem  Polarwinkel  t*  zugehörigen  Radiusvector  q  dieser 
Curve  C6  graphisch  bestimmen. 

Für  u  =  0  ist  q  =  /?,  für  u  -=  45°  ist  g  -  Jä,  für  u  —  60° 
iBt  q  —  {R,  für  u  «=  90°  ist  p  -  0.  Für  q  —  j8t  *  —  y  und 
der  Polarwinkel  u  45°. 

Jeder  beliebige  Radiusvector  schneidet  die  Curvo  in  zwei  Punkten, 
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wolcho  vom  Pole  symmetrisch  abstehen;  die  Krumme  liegt  also' 
in  Beziehaug  auf  die  Polaraxe  symmetrisch. 

d)  Tangonton-Constructiouen  an  die  Curve  C*.  Fig.  11. 

1.  Ist  die  Polargleichung  der  Curve  bekannt,  dann  besttmuit 
man  bekanntlich  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  er,  den 
der  Radiusvector  q  mit  der  zugehörigen  geometrischen  Tangente 
bildet  aus  der  Gleichung 

du 

tg«~e 

wobei  t*  der  Winkel  ist,  den  der  Radiusvector  p  mit  der  Polaraxe 
cinschliesst. 

Transformirt  man  die  Polarglcichung  der  Curve  auf  die  Form 

R 

Q  =  2  (l  +  cos.2u) 

so  wird 
daher 

du  COS5'« 

'•^"-sTu*.  *Cot«" 

und 

tgo  —  —  ^cotg  .u 

oder 

cotg«  =  —  2tg.u 

Nach  der  letzten  Gleichung  kann  die  Construction  der  geome- 
trischen Tangente  t  für  jeden  [Punkt  der  Curve  C6  durchgeführt 
werden.  —  Sei  C  ein  Punkt  dieser  Curve,  dann  ist 

A 

tgu  =  J{ 

Ii  —  1  gesetzt,  ist 

tgu  —  h 

somit 

2tg«  ~  2h 

und 

cotg«  =  —  2A,   cotg  (180  -  a)  —  2ä 

Suchen  wir  jedoch  den  Winkel  ß  auf,  den  die  Verlängerung  des 
Radiusvector  mit  der  geometrischen  Tangente  bildet,  weil  ß  zur 
Construction  bequem  ist,  so  ist 

cotg/J  —  2h  =  2tgu 

Man  mache  also 
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ZF  —  27Ä~E  =  2h 

so  ist 

2h  -  2tg.u 

F  mit  O  verbunden,  ist  FÜG  =  ß  der  gesuchto  Winkel. 

2.  Eine  andere  Tangentenconstruction  Fig.  12.  wurde 
loa  Prof  C.  Pelz  in  Graz  abgeleitet  und  mir  mitgeteilt 

Sei  /  ein  Punkt  der  Curve  für  das  Dreieck  AOC.  Im  Kreis- 
peripheriepunkte A  ziehen  wir  die  Tangente  T  an  den  Kreis  vom 
Radius  R,  verlängern  liC  bis  zum  Durchschnittspunkte  D  mit  der 
Tangente  7\  ziehen  ED  normal  auf  BD  und  ~CF  als  Verlängerung 
von  Ii',  so  schneidet  die  verlängerte  Gerade  IC  in  E.  Ziehen  wir 
wir  nun  FEG  parallel  zu  BD,  tragen  FE  =  EG  auf  und  verbinden 
0  mit  G ,  so  wird  "/£  von  Off  in  o  geschnitten.  Mache  man  end- 
lich Om  -=  mo,  dann  ist  Im  die  Normale  zum  Punkte  /  der  Curve, 

folglich  die  darauf  Senkrechte  im  Punkte  /  die  Tangente  Tt  an  diesem 
Punkte  /  der  Curve  C6 

Um  die  Richtigkeit  dieser  Construction  zu  beweisen, 
betrachten  wir  zwei  Punkte  I  und  II  der  Curve.  Durch  OJJIo  lässt 
sich  immer  ein  Kreis  beschreiben.  Fällt  77  unendlich  nahe  an  7, 
dann  berührt  dieser  Kreis  unsere  Curve  in  7,  und  die  Verbindungs- 
linie ml  wird  eine  Normale.  Es  handelt  sich  daher  um  den  Durch- 
schnittspunkt  zweier  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Geraden  Jo, 
Ho.   Liegt  7  unendlich  nahe  an  77,  so  liegt  At  unendlich  nahe  an  A. 

Wir  verbiuden  demuach  einzelne  Puukte  (x)  der  Tangeute  T 
mit  0  und  fällen  von  diesen  Punkten  Normalen  zu  BÖ  und  von 
deren  Fusspunkten  (y)  Senkrechto  zu  Ox.  Dadurch  wird  der  Strahlen- 
büschel (Ox)  .  .  .  projectivisch  der  Punktreihe  (y)  .  .  .  und  die  von 
(y)  .  .  .  zu  den  entsprechenden  Strahlen  gefällten  Perpendikel  hüllen 
eine  Parabel  ein*).  —  Diese  Parabel  hat,  wie  man  für  specielle 
Lagen  von  Ox  findet,  die  im  Durchschnittspunkte  der  Tangente  T 

mit  OB  zu  OB  errichtete  Normale  und  den  Träger  zur  Tangente 
und  berührt  den  letzteren  im  Puukte  O.  Wir  kennen  demnach  von 
dieser  Parabel  drei  Taugeuten  und  den  Berührungspunkt  auf  ciuer 
und  könneu  dm  Berührungspunkt  joder  übrigen  nach  dem  Brian  - 
chon' sehen  Satze  bestimmen.    Nach  diesem  schneiden  sich  bekannt- 


*)  Siehe  Steiner  J.,  Systematische  Entwicklung  der  Abhängigkeit  geo- 
metrischer Gestalten  von  einnnder.    Berlin,  183*.    j>.  302. 
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lieh  die  drei  Verbindungslinien  der  Gegeneck^u  eines  einem  Kegel- 
schnitte umgeschriebenen  eiufachen  Sechsseites  in  einem  festen  Punkte. 
Daraus  ergibt  sich  die  bereits  früher  angeführte  Normalen-  und 
Tangenten-Construction  an  die  Curve 

3.  Tangenten-Construction  Fig  2.  nach  Dr.  C.  Boye] 
in  Zürich 

Sind  BBX  zwei  in  Beziehung  auf  O  geometrisch  gelegene  Puukte 

der  Curve  C*t  so  schneiden  wir  OA  mit  der  Normale  in  B  zu  OB 

und  erhalten  den  Punkt  S.    SBt  schneidet  dann  aus  der  Normale 

in  O  zu  OB  einen  Punkt  T  der  Tangente  in  B  an  C*.  Der  Ort 
der  Punkte  T  ist  eine  Curve  der  achten  Ordnung. 

o)  Untersuchen  wir,  für  welchen  Winkel  u  der  Radiusvector 
eiu  Maximum  wird. 

Der  Aufgabe  gemäss  muss 

du 

jjj  —  —  2R .  cos .  2u 


und 

negativ  sein;  somit 
Für  u  —  0  wird 


—  sin2u  —  0 


daher  negativ,    p  «—  R  wird  demnach  für  w  —  0  ein  Maximum. 

f)  Die  allgemeine  Gleichung  zur  Bestimmung  des  Krümmungs- 
radius r  einer  Curve,  deren  Polargleichuug  p  ■=  f(u)  ist,  hat 
bekanntlich  die  Form: 

,_+  J-tSOL 

Für  unsere  Curve  Cc  ist 

■ 

da  rf*p 

■Ju  =  —  R .  sin .  2u,     dJt  «  2Ä.C08 2u 

folglich 

1  Ä  (1  +  3. sin*,,)* 
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R 

Für  u  =  0  ist  r0  «=»  g.   Die  Evolute  der  Curve  C'°  schneidet 

sonach  die  Polaraxe  in  dem  Abstände  $K  vom  Pole  O  der  Evol- 
vente nnd  weil  sämtliche  Krümmungshalbmesser  einer  Curve  Tan- 
genten sind  an  der  Evolute  dieser  Curve,  so  bildet  dieser  Punkt 
zugleich  eine  Spitze  der  Evolute. 

Für  tt  =  90°  ist  =»  0.  Der  Krümmungsradius  für  den  Pol- 
punkt O  gleich  0,  die  Evolvente  hat  somit  dort  ihre  Spitze. 

Für  u  =  45°  ist  r4b  -  0  G21  Ji. 

Bezogen  auf  rechtwinklige  Coordi  naten  erhält  mau  be- 
kanntlich den  Krümmungsradius  aus  der  allgemeinen  Gleichung: 


r  -  + 


(dxY< 


<tx* 

Für  den  Krümmungsradius  uuserer  Curve  CTß  erhält  sonach 
die  Gleichung  die  Form: 

Diese  Gleichung  gibt  für  r0,  r45  ,  ryo  ...  dieselben  Werte  wie 
früher. 

g)  Die  Figur  13.  zoigt  dio  Gestalt  der  vou  den  zu  den  Radieu- 
yectoren  der  Curve  zugehörigen  Normalen  als  Tangenten  an  dieselbe 
erzeugten  Envcloppe.  Die  Normalen  umhüllen  eine  Curve 
vierter  C  las  sc  C4.  Beschreibt  man  aus  Punkten,  in  denen  die 
Normalen  an  die  Radienvectorcu  die  Abscisscnaxe  schneiden,  mit 
den  durch  die  Abscisscnaxe  begrenzten  Normallängen  als  Radien- 
Kreise,  so  hüllen  dieselben  eine  neue  Curve  ein,  welche  iu  Beziehung 
auf  die  erste  Curve  affin  ist  und  die  Polargleichung  hat 

q'  =»  R'  .cos*tt 

h)  Das  rechtwinkelige  Dreieck  BOD  (Fig.  10.)  wird  durch  dio 

Normale  BC  zu  Ol)  in  zwei  rechtwinkelige  Dreiecke  zerlegt,  deren 
bezügliche  Flächen  C  und       sein  mögen.    Es  lässt  sich  leicht  be- 

t1 

weisen,  dass  für  jeden  beliebigen  Polarwiukcl  u  das  Vcrhältniss 

li 

constaut  ist,  nämlich 

;;  -  ig«. 
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Bezeichnet  man  mit  y  jenen  Winkel,  den  die  Tangente  t  zum 
Punkte  C  der  Curve  6tö  mit  OA  einschlichst,  so  lässt  sich  zeigen, 
dass 

tg(l800-y)^i(2^,-^') 
und  da  für  u  «=  45°  t '  =     wird,  so  ist 

tg(180-ru46o)  =  i 

Die  Gleichung 

-  tgy  —  i(2tgu-cotgu) 

kann  zur  Constructiou  jenes  Winkels  y  benutzt  werden,  den  die  geo- 
metrische Taugente  zum  Punkte  ry  der  Curve  6  *  gezogen,  mit  der 
Abscissenaxe  bildet. 

i)  Quadratur  der  Curve.  —  Der  Flächeninhalt  einer  Curve, 
deren  Gleichung  auf  Polarcoordinaten  bezogen  p  =  /*(")  ist,  wir«! 
nach  der  bekannten  Formel  bestimmt: 


• 


(*8 .  du 

Für  unsere  Curve  gilt  die  Gleichung 

Q*  =  J^.cos4«* 


folglich  hat  man 

1« 

j=  {Ii*  %j* cos'ti.cfa 
Das  bestimmte  Integral  hat  den  Wert 


daher 


2 

C0S4m.  du  =^  2~  4'  2 

o 


demnach 


2 

0 

2  n 

i 

o 


Um  die  Flächengleichung  eines  durch  einen  beliebigen  Radios- 
vector  begrenzten  Stückes  der  Curve  aufzustellen,  hat  man: 
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/sin  u  CO 8*1»    ,    _  P 
COS4!*.«/»  —   -  \-  l    I  COSt.udu 

oder  da 

j*  cos»  « .  du  =  J .  sin  2u  +  \  m 

ist,  aoch 

J*  cos4» .  du  —  j  [8iu  u .  cos**  +  3(i  sio  2«  -f  i«)] 

J*  cos*u.du  =  1^[4siuM.coss«-f-3siu.2M-f-Gu] 
somit 

j  ^  -  A*1  /  [4sin«cos»u-f 3sin.2u+G«] 

0  0 

Dieselbe  Flächeninhaltsformel,  wie  findet  man  auch  für  die 
Astrois,  deren  Gleichung 

srl  +  yl—  1    oder      +    =- al  ist 

Für  die  von  der  gauzen  Curve  (Astrois)  eingeschlossene  Flache 
I,  bekommt  mau  die  Gleichung: 

Wir  erhalten  somit  eine  sehr  interessante  Beziehung ,  der  zu- 
folge 

A  -  /, 

ist;  d.  b.:  „Es  ist  der  Flächeninhalt  dieser  horizontalen  Contour- 
carve  der  Regelfläche  vom  vierten  Grade  gleich  dem  Flächeninhalte 
der  Vertical-Projection  dieser  horizontalen  Coutourcurve,  oder  unserer 
Curve  von  der  sechsten  Orduung  C6. 

k)  Rectification  der  Curve.  —  Die  Länge  eines  Bogens 
der  Curve,  deren  Gleichung 

9  =  ZW 

ist,  wird  für  Polarcoordinaten  —  wie  folgt  —  bestimmt. 
Bekanntlich  ist: 


-iv^m 


du 
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für      und  die  Werte  gesetzt,  wird 


auch 


8  «= 

«0 

u 


M 

J*  V JR2co8*M-|-4/i*8in1^cos,H  .  du 


—  R      cos«.</u(l +3siu2«)i 


f 

«o 


somit 


u 


s==JlJ  rfsin«(l  +  3sin2")i 
Setzen  wir  sin«  =  «,  so  ist  rfiin-  -  *,  folglich 


« 


«0 

Substituirt  mau 
d.  h. 


du  — 

und 


32 .  <te_ 


f/c  </u 
somit 

dann  erhalteu  wir  durch  teilweise  Integration  mit  Zuhilfenahme  der 
Formel  p 

I  u.dn  =  fit>—  /  «Wu 

in  unserem  Falle 

Addirt  man  zu  dieser  letzten  Gleichung  folgende  Gleichheit: 

r  i+3*s   ,    r .  /\  3j8<fc- 
7  vT+S      J  Vi +3-+/  yi+s* 

so  wird    __   _       /•  ,fc 

Suchen  wir  ...  das / dadnrcl,,  dass  wir  für 
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sabstituiren,  so  ist: 

y"*       dz  1  ,  

/vrfp-=Ä-,ogCV3j+Vl+:57,] 


aach 


sonach 


^ rfe .  Vi  +  3s*  =  i [z .  V 1  +  3i»  +  ^3  .  log( y  3 .  «+V 1  +  3«»)] 


endlich 


*  -  *    [sin  «Vl+3siu«ü  +  ^3  .log(V3.8in«+yr+3TshrM] 


l) 

und 


2 


'  '  =3  2  ,[2+^,1°g(2+V3)]  =  .y-2'76;)3  -  1*3801. R 
0 

Die  geschlossene  Curvc,  oder  der  Umfang  der  ganzen  Curve 
Cc  ist: 

2* 

,1==     *  ~  4.^.2  7003  =  5  5206.72 
0 

Für  die  Astrois  ist  der  Umfang  £  =  6a;  demnach  der  Um- 
fang der  Astrois  grösser,  als  jener  unserer  Curve  sechster  Ord- 
nuug  6'6. 


Arch.  d.  Math.  u.  Ph/i.   2.  K«ihe.  T.  IX. 
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XXII. 

Höhenschnitt-Tetraeder  mit  rationalen  Kanten. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  Kanten  eines  Tetraeders  seien  («,  v)  (w„  vt)  (w,,  t»*),  wo 
die  eiugeklammerten  einander  gegenüber  liegeu,  u,  w„  ein  Drei- 
kant, t>,  r„  vt  ein  Dreieck  bilden. 

Nach  dem  Anfsatz  Nr.  XVII.  Gl.  (5)  ist,  wie  auch  sonst  be- 
kannt, notwendige  und  zureichende  Bedingung  dafür,  dass  die  4 
Höhenlote  sich  in  einem  Punkte  treffen: 

Es  ist  nun  leicht,  das  Kantensystem,  welches  diese  Bedingung 
erfüllt,  allgemein  ratioual  in  drei  Argumenten,  -,  m,  n,  und  einer 
willkürlichen  Linieueinheit  darzustellen. 

Zerlegt  man  nämlich  die  Gleichung  ut* — «*  —  v*  -  in 

u,-f  u  =  ro(t>  +  vjy    m(tt,  -tt)  —  v  —  t>, 

und  entwickelt  daraus  w,  und  r„  so  kommt: 

(w»— ])u  +  2?n»  2«itt  — (m«  -l)r 

"«  ,»qrr    ?    "i  rf+T-  (2) 

Ebenso  erhält  man: 

(n»  — l)u  +  2nt>  2»u  — (n*  —  1)»  ,0l 

--.  +       -  !     "«  =        ..'+1  ~  W 
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Sind  dann  m,  v,  m,  n  ratioual,  so  sind  alle  6  Kanten  rationale 
Zahlen. 

Unsere  Aufgabe  wird  es  nun  sein,  die  3  Argumente  so  zu  be- 
grenzen, dass  jedem  Systemo  derselben  ein  und  nur  eiu  (reelles, 
nicht  degenerirtes)  Tetraeder  entspricht. 

Zuerst  muss  gefordert  werdeu,  dass  alle  Kanten  positiv  siud. 
Eine  Betrachtung  der  4  Ausdrücke  (2)  zeigt  sofort,  dass  dann  auch 
m  und  n  positiv  sein  müssen. 

Die  Bedingungen  i«,  >  0;  rÄ  >  0  lassen  sich,  gemäss  (2)  uud 
mit  Anweudung  von  (1),  schreiben: 

Die  ersto  gibt: 


r—v 
vi  >  - 


die  letztere 


,  =  u  r  -+-  u 

entweder:    m  K  -;      m  <  — — - 

■ 

r=  U  u  —  r 

oder :    m  -  -  :     »»  >  

u 

folglich  kauu  m  >  oder  <  -  sein,  muss  aber  in  beiden  Fullen 
<  sein    Es  ergibt  sich- 

<  m  <        -  ;     -  -  <  n  <  (3) 


Diflfercutiirt  man  den  Ausdruck  von  u,  bei  coustanten  u,  v,  so 
kommt: 

a"i  _  .  2ri  „  (ä) 

dm  -  m«+l  (*> 

Folglich  wächst  in  dem  Iutervallc,  wo  t'j  und  r2  positiv  sind,  ux  mit 
m  uud  ttj  mit  n,  während  bzhw.  v,  und  v2  abnehmen. 

Die  Bedingungen,  unter  denen  einem  Kantensystem  ein  reelles 
Tetraeder  entspricht,  findet  man  am  einfachsten,  indem  man  für  irgend 
ein  Axensystem  die  Coordiuaten  der  Ecken  bestimmt  uud  reell  setzt. 
Die  Ebene  des  Winkels  zwischen  u  und  u,  sei  Ebene  der  *y,  der 
Schenkel  u  Axe  der  x,  der  Scheitel  Anfang  der  xyz.  Dio  Coordi- 
naten  der  Ecken  seieu  durch  die  Indices  1,  2,  3,  4  unterschieden. 
Dann  ist: 

28» 


Digitized  by  Google 


436  Hoppe:  Ilühenschnitt- Tetraeder  mit  rationalen  Kanten. 

*1  =  V\  —  =i  =  Vi  =  =s  —      =  0 
*2  =  m;    a-38  +  yy2  -  Vi    aV  +  ^  +  V 

(jr3  —  n)*+.ya*  =  rs*  }  (5) 

(a\|  -    m) 2  -j-  ?/42  -f-  ^42  —  *| 2 
(<r4  —  .r.{)2  +  (y4  —  y.,)2  +-  si3  —  »'* 

Die  3  letzten  Gleichungen  geben: 

14*+!*,*  —  2lt.r;l  =  rs* 

tts  +  tis*  —  2na-4  -  '',2  tv  (6) 

M,  *-f        —  2(.ra  a-4  +  Jfo  ?/4 )  =  »'* 

Nach  61.  (1)  ist 

«i+tt|*  _„4»  =  m*+  V  -  *'i2  -  »i*  -  "2  ~  7  (7) 

daher  nach  den  Gl.  (6) 

's  =  x4  =  2u ;     's  *4  +  .Vs  Sf*  "2  (8) 

woraus  weiter: 

♦ 

=  -  g  (10) 

Hiermit  sind  alle  Coordinaten  bestimmt  und  ausser  yA  und  ~4  alle 
rational.   Nun  ist  aber 

Ist  also  y32t42  positiv,  so  ist  es  nach  (9)  auch  mitbin  auch  z\\ 
Folglich  ist,  da  weder      noch  c4  null  sein  kann, 

(9r)»  <  (2^«,)*  (11) 

oder 

0  ^  ±  </r  <  2mm,  w2  (12) 

allein  ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  alle  Coordinatcn  reell 
sind,  dass  also  ein  Tetraeder  mit  den  gegebenen  Kanten  existirt 

Hierzu  einige  beiläufige  Bemerkungen.  Aus  der  Gl.  (8)  r.A  =  u 
ersieht  man,  dass  der  Fusspunkt  des  Höhenlots  4,  dessen  Basis  das 
Dreieck  (1,  2,  3),  in  ein  Höhcnlot  dieses  Dreiecks  fallt.  Da  über 
die  Wahl  der  Kanten  keine  Voraussetzung  gemacht  ist,  so  muss  er 
auch  in  die  andern  Höhenlote,  also  in  den  Höhenschnitt  fallen.  Das 
gleiche  muss  auch  von  deu  andern  Höhenloten  des  Tetraeders  gelten, 
uud  man  bat  den  Satz: 
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„Die  Fasspunkte  der  Höhenlote  eines  Höhonschnitt-Tetraeders 
„sind  die  Höhenschnittpunkte  der  Seiten." 

Ferner  erkennt  man  durch  Figurbetrachtung,  dass  der  Inhalt 
des  Tetraeders 

ist.  Daher  ist  nach  Gl.  (10) 

(2m MlM2)2 =  1447*  '  (13) 

Unter  der  Grösse  also,  die  positiv  sein  muss,  hat  man  das  Quadrat 
des  Tetraeders  zu  verstehen. 

Es  bleibt  zu  untersuchen,  zwischen  welchen  Grenzen  m  und  n 
enthalten  sein  müssen,  damit  keine  2  Wertpare  dasselbe  Tetraeder 
ergeben. 

Die  Gegenkantenpare  seien,  jedes  für  sich  nach  der  Grösse  ge- 
ordnet, folgende,  so  dass  man  hat: 

tn  ^  ??'       ic}       ict'  •     ur2  w2' 

Dann  sind  nur  folgende  2  Fälle  möglich.  Bilden  die  Kanten  «?,  wu 
ir2  ein  Dreikant,  >c\  w,',  <r4*  ein  Dreieck,  so  setze  mau  w,  ic,,  w2 
nach  der  Grösse  geordnet  =  M,  u2  und  tc',  ir,',  tr2'  =  «,  u,,  vt-, 
üaun  hat  man  die  Scala: 

«s  >  «i  >  w  >  f  >  t^i  >  v2  >  0  L 

Bilden  dagegen  die  kleinereu  Kanten  ein  Dreikant,  die  grösseren  ein 
Dreieck,  so  setze    man  wieder  nach  der  Grösse  geordnet  w\ 
«y  =»  m,  u,,       und  «*,  Tj,  »r2  =  p,  tjj,  t?2;  dann  hat  man  die  um- 
gekehrte Scala: 

0  <C  «*  <  «i  <  «*  <  »  <  üi  <  «>*  II. 

Wir  unterscheiden  demgemäss  spitze  Tetraeder,  für  welche  die 
erste,  und  flache,  für  welche  die  zweite  Scala  gilt 

Scala  I. 
Aus  a,  ^  u  geht  hervor: 

=  tt 

rn  — „  - 
^  v 

Die  neue  untere  Grenze  ist  grösser  als  die  alte-  denn 
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r  —  v         u  u 
u     °*  r-f-v  v 

Da  überdies  nach  (4)  m  mit  «t  wächst,  so  hat  man  jetzt: 

v  <m<n<  "  (14) 
Bei  Scala  I.  wird  7  >  0;  daher  lautet  (12): 


Da  nun 


h1*  +  V-^<"",M2  oder 

(-  -  "■)"<  (-'-)• 


ist,  so  folgt: 

Damit  aber  ein  u,      u,  existirt,  so  muss  auch 

u,  <  ™—  (16) 

das  ist 

(r  — m)»<,  <rt'! 
sein.   Drückt  man  u,  und  vt  in  m  aus,  so  fiudet  man: 

[ro(r  — i0(2«  +  r)  — t»(2u— r)]1  <  2rs(r— «) 

Die  Basis  zur  Linken  wächst  mit  m-,  für  das  kleinste  m  nach  (14) 
wird  sio 

-=  r>  *--"  >  0 

V 

folglich  ist  sie  stets  positiv,  und  man  hat: 

n   ,(2„  )+  ^=u)_m 

(r~  w)(2t*-f-r) 

Die  Berechnung  zeigt,  dass  die  neue  Grenze  innerhalb  der  alten 
Grenzen  liegt,  denn  man  findet: 

r4-n  2r 

M  —  7=-— <0 

v  2u+y2r(r  u) 

Aus  (16)  folgt  dann  auch: 
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r 


so  dass  «i^+tn?,—  ru  positiv  ist.  Multiplicirt  mit  dieser  Positiven 
wird  dann  die  Ungleichung  (15),  nach  Einsetzung  des  Wertes  (2) 
für 

[•(«i^+w,  — r«)  — r»]»>  («4— 11^)«  (18) 

Hier  ist  erst  das  Vorzeichen  des  Dignanden  znr  Linken  zu  ent- 
scheiden, während  aus 

zn  ersehen,  dass  der  Dignand  zur  Rechten  positiv  ist. 

Wäre  der  Dignand  zur  Linken  positiv  oder  null,  so  erhielte  man: 

vul  —  uv*  -f-  r  v  r 
^  uuj  -f-  wA  —  ru 

Differentiirt  man  L  bei  constanten  u,  v,  r,  so  findet  man: 
aL  _       r[uvt  —  Kr  +  u,)]1         =  Q 

Daher  wächst  X  mit  t*,.  Sein  kleinster  Wert  ist  dann,  entsprechend 
Demnach  würde  sein 

=  r-f-w 

n->  — — 
^  v 

im  Widerspruch  mit  (3).  Der  Dignand  zur  Linken  von  (18)  kann 
also  nnr  negativ  sein,  woraus. 

uvt  —  vut+rv 
n  <T   j  =  iV 

oder,  wenn  man  u,  und  »j  in  m  ausdrückt: 

^0—  u)(2u  +  r)  +  mvC2u  —  r)  _ 
n  <  m(r-  h)  (2u  +  r)  —  t>(2u  —  r) 

Diese  Grösse  nimmt  offenbar  bei  wachsendem  m  ab.  Für  das  kleinste 
m  wird  sie 

v 

folglich  bleibt  die  absolute  Grenze  von  n  dieselbe  wie  in  (3). 
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Das  Resultat  ist:  Für  beliebige  positive  u,  v  ist  erst  m  begrenzt 

durch   

;<m<  (r-«)(2u  +  r)   (19) 


dann  n  durch 


=  (r  —  u)  (2h  +  r)  +  m»(2u  —  r) 

<  U  <  m(r  -  u)(2u-f  r)~-=^(5to  -  r)  (20) 


Scala  II. 
Aus  ttj  ^  u  gebt  hervor: 


—  H 


daher  haben  w»,  u  zuuächst  die  Grenzen: 


r — »         =     =  « 


<n<w<;<1  <21> 


Die  Scala  II.  lässt  die  Fälle  q  < ,  —  und  >0  zu,  welche  bei 
(12)  zu  scheiden  sind.  , 

Für      <  0  lautet  (12) : 

r(t>*  —  u,*  —  u ,*)  <  2t*  u,  w8    oder : 

woraus: 

r  itj  >  tt>,  —  u«, 
Soll  dies  mit  7^0  verträglich  sein,  so  ist  die  Bedingung: 

und  diese  ist  von  selbst  erfüllt.    Für  <z  ^  0  muss  also  sein : 


Für  </>0  lautet  (12): 

+ —  *>')  <  2u  Mj  u,   oder : 
(rw,  — uw1)*<(püJ)* 

Lässt  man  %  von  0  an  wachsen,  so  ist  die  Bedingung  von  Anfang 
erfüllt  und  bleibt  es,  bis  die  Linke  verschwindet;  darüber  hinaus 
hat  t*2  die  obere  Grenze: 
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r  wx  +  t*Uj 

Verbunden  mit  q  >  0  gibt  die9: 

V^V  <  »,  <  (23) 

Wächst  nun  u,  von  der  untern  Grenze  (22)  bis  zur  obern  (23),  so 

tritt  es  bei  =  Yvi-ult  bloss  aus  dem  ersten  Falle  in  den  zweiten 
über  und  erfüllt  bestandig  die  Bedingung.  Die  einzigen  Grenzen, 
welche  (11)  binzubringt,  sind  also: 

5^.<14<!a±-!  (24) 

Sei  zur  Abkürzung 

tio  «  ----- ~  ;     r0  — ■  —  (25) 

dann  ist 

(v0  —  u)r  =  tWj-f-MUj — «r 
Die  rechte  Seite  multiplicirt  mit  w1  +  uu1-\-ur  ist 

o.  (v*  —  u*)vx  *  +  2uut  wt  >  0 

folglich  ist 

üo  —  «  >  0 

Ferner  ist  in  (21)  bereits  die  Bedingung  erfüllt,  dass  u,  sei; 
daher  ist,  wenn  jetzt  t«o  <  «,  hinzukommt, 

u— u0>0 

Drückt  man  nun  in  n  aus,  so  gibt  die  Scala  «o  <  «2  <T  *0  fol- 
gende 2  Uuglcichungen : 

n2(«  —  w0)-f-2nü  —  «o  —  u^>  0 
n*(vo  —  u)  —  2»c-t-»#+tt  >  0 

bzhw.  multiplicirt  mit  den  positiven  w— und  «?0— u  werden  sie: 

[,1(„-„0)+,j«>,.«-v  =  (H",tM")1 

Die  erste  gibt: 

/  «,  -f-«p,  —  r  o    _  ucj  —  vir  —  u, )      r  —  ut 
n  /<u  — u„)      ~~  Htr  +  uJ  — w,  ~~  Vl~ 

die  zweite 
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entweder:  B>  ^-^+^  =  u„+Hr-^)  r-u, 

r(v0  —  v)  Wj  —  u(r  —  u,)  ^  vx 

Oder:    n  <  fT  -^i+^i  _  t>(f  +  »i )—«*»!  _  r+tt1 
r(o0  —  v)  vvt  — t»(r  —  tt, )  *  vi 

Hiernach  wird  (11)  befriedigt,  wenn  entweder 

M  >  •»•..+4=^)  _  A  (26) 

tw, —  tt(r  —  «,) 

oder 

:.- <  „  <  l+jü  (27) 

ist.  Ersteres  ist  schon  durch  die  Bedingung  (3)  ausgeschlossen: 
denn  man  hat: 

also: 

Dio  Scala  (27),  welche  jetzt  ausser  (21)  allein  gilt,  geht  nach  Ein- 
setzung der  Werte  von  «,  und  t\  über  in 

y— m(r— -w)  w-{-m^  +  tt)  ,oa% 

  <  n  <    (28) 

r  —  m  -f-  »w»  r  -f-  tt  —  my 

Nach  (21)  muss  ausserdem  sein 

—  <  «  Z  "  <  "  ^21) 

Sei  m  —  rsin<p;  v  =  rcos<p,  wo,  wegen  u  <  v,  0  <  qp  <  $R.  Dann 
ist 

r  —  tt,  !>,_         i»  COSy      _      R—  <p  s  f  ? 

p,     —  r  +  Ii,  >  r  +  ii  "  f+sin  V      g     2     ^  ^  2 

1  —  COS  <JP      r  —  v 
smq>  m 

daher  die  untere  Grenze  (21)  durch  die  neue  Grenze  (27)  und  (28), 
welche  enger  ist,  ersetzt. 

In  Betreff  der  obern  Grenze  hat  man: 

[w  +  w(r+w)]~m[r  +  tt  —  t>]  *~  (m»+l)t>>  0 

folglich  kann  n  die  obere  Grenze  (28)  nicht  erreichen  ohne  >  » 
zu  werden.  Man  bat  also  zuerst: 
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r  —  v         ■=  u 

-«■<-<;  <w) 

dann : 

r  —  m(r  —  u)    ^  = 

 X — "  <  »  <  TO  (30) 

Die  Scala  (29)  setzt  wieder  voraus,  dass  das  letzte  Glied  grösser 
als  das  erste  ist   Die  Bedingung  lautet: 

mQr+2m(r  —  u)  —  v  >  0  oder: 
(mt,+  r_tt)S>  2r(r-«) 

woraus  die  neue  Grenze: 

V  2r(r  —  u)  —  r  -4-  u 
m  >  —  -  B  (31) 


Bei  Verglcichung  mit  der  untern  Grenze  (21)  findet  man,  dass 

S  u 

sich  reducirt  auf 

Da  u*  =  (r-|-ü)(r  —  t»)  >  r(r  — v),  so  folgt,  dass  die  untere  Grenze 
(21)  nicht  erreicht  wird,  mithin  wegfallt.   Statt  (21)  hat  man  jetzt 

_  =  u 
B  <  m  ^  - 

Damit  ein  m  zwischen  diesen  Grenzen  existirt,  muss  sein: 

Y:Mr  — «)  <  r,   das  ist  v  <  u  V3 

Ein  flaches  Tetraeder  ist  also  nicht  für  beliebige  «,  v  möglich.  Die 
Bedingungen  sind  der  Reihe  nach: 

v  *  V3 

Vär(E^r-,  +  "  <  m  =  "    >  (32) 

p     m(r  —  n)  = 

 <  «  ^  m 

Die  beiden  Classen  von  Tetraedern  sind  durch  dio  Anordnung 
offenbar  so  geschieden,  dass  sie  kein  Individuum  gomein  haben 
können  ausser  dem  einen  für  u  —  »;  m  —  n  —  1,  d.  i.  dem  regel- 
mässigen Tetraeder,  welches  beiden  Classen  angehört 


Digitized  by  Google 


444 


Hoppe:  Hbhenschnitl- Tetraeder  mit  rationalen  Kanten. 


Dagegen  sind  die  Kanten  Systeme,  wie  sie  ohne  Grenzen  der 
Argumente  in  den  Ausdrücken  (2)  dargestellt  werden,  allgcmciu 

u 

beiden  Gassen  gemeinsam.    Substituirt  man  nämlich  für  ^     u  ihre 

reeiproken  Werte,  so  geht  «j«!«?«,^  über  in  vfvx  vuu^.  Mau 
kann  daher  aus  jedem  Kantensysteme  (wenn  nicht  alle  Kanten  gleich 
sind)  2  reelle  oder  imaginäre  Tetraeder  bilden. 

Die  Grenzen  der  reellen  Tetraeder  unter  sieb,  das  sind  in  (19) 

u 

(20)  (32)  diejenigen,  welche  die  Gleichheit  m  =  ,  n  =  »4  zu- 
lassen, stimmen  gleichfalls  überein,  was  auf  der  Anordnung  beruht. 

Bemerkenswert  aber  ist,  dass  die  Grenzen  der  Realität,  bei 
welchen  das  Tetraeder  in  die  ebene  Figur  degenerirt ,  nicht  überein- 
stimmen. Nur  für  n  =  v  sind  sie  dieselbeu;  ausserdem  ist  die  Grenze 
der  flachen  Tetraeder  für  alle  3  Argumente  enger  als  die  der  spitzen. 

Vollzieht  man  die  genauntc  Substitution  in  den  Ungleichungen 
(32),  so  erhält  man  die  Bedingungen,  unter  denen  ein  Kantensystem 
2  Tetraeder  bildet,  nämlich 

u  1 
v  >  V3 

V~2r(r~-"v)+r—v 


u  -f-  m(r  —  v) 
74  <   ;  

Ueber  diese  Grenzen  hinaus  bis  zu  den  Grenzen  (19)  (20)  bildet 
dasselbe  nur  ein  spitzes  Tetraeder. 
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XXIII. 

Eine  Minima  Icigensclnift  der  archimedischen 

Spirale. 

Eduard  Janisch. 


Ist  in  irgend  einer  Ebene  eine  variable  Cnrve  C,  ferner  ein 
fester  Puukt  »"  gegeben,  und  T  die  erste  negative  Fusspunkt- 
curve  der  C  bezüglich  1",  dann  erhält  man ,  wenn  durch  zwei  belie- 
bige fixe  Punkte  /\,  7'a  der  C  ,  die  eiu  endliches  Bogeustück  be- 
grenzen, die  Senkrechten  r,,  t,  zu  17',,  VPt  beziehungsweise  ge- 
zogen werden,  in  t,,  r,,  zwei  Tangenten  der  I\  welche  dieselbe  in 

77,,  J72  berühren  mögen  und  die  mit  den  Bögen  PcPt ,  no/7,  ein 
gemischtliniges  Viereck  PftPin<>IJl  cinschliessen .  dessen  Fläche,  wie 
wir  zeigen  wollen,  ein  Minimum  wird,  wenn  C  eine  archimedische 
Spirale  ist  mit  V  als  Anfangspunkt. 

Auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem  bezogen,  mögen  die  Punkte 
I",  i'0,  /',  die  Coordinaten  haben: 

F(0,  0),    7>0(*o,  y0),    /',(*„  ?,) 
P(x,y)  sei  ein  variabler  Punkt  der  Curve 

Die  durch  den  Punkt  /'  bestimmto  Tangente  t  der  Curyc  /'  hat 
dann  die  Gleiehung  (unter  !£,  r\  die  laufenden  Coordinaten  verstan- 
den): 

7j  —  y  —  - —  *)    oder    xi  +  yf  -  **  +  yf  (1) 

Differentiirt  man  die  letztere  dieser  zwei  Gleichungen  nach  x  uuter 
der  Voraussetzung  i  «=»  const.,  t/     const.,  so  ergibt  sich : 
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i+y'y  -2(*+ yy)  (2) 

wobei 

V  dx 

Werden  nun  die  beiden  Gleichungen  (1),  (2)  als  zusammenge- 
hörig betrachtet,  so  bestimmen  sie  jenes  Wertepaar  rj,  welches 
den  Coordinaten  des  Berührungspunktes  22  der  Taugcutc  t  zukommt. 
Man  findet  hiefür: 


y-*y 

(y*  —  X*)  —  >2xyy' 


II  (3) 


V  - 


y— *y 


Die  Fläche  u  —  auf  deren  Berechnung  es  jetzt  an- 

kommt, zerlegen  wir  zu  dem  Zwecke  in  dreieckige  Elemente  du  = 
(LIPP'),  unter  2*'  zwei  zwischen  2*0,  2',  gelegene  Nachbarpunkte 
der  Curve  C  verstanden  und  unter  22,  wie  oben,  den  P  entsprechen- 
den Punkt  der  Curve  r.  Bedeutet  dann  h  den  Normalabstaud  des 
Punktes  22  von  der  Tangente  in  P  (der  verlängerten  PP')  und  ist 

die  Länge  des  Bogenelemeutes  PP'  mit  ds  bezeichnet,  so  hat  man 

du  «=  \hd* 

Hierin  für  h  und  ds  die  Werte  substituirt: 
liefert  r/t*  in  der  Forui: 

woraus  nach  Berücksichtigung  der  Werte  von  |,  wie  sie  das 
Gleichungssystem  (3)  gibt,  folgt: 

dn      (y»-x»)-2*yy'      y'  V  -z»)  4-2*j,y' 

2  j  -  - — —  —  .  —  \y  —  *y) 

dx  y  —  jcy  y  —  xy  * 

*y  —y 


also  ist: 


dx  (b) 


x  r^+yy' 
V  *y'-y 


Dieser  Ausdruck  ist  nun,  so  wie  er  hier  steht,  wenig  geeignet 
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zur  weiteren  Behandlung.  Er  wird  wesentlich  einfacher,  ja  sogar 
überraschend  einfach,  durch  Einführung  vou  Polarcoordinaten  r,  # 
vermittelst  der  Relationen: 

ae  =  rC08#,  y*=»rsin# 

7^Sin^  +  rC09^        ,  .  , 
dy      dy      de  __  ___  r  8in#-{-rCOS# 

V   "  tlx^dtf''  r/fr™  dr  '        =  r'cos  ^—  r  sin ^ 

cos#  —  rsin 

r/r 

wenn  wir  zur  Abkürzung  r  für  ^  schreiben. 
Wir  erhalten  auf  Gruud  dieser  Formeln: 

*  -r  yy  —  r'co8  _» _  r  8in>       *  ~  c-08  #  _ si„ 

demnach  für  u: 

/' 

u=-\  I  r'*dfr  (6) 

Damit  nun  dieses  bestimmte  Integral  zu  einem  Miuimum  werde, 
ist  nach  eiuem  bekannten  Satze  aus  den  Elementen  der  Variations- 
rechnung notweudig  und  aus  geometrischen  Grtindeu  hier  zugleich 

hinreichend,  dass  gleich  einer  Constauten,  etwa  gleich  2a  sei 
d.  i  es  muss  sein 

,  dr 
r  —  —  =  a  =  const. 

Hieraus  folgt  endlich 

r-att  +  b  (7) 

wo  h  eine  zweite  Constonto  bedeutet,  als  die  gesuchte  Bedingung  — 
die  Polargleichung  einer  archimedischen  Spirale,  welche  den 
Ursprung  V  zum  Pole  hat. 

Die  Constanten  a,  b  bestimmen  sich  durch  die  Polarcoordinaten 
von  P0(r0,        Pt(ru        aus  den  Gleichungen 

Man  sieht  leicht,  dass  eine  Vereinfachung  erzielt  wird,  wenn  man 
die  Polaraxe  etwa  durch  r0  gehen  lässt ,  dann  kann  #0  —  0,  gesetzt 

werden,  und  es  ist  zunächst  b  =  r0,  ferner  a  =        °,  schliesslich 

r-^—^  +  ro  und 
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0 

Um  ein  Beispiel  zu  reebnen,  nehmen  wir  an,  ausser  #  —  0,  noch 

7t  Am* 
r0  —  0,  danu  r,  =-  2m,       =  ^.  In  dem  Falle  wird  u  —    •-.  Zum 

Z  7t 

Vergleiche  wählen  wir  den  über  als  Durchmesser  stehenden 

Kreis:   r  =  2msin#.   Man  hat  hier 


«  —  2m2  f* 


7t 

2 

C0S*#  .  r/#  =  m* 


0 


ein  übrigens  geometrisch  evidentes  Resultat,  da  das  Viereck  P^llJ^ 
im  vorliegenden  Falle  in  den  Halbkreis  über  JJ01\  degenerirt,  weil 

sowol  Hon,,  wie  i^H,  beide  die  Länge  null  haben. 
Wie  zu  erwarten  war,  ist  n  <  u,  wegen 

>7...,*~W.7...) 
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Litterarischer  Bericht 


XXXIII. 


Arithmetik,  Algebra  and  reine  Analysis. 

Einführung  in  die  Wahrscheinlichkeitslehre.   Von  Dr.  Bruno 
Borchardt.    Berlin  1889.   Julius  Springer.   86  S. 

Die  nene  Bearbeitung  der  Wabrscheinlichkeitslehre  wird  gegen- 
über der  grundlegenden  von  Laplace  und  der  vorzüglichsten  vou  Uageu 
dadurch  gerechtfertigt,  dass  sie  eine  Einleitnug  in  die  Thoorie  gebeu 
soll,  welche  die  Principien  ihrer  Bedeutung  gemäss  erörtert,  indem 
dabei  Punkte  zu  besprechen  sind,  auf  welche  jene  Werke  nicht  ein* 
gehen,  während  die  Anwendung  der  Theorie  auf  die  Ausgleichungs- 
rechnung', weil  sie  bereits  als  besonderer  Gegenstand  genügend  be- 
handelt worden  ist,  nicht  aufgenommen  zu  werden  brauchte.  Eiue 
andere  Beschränkung  ist  nicht  genannt:  es  handelt  sich  nur  um  aus- 
zählbare Falle;  die  allgemeine  Theorie  aber  umfasst  auch  die  Pro- 
bleme Uber  stetige  Ausdehnung  von  Zeit  und  Raum.  Die  Bedingung 
der  Auszähl  barkeit  hätte  ausgesprochen  werden  müssen,  da  manche. 
aufgestellte  Sätze  ohne  sie  unrichtig  sind ,  und  woil  das  Vorwort  iu 
der  Erklärung  der  Principien  Vollständigkeit  erwarten  lässt  Wenn 
nun  der  Verfasser  das  Hauptgewicht  auf  die  Begriffserklärung  legt, 
so  sind  es  die  Begriffe  von  Zufall,  Wahrscheinlichkeit,  Hoffnung  (Be- 
sorguiss)  und  Ursache,  um  die  es  sich  hier  handelt.   Die  darin  ent- 
haltenen psychischen  Elemente  werden  in  der  Theorie  durch  moti- 
virte,  wiewol  nie  ausreichend  begründete  Substitution  dofinirter  Quan- 
titäten in  messbare  Elemente  umgesetzt.   In  der  Erklärung  des  Zu- 
falls finden  sich  zwei  irrige  Annahmen,  von  denen  sie  ausgeht,  indem 
behauptet  wird,  streng  genommen  existirte  kein  Zufall.  Zufällig 
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beisst  im  gewöhnlichen  wie  im  streng  logischen  Sprachgebrauch  nicht, 
was  in  keiner,  sondern,  was  in  einer  gedachten  Abhängigkeit 
nicht  steht.   Hierau  schliesst  sich  auch  der  mathematische  Begriff. 
Unterscheidet  man  statt  dessen,  wie  es  hier  geschieht,  zwischen  Be- 
kannter und  unbekaunter  Ursache,  so  ist  dies  theoretisch  gleich- 
bedeutend; von  dem  unbekannten  Zusammenhange  wird  abgesehen, 
was  man  auch  tuu  kann,  wenn  man  ihn  kennt.   Zweitens  zeigt  sieb 
in  der  Besprechung  des  Zufalls  die  irrige  Voraussetzung,  dass  der 
physikalische  Causalnexus  (das  Naturgesetz)  die  Ereignisse  vollständig 
bestimmte.   Es  ist  bekauut  und  aus  jeder  dynamischen  Rechnung  zu 
ersehen,  dass  er  nur  in  ciuer  Richtung,  in  der  Successiou  der  Er- 
eignisse, eine  Verbindung  herstellt,  in  transversaler  Richtung  hin- 
gegen die  gleichzeitigen  Elemente  jedes  momentanen  Zustands  ganz 
unvorbunden  lässt   Relativ  zur  physikalischen  Causalität  ist  also  das 
Reich  des  Zufalls  ein  exaet  bestehendes,  nicht  auf  unzureichender 
Erkenntniss  beruhendes.    Beschränkt  wird  es  in  äusserst  geringem 
Umfange  erst  durch  die  menschliche  Combiuatiou  der  Causalfädeu, 
teils  im  Dienste  des  Zweckes  (z.  B.  bei  Experiment  und  Artefact) 
teils  nach  Willkür  (z.  B.  bei  der  Spielregel).  Undeutlich  formulirt  ist 
die  Erklärung  der  Wahrscheinlichkeit  als  Mass  der  Zufälligkeit 
Letztere  kennen  wir  nur  als  absolutes  Attribut;  auch  bei  Zuziehuug 
der  Wahrscheinlichkeit  wird  ein  Ereigniss  nicht  mehr  oder  weniger 
zufällig.    Das  Verhältniss  beider  Begriffe  ist  ein  anderes:  innerhalb 
der  zufälligen  Ereignisse  gibt  es  solche,  die  mehr  und  weniger  wahr- 
scheinlich sind.    Zu  diesem  gradationsfähigen  Begriffe  gelangt  man 
aber  weit  leichter,  wenu  mau  von  der  Hoffnung  (Besorgniss,  Gefahr) 
ausgeht,  die  bei  gleichem  Gegenstand«  heute  grösser  oder  kleiner 
sein  kanu  als  gestern,  und  sie  dauu  iu  zwei  Factoren  zerlegt,  den 
bekannten  Wert  des  Gegenstands  und  die  Wahrscheinlichkeit.  Was 
die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Erkenntniss  der  Wirklichkeit  bedeutet, 
lässt  sich  nur  aus  der  Abhängigkeit  einer  Wahrscheinlichkeit  von  der 
andern  versteheu.    In  letzter  Instanz   muss  eine  hypothetisch  an- 
genommen werden,  auch  wenn  wir  uns  auf  statistische  Beobachtungen 
stützeu.    Der  Begriff  der  Ursache  endlich  ist  hier  der  umfassendste, 
der  sich  denken  lässt,  wird  daher  nicht  erst  erläutert ;  Ursache  heistt 
meisteus  eius  unter  vielen,  von  denen  ein  Ereigniss  abhängig  ist 
Obgleich  nun  die  Bcgriffserkläruugcu  das  Unterscheidende  der  Bear- 
beitung bilden,  so  machen  sie  doch  uur  den  geringsten  Teil  des 
Buches  aus;  dasselbe  soll  auch  in  die  Rechnung  selbst  einführen 
und  entwickelt  daher  eine  grössere  Anzahl  von  Sätzen,   welche  der 
Verfasser  für  geeignet  erachtet  hat,  in  vielseitigster  Hinsicht  mit  der 
Theorie  vertraut  zu  macheu.   Die  Teile  des  Buches  handeln  der 
Reihe  nach :  von  der  Wahrscheinlichkeit,  von  der  Hoffnung,  vou  deu 
Ursachen  uud  von  der  Lebeusversicheruug.  Hoppe. 
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Sur  nne  nouvelle  raethode  de  resolution  des  equations  lineaires 
et  sur  l'application  de  cette  methode  au  calcul  des  determinants. 
Par  B.  J.  Glasen,  Chanoine  de  la  cathedrale  de  Luxembourg.  Paris 
1889.  Gauthier- Villars  et  fils.  (Extrait  des  Ann.  de  la  Soc.  sc.  de 
Bruxelles.   XII.   251.)   40  S. 

Die  hier  entwickelte  Methode  der  Auflösung  eines  Systems  von 
n  linearen  Gleichungen  zwischen  n  Gesachten  ist  folgende.  Gegeben 
sind  n  Gleichungen: 

Xk  =£  ÜKkXk  -  0    (ä  -  1,  2  . .  .  «)(*„  -  l) 

4=0 

Man  eliminire  einzeln  xQ  und  xx  zwischen  Xt  =  0  und  Xt  =  0;  dann 
findet  man 

k—n  k  n 

1HTQ=   £  bk*k\  mXx  —   £  CiiZ 

k-1  k-2 

uud  nach  Einsetzung  dieser  Werte  in  Jfa  —  0: 

k~n 

m,  r8  —  £  hk*k 

k—3 

was  wieder  in  x0  und  xx  eingesetzt 

*_n  k—n 
viX  xQ  =  £  hkXk\       m.  x,  —  £  bikTk 

gibt.  Setzt  man  danu  alle  3  Ausdrücke  vou  a*0,  xt ,  ar,  in  XA  —  0 
und  den  daraus  gezogenen  Wert  von  x^  iu  die  Ausdrucke  von  r0, 
ar„  xt  ein,  so  findet  man  ebeuso  sr0,  <rt,  arÄ,  x3  linear  dargestellt  iu 
'41  's»  •  •  •  'n.  Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man  schliesslich  alle 
Gesuchten  ausgedrückt  in  x„,  somit  die  vollständige  Auflösung  des 
Systems.  Hierzu  ist  keine  Elimioation  ausser  der  anfänglichen 
zwischen  2  Gleichungen  verwandt  worden.  Es  wird  bewiesen,  dass, 
wenn  keine  Division  stattfindet,  nach  jeder  Reduction  alle  in  den- 
selben x  dargestellten  x  den  gemeinsamen  Coefficienten  m  haben. 

Dieser  Methode  können  wir,  wenn  es  sich  nur  um  numerische 
Auflösung  numerisch  gegebener  Gleichnngssysteme  handelt,  grosse 
Vorzüge  zuerkennen.  Eiu  anderes  Ziel  kennt  der  Verfasser  nicht. 
Er  sagt  einleitend :  die  Determinantenmethode  habe  zwar  gewisse 
Mängel  nicht,  sei  aber  unpraktisch.  Hierauf  ist  zu  erwidern:  die 
Clasen'scho  Methode  ist  völlig  unfähig  die  Detorminantenmethode 
zu  ersetzen,  schon  darum  weil,  wenn  vor  Ende  der  Rechnung  einmal 
ciu  m  null  wird,  ein  Fall,  der  für  das  System  nichts  charakteristi- 
sches anzeigt,  das  Verfahren  raodificirt  werden  muss,  während  der 
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einzige  Fall  der  Ungültigkeit  eines  Determinantenausdrucks  auch 
schon  das  entscheidende  Urteil  über  das  Glcichungssystem  abgibt. 
Wollte  man  also  von  ersterm  algebraische  Anwendungen  machen,  so 
würde  man  in  endlose  Discussioncu  verwickelt  werden. 

Das  Folgende  zieht  die  Discussionen,  dann  die  allgemeinen  Re- 
sultate, dann  die  sogen,  gewöhnlichen  Methoden,  dann  die  Determi- 
nanten in  Betracht,  jedoch  stets  nur  im  Sinne  numerischer  Rech- 
nung; alle  Schlüsse  aus  der  algebraischen  Form,  mithin  die  Theorie 
der  Determinanten,  werden  gänzlich  ignorirt.  Sehen  wir  von  über- 
flüssigen Betrachtungen  ab,  so  bietet  die  Arbeit  in  dem  mitgeteilten 
neuen  Algorithmus  an  sich  eine  vortreffliche  Leistung  dar. 

Hoppe. 

Ueber  die  assoeiirten  Formen  und  deren  Anwendung  in  der 
Theorie  der  Gleichungen.  Von  Dr.  B.  Igel,  Docent  an  der  k.  k. 
technischen  Hochschule  in  Wien.  Wien  1889.  Carl  Gerolds  Sohn. 
4°.   33  S. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Theorie  der  assoeiirten 
Formen  dahin  auszubilden,  dass  mit  ihrer  Hülfe  die  Lücke  ausgefüllt 
werden  könne,  welche  in  Cayley's  invariantentheoretischen  Lösungen 
der  Gleichungen  gegenüber  den  Leistungen  der  Substitutionstheorie 
von  Netto  noch  bleibe,  indem  auf  letzterem  Wege  an  den  Tag  trete, 
dass  die  Behandlungsweise  auf  höhere  Gleichungen  als  4.  Grades 
nicht  anwendbar  sei,  auf  ersterm  Wege  noch  nicht.  Eine  dem  Ver- 
ständniss  dienende  Einleitung  der  Schrift  ist  aus  einer  frühern  Ar- 
beit in  den  Denkschr.  der  k.  Ak.  d.  W.  XLVI.  unverändert  aufge- 
nommen. Dann  werden  die  assoeiirten  Formen  definirt  und  zu  ihrer 
Berechnung  eine  Recursionsformel,  dann  auch  eiue  indepeudente  Dar- 
stellung derselben  hergeleitet.  Dann  wird  die  Theorie  der  kubischen 
Gleichungen  behandelt;  es  wird  daselbst  gezeigt,  wie  die  bekannte 
Relation  zwischen  den  Iu-  und  Covariauten  der  kubischen  Form  a 
priori  einzusehen  ist,  und  wie  man  mit  Hülfe  derselben  die  bekannte 
Zerlegung  der  Form  bewerkstelligt.  Daun  werden  die  assoeiirten 
Formen  der  Form  4.  Ordnung  berechnet,  und  wird  aus  den  gefundenen 
Formeln  die  bekannte  Relation  zwischen  den  In-  und  Covarianten  a 
priori  erschlossen.  Dann  wird  die  Covariante  T  in  3  quadratische 
Formen  zerlegt,  endlich  der  Zusammenhang  zwischen  den  3  Eigen* 
schaften  der  Covariante  yans  Licht  gestellt,  welche  dieselbe  zu  einer 
speciellen  Form  stempeln.  H. 

Curso  de  analyse  infinitesimal.  Por  F.  Gomes  Teixeira. 
Director  da  Academia  Polytechnica  do  Porto,  Professor  na  mesma 
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Academia,  antigo  Professor  na  Uoivcrsidade  de  Coimbra,  socio  cor- 
respondente  das  Acadcmias  Reaes  das  Scieucias  de  Lisboa,  Madrid, 
€tc.  Calculo  iutegral  (primeira  parle).  Porto  1880.  Typographia 
occidental.   312  S. 

Der  erste  Teil  dieses  Curaus  der  infinitesimalen  Aualysis  ent- 
haltend die  Differentialrechnung  ist  im  23.  litterariseben  Beriebt, 
S.  27  besprochen.  Der  jet/t  erschienene  zweite  Teil  enthaltend  die 
Integralrechnung  schliesst  sich  wie  der  erste  in  der  Behandlungs- 
weise,  welche  sehr  kurz  gefasst  ist,  namhaften  deutschen  und  fran- 
zösischen Autoren  an.  Es  ist  daher  nur  der  neue  Inhalt  hinzuzu- 
fügen. Nachdem  die  Methoden  der  Integration  algebraischer  Func- 
tionen dargelegt  sind,  werden  über  die  Reductionen  der  elliptischen 
und  hyperelliptischcn  Integrale  Sätzo  hergeleitet;  dann  folgt  die 
Integration  transceudenter  Functionen.  In  Betreff  der  bestimmten 
Integrale  werden  nur  allgemeine  Sätzo  behandelt,  die  Euler'schen 
Integrale  z.  B.  gar  nicht,  die  Fourier'schen  Theorien  nur  unter  An- 
wendungen kurz  berührt  Es  folgen  zunächst  geometrische  uud  ana- 
lytische Anwendungen,  dann  dio  Integration  von  Differentialglei- 
chungen und  geometrische  Anwendungen.  H. 

Einleitung  in  die  lofiuitesimal-RcchnuDg  (Differential-  und  Iute- 
gral-Rechnung)  zum  Selbstunterricht.  Mit  Rücksicht  auf  das  Not- 
wendigste und  Wichtigste.  Vou  U.  B.  Lübsou.  Mit  54  Figuren 
im  Text.  Siebente  Auflage.  Leipzig  1889.  Friedrich  Brandstetter. 
381  S. 

Das  Buch  gehört  zu  denjenigen,  welche  sich  durch  Täuschung 
von  Unkundigen  populär  machen.  Dass  Lagrange's  Versuch  dio 
Principien  der  Differentialrechnung  mit  Umgehung  der  unendlichen 
Grössen  auf  die  Reihenentwickeluug  zu  gründen  verfehlt  ist,  war  längst 
vor  Erscheinen  der  1.  Auflage  dieses  Buchs  1855  bekannt.  Dass 
Caucby  der  Infinitesimalrechnung  eine  genügendere  Grundlage  gab, 
und  dass  man  nach  ihm  nur  auf  dieser  neuen  Basis  die  Methode 
weiter  zu  cultiviren  gesucht  bat,  bezeugt  es,  dass  der  begangene 
Fehler  schon  damals  offenbar  vor  aller  Welt  war.  Wenn  nun  trotz- 
dem der  Hamburger  Urheber  des  Buchs,  sowie  dio  Bearbeiter  der 
neuern  Auflagen  die  verurteilte  Methode  den  Schülern  wieder  dar- 
bieten, ohne  von  ihrem  Mangel  ein  Wort  zu  sagen,  so  lässt  sich 
dies  wol  kaum  anders  als  aus  Speculation  auf  dio  Unwissenheit  er- 
klären. Gehen  wir  näher  auf  dio  Motivirung  ein.  Das  Vorwort 
sagt,  Cauchy's  Methode  eigne  sich  nicht  für  Anfänger,  weil  sie  zuviel 
voraussetze.  Was  aber  setzt  Lübsen  voraus?  Die  Theorie  der  unend- 
lichen Reihen  müsste  er  voraussetzen  oder  eine  allgemeine  Bestim- 
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tnuog  des  zweiten  Reihenglieds  unabhängig  von  der  Reihe  ausfindig 
machen,  d.  h.  der  Differentialquotient  roüsste  letztem  Falls  schon 
anderweit  bekannt  sein  um  ihn  definiren  zu  können.  Lübsen  selbst 
uun  sagt,  er  setze  die  Theorie  der  Reihen  voraus  —  ob  es  unend- 
liche siud,  steht  nicht  dabei  —  fügt  indes  hiuzu,  die  Convergenz  sei 
gleichgültig,  weil  es  sich  nur  um  das  zweite  Glied  handle.  Dann 
fehlt  natürlich  jede  Beziehung  der  Reibe  zur  Functiou;  soll  die  Be- 
ziehung eino  formelle  sein,  so  fehlt  die  allgemeine  Entwickelungs- 
methode;  lässt  man,  wie  Lübsen  es  tut,  jede  specielle  Entwickelungs- 
methode  zu,  so  fehlt  jeder  bewusste  Grund  der  Uebereinstimmung. 
Gesetzt  aber  auch ,  es  wäre  dem  Verfasser  trotz  aller  Hiudcrnisse, 
die  sich  von  dieser  Seite  einer  exaeten  Behandlung  entgegenstellen, 
gelungen  einen  zutreffenden  Begriff  des  Differentialquoticnten  zu 
geben,  so  ist  dieser,  wie  es  nicht  anders  sein  kann,  auf  so  compli- 
cirte,  künstliche  Art  gewonnen,  dass  kein  Schüler  im  Stande  ist  die 
darauf  gebauten  Schlüsse  zu  durchschauen.  Hier  bernft  sich  der 
Verfasser  auf  die  Erfahrung,  dass  nach  der  in  Rede  stehenden  Me- 
thode die  Infinitesimalrechnung  leicht  verstanden  werde.  Er  sagt 
aber  nicht,  durch  welche  Proben  ein  wirkliches  Verständniss  dargetan 
worden  sei.  Dass  die  Schüler  gegen  die  Lehren  keinen  Einwand 
vorbringen  können,  ist  natürlich,  da  sie  nicht  soweit  orientirt  sind. 
Wir  können  auch  der  angeblichen  Erfahrung  eine  andre  entgegen 
setzen.  Es  kommt  vor,  dass  die  in  so  nachlässiger  Weise  in  dio 
höhere  Analysis  eingeführten  Schüler  sich  später  auf  allgemeine  Au- 
kennung  der  Berechtigung  von  Schlüssen  berufen,  die  sie  selbst  weder 
zu  vertreten  noch,  wenn  sie  falsch  sind,  als  solche  zu  verurteilen 
wissen  und  damit  verraten,  dass  sie  stets  an  die  Bündigkeit  der 
Schlüsse  nur  geglaubt  haben.  An  Aeusserungen ,  welche  zu  einer 
solchen  Einbildung  des  Wissees  verführen,  fehlt  es  im  vorliegenden 
Buche  nicht:  die  Phrase  „verschwindend  kleine  Grösse"  mit  einge- 
klammerter Beifügung  (—  0),  das  Reden  von  Grenzwerten  und  Ste- 
tigkeit ohne  alles  Eingehen  auf  deren  Bedingungen,  u.  a.,  überhaupt 
das  schnelle  Hinwegschlüpfen  über  alles,  was  dem  Schüler  neu  ist, 
während  die  leicht  verständlichen  algebraischen  Entwickelungen  recht 
ausführlich  sind,  alles  dieses  kann  nur  jene  verderbliche  Wirkung 
haben.  Von  unendlichen  Grössen  ist  im  Buche  nirgends  die  Rede, 
aber  auch  von  variabeln  Grössen  nicht.  Hiernach  scheinen  dem  Ver- 
fasser diese  Begriffe  nicht  zum  „Notwendigsten  und  Wichtigsten"  zu 
gehören,  trotzdem  er  doch  vorgibt  „in  die  Infinitesimalrechnung  ein- 
führen" zu  wollen!  Ihre  Eenntuiss  wird  den  Schülern  vorenthalten 
und,  damit  sie  den  Mangel  nicht  merken,  gänzliches  Schweigen  dar- 
über beobachtet.  Wenn  dieses  Verfahren  dazu  dienen  soll  die  Ueber- 
windung  einer  Schwierigkeit,  von  der  die  Einleitung  spricht,  zu  er- 
leichtern, so  ist  es  gewiss  das  verkehrteste  Mittel,  zu  dem  der  Ver- 
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fasser  greifen  konnte.  Eine  gewisse  Schwierigkeit  bietet  in  der  Tat 
stets,  wie  er  richtig  bemerkt,  der  Uebcrgang  zu  einer  höhern  Stufe  - 
der  Doctrin.  Die  Vcrsation  mit  dem  Lehrstoff  auf  der  niedern  Stufe 
ist  mit  der  Gewöhnung  an  eine  Auffassungsweisc  vcrkuüpft.  Von 
dieser  Gewohnheit  muss  sich  der  Schüler  dann  lossagen.  Er  kennt 
in  der  Algebra  die  Grösse  nur  als  eine  lür  sich  bestehende  und  als 
solche  bestimmte  und  soll  sie  nun"  als  Function  einer  andern 
auffassen.  Dass  dies  geschieht,  ist  uuerlässlich ;  jede  wesentlich  neue 
Erkenntniss  fordert  das  Aufgeben  einer  Gewohuheit.  Wer  aber  auf 
die  Schwierigkeit  Rücksicht  nehmen  will ,  hat  vor  allem  die  neue 
Forderung  kurz  und  unumwunden  auszusprechen,  dann  zur  Einübung 
der  neuen  Auffassung  uud  zur  Beachtung  ihrer  Erfolge  Gelegenheit 
zu  geben,  also  'gerade  das  Gegenteil  von  dem  zu  tun,  was  Lübsen 
tut,  indem  er  die  neue  Auffassung  geflissentlich  meidet  und  versteckt, 
ein  pädagogischer  Misgriff  in  den  auch  Caucby  verfallen  ist,  da  er 
das  Unendliche  nur  in  sparsamster  Weise  und  verhüllt  in  Form  der 
Grenzwerte  zur  Verwendung  bringt.  Gegenwärtig  ist  das  Unendliche 
kein  schwieriger  Punkt  mehr,  soudern  ein  für  Anfänger  lcichtfass- 
1  ich  er  Lehrgegenstand,  der  ihnen  überdies  sofort  Gelegenheit  bietet 
den  grössten  Erfolg  zu  sehen,  nämlich  in  dem  Schlüsse  von  der  Un- 
gleichheit des  Einen  auf  die  Gleichheit  des  Andorn,  durch  welchen 
die  Exactheit  der  Infinitesimalrechnung  in  elementarster  Weise  und 
doch  vollkommen  streng  bewieseu  wird.  Dieser  leicht  zu  erringende 
Erfolg  entgeht  denen,  welche  die  Infinitesimalrechnung  ans  Lübeu's 
Buche  lernen  wollen.  Dasselbe  ist  nur  da,  damit  mau  sie  nicht 
lernt.  Hoppe. 

Abhandlungen  über  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen 
von  N.  II.  Abel  und  E.  Galois.  Herausgegeben  von  H.  Maser* 
Berlin  1889.   Julius  Springer.    155  S. 

Von  den  5  herausgegebenen  Abhandlungen  von  Abel  haben  die  2 
ersten  von  1824  und  1826  den  Beweis  der  Unmöglichkeit  der  allgemeinen 
algebraischen  Lösung  der  Gleichungen  höherer  Grade  zum  Ziele.  Die 
dritte  von  1829  betrifft  die  auflösbaren  Gleichungen,  deren  Wurzeln 
rational  durch  eine  unter  ihnen  ausgedrückt  werden.  Die  vierte  von 
1828  nebst  der  fünften  untersucht  die  Formen  algebraischer  Aus- 
drücke, wechc  höhern  Gleichungen  genügen  können.  Von  Galois 
sind  6  Schriften  nebst  2  Bemerkungen  von  Liouvillo  herausgegeben 
aus  den  Jahren  1828  bis  1831,  eiue  über  Kettenbrüche,  eine  über 
die  Theorie  der  Zahlen,  die  übrigen  über  die  Auflösung  der  Glei- 
chungen. Der  Anhang  gibt  Notizen  aus  Briefen  von  Abel  und  Be- 
merkungen von  Galois  zu  einer  hinterlassencn  Abhandlung  von  Abel. 

H. 
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Anwendung  der  Determinanten  und  Elemente  der  neuem  Algebra 
auf  dem  Gebiete  der  niedern  Mathematik.  Zum  Gebrauche  beim 
Unterricht  an  höheren  Lehranstalten  sowie  zum  Selbstunterricht 
herausgegeben  von  Prof.  Dr.  Jos.  Dieckmann,  Rektor  des  Real- 
progynmasiums  zu  Viersen.   Leipzig  1889.   B.  G.  Teubner.   110  S. 

Um  die  Gesichtspunkte  der  Abfassung  des  Bachs  deutlich  zu 
machen,  ist  es  nötig  zuerst  auf  die  im  Vorwort  angeregten  Fragen  näher 
einzugehen.  Zu  den  Wünschen  und  Vorschlägen  mehrerer  Mathe- 
matiker, welche  die  Aufnahme  der  Determinantenlehre  in  den  Cursus 
der  höhern  Lehranstalten  befürworteten,  hat,  wie  das  Vorwort  sagt, 
die  Directorenconferenz  zu  Hannover  1878  sich  gänzlich  ablehnend 
verhalten,  die  westfälische  1884  hingegen  den  Gebrauch  der  Deter- 
minanten mit  gewissen  Einschränkungen  für  wünschenswert  erachtet. 
In  den  Verhandlungen  treten  jedoch  manche  Einwürfe  auf:  für  eine 
gründliche  uud  wissenschaftliche  Behandlung  der  Lehre  habe  die 
Schule  keine  Zeit,  und  wenn  sie  auch  gelänge,  so  entspreche  der 
praktische  Wert  nicht  dem  Aufwand  an  Mühe.  Hier  ist  manches  zu 
unbestimmt  ausgesprochen.  Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  die 
Determinantenlehre  sowol  an  die  Lehre  von  den  Gleichungen  (in 
Secunda)  als  auch  an  die  Combiuationslebre  (in  Prima)  angeschlossen 
werden  kann.  Diekmann  hat  nur  das  erstere  im  Sinne;  der  Confc- 
renzbeschluss  aber  lässt  die  Gestaltung  der  Doctrin  als  offene  Frage 
bestehen;  ob  also  sein  Zugeständniss  zu  Gunsten  des  Diekmaun'schen 
Planes  gedeutet  werden  kann,  lässt  sich  aus  dem  Angeführten  noch 
nicht  entnehmen.  Die  Einwürfe  sprechen  offenbar  ganz  zu  dessen 
Ungunsten;  doch  müssen  wir  auch  diese,  namentlich  den  zweiten, 
bestimmter  bezeichnen.  Der  praktische  Wert  lässt  sich  an  dieser 
Stelle  nicht  nach  dem  Gewinne  messen,  den  irgend  ein  Rechner 
aus  dem  Gebrauche  der  Determinanten  zu  ziehen  vermag,  sondern 
nur  nach  dem,  welcher  bei  Uebung  algebraischen  Rechnens  in 
der  Schnle  der  ganzen  Classe  zugute  kommt  Dass  Diekmann  den 
Scbulzweck  zu  sehr  ausser  Acht  lässt,  wird  sich  zeigen,  wenn  wir 
seine  Bearbeitung  der  Lehre  näher  ansehen.  In  seiner  Antwort 
räumt  der  Verfasser  zunächst  ein,  dass  die  Schule  sich  an  die  Be- 
deutung der  Determinanten  als  Abkürzung  zu  beschränken  habe. 
Ihren  Hauptwert  legt  er  in  ihren  Gebrauch  bei  der  Elimination; 
Zweck  der  gegenwärtigen  Bearbeitung  sei  es,  die  Mannich  faltigkeit 
der  Anwendung  auf  fast  allen  Gebieten  der  niedern  Mathematik 
und  die  Bedeutung  der  dabei  gewonnenen  Resultate  für  unsere  Dis- 
ciplin  in  etwas  darzulegen.  Was  nun  die  Ausführung  betrifft, 
geht  die  Begriffsentwickelung  von  den  Determinanten  2.  Ord- 
nung aus  und  setzt  die  Determinanten  3.  und  4.  Ordnung  aus 
den  Unterdeterminanten  zusammen.  Dabei  ist  indes  die  Erklä- 
rung der  Determinante  nter  Ordnung  für  unentbehrlich  gehalten 
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worden.   Die  Regel  der  Vorzeichen  der  Untcrdoterminanten  wird 
allgemein  ausgesprochen,  jedoch  iu  der  Anwendung  nie  erwähnt. 
Die  Vorzeichen  werden  weiterhin  geradezn  dictirt,  obgleich  sie  für 
den  Schüler,  wenn  er  wirklich  mitrechnen  wollte,  seine  bestandige 
Aufmerksamkeit  in  Anspruch  nehmen  würde.   Alles  dies  zeigt,  dass 
die  Mühe,  welcho  Diekmann  dem  Schülor  aufbürdet,  wenu  dieser 
das  Dargebotene  sich  zu  eigen  machen  soll,  keine  so  geringe  ist,  als 
er  es  gelten  lassen  will,  dass  also  der  erste  Eiuwurf,  es  koste  zu 
viel  Zeit  um  die  Lehre  gründlich  zu  betreiben,  gegen  seine  Aus- 
führung erst  recht  zu  erheben  ist.   Vermisst  man  doch  gar  mancho 
Erläuterung;  die  nur  fehlt,  weil  sie  zu  viel  Raum  im  Buche  erfor- 
dert hätte.   Fragt  mau  nun  zweitens  nach  dem  Lohne  für  jene  Mühe, 
so  bietet  Bich  folgendes  dar.   Der  Schüler  lernt  die  Co3fficicntcn  von 
Resultaten,  und  unter  andern  dio  Proportionen,  auf  neue  Art  be- 
zeichnen, woraus  dann  über  die  eingeführten  Symbole  gewisse  Sätze 
hervorgehen.    Der  Kreis  der  lösbaren  Aufgaben  wird  nicht  ver- 
mehrt; neue  Fähigkeiten  werden  nicht  entwickelt,  mithin  die  Pflicht 
der   Schule    in  diesem  Punkte  nicht   sichtlich  erfüllt;  die  Sätzo 
sind  kein  Zuwachs  an  Erkenntnissen,  denn  sie  betreffen  nur  selbst- 
gemachte Objecto.   Dagegen  ist  als  Verlust  zu  verzeichnen  dio  ver- 
minderte Wertschätzung  nnd  dio  Ablcukung  der  Aufmerksamkeit  durch 
Vermehrung  der  Formen  der  Ausdrücke.    Charakteristisch  für  das 
Ganze  ist,  dass  der  Mittelpunkt  des  Interesses  an  der  darin  ver- 
folgton Spcculation,  wie  der  Verfasser  auch  nicht  umhin  kann  öfters 
zu  verraten,  ausserhalb  des  für  Schülor  der  Algebra  bestimmten  Ge- 
bietes liegt   Auch  kann  ihm  diese  Tendenz  kaum  fremd  sein,  da  er 
der  im  Vorwort  angeführten  Absicht  Hesse's  „auch  für  unsere  Schulen 
den  Anschluss  an  den  heutigen  wissenschaftlichen  Standpunkt  der 
Algebra  möglich  und  erreichbar  zu  machen"  —  beistimmt  und  sie  auf 
seine  Bearbeitung  bezieht.   Den  Anschluss  an  den  höhern  Stand- 
punkt erreichen  wir,  wenn  wir  dio  niedero  Doctrin  gleich  exaet  und 
ohne  Lücken  betreiben.    Es  würde  eine  sehr  schlechte  Vorbereitung 
sein,  wenn  man  die  Schüler  durch  beständigen  lliuweis  auf  ein  Un- 
bekanntes, dessen  Bedeutung  sie  erst  später  begreifen  lernen  sollen, 
von  dem  abziehen  wollte,  was  sie  heute  verstehen  und  heute  in  Aus- 
führung bringen  könueu.   Von  diesem  Fehler  wird  sich  schwerlich 
ein  Versuch  die  Dctcrminantenlehre  auf  dem  von  Diekmann  gewählten 
Wege  in  die  Schule  einzuführen  frei  erhalten  können.   Es  gibt  aber 
einen  zweiten  Weg,  der,  wenn  obnedas  die  Combinatorik  in  Prima 
gelehrt  wird,  sich  vollkommen  eignet  im  Anschluss  an  dieselbe  die 
Schüler  nicht  etwa  mit  einem  Abriss  der  Lehre  bekannt  zu  machen, 
sondern  sie  in  der  Kürze  und  ohne  Schwierigkeit  in  die  wissen- 
schaftlichen Principien  der  Determinantentheorie  selbst  einzuführen, 
einen  Weg  auf  dem  die  schwerfällige  Zerfällung  in  Uuterdetermi- 
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nanten  gar  nicht  iu  Anwendung  kommt,  und  durch  die  der  Theorie 
eigenen  weitgreifenden  und  doch  sofort  einleuchtenden  Schlüsse  alle 
zu  den  Priucipicn  gehörigen  Sätze  in  leichtfasslicher  Art  bewiesen 
werden.  Dass  der  Verfasser  diesen  "Weg  verschmäht  hat,  wird  ohne 
Zweifel  auf  einem  Vorurteil  beruhen.  Hoppe. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletin  de  l'Academie  Royale  des  sciences,  des  lettres  et  des 
beanx-arts  de  Belgiquc.  57— 59mÄ  annee,  3m#  serie,  t.  XIV— XVII. 
1887-1889.   Brnxelles  1889.   F.  Hayez. 

Die  genannten  Bände  enthalten  folgende  mathematische  Arbeiten. 

XIV.  J.  Deruyts:  Entwicklungen  über  die  biuomischen  Formen. 
F.  Doruyts:  üeber  die  Darstelluug  der  unicursalcn  Involutio- 
nen. —  Ucber  die  Theorie  der  Involutionen. 

C.  Le  Paige:  Ueber  die  ucutraleu  Elemente  der  Involutionen. 

E.  Ronkar:  Note  über  die  Oscillationeu  eines  Pendes  bewirkt 
durch  die  Verruckuug  der  Suspeusiousaxe. 

P.  De  Heen:  Bestimmung  des  theoretischen  Gesetzes  der  Com - 
pression  der  Gase. 

XV.  C.  Le  Paige  und  F.  Deruyts:  Fundamentalthcoreme 
der  projectivischen  Geometrie. 

J.  Deruyts:  üeber  die  Theorie  der  algebraischen  Formen  für 
eine  beliebige  Anzahl  Variabein. 

XVI.  J.  Deruyts:  üeber  die  gegenseitige  Differentiation  der 
invarianten  Functionen.  —  Ueber  einige  Eigenschaften  der  linearen 
Transformationen. 

E.  Goedseels:  Von  der  Länge  der  Linien. 
E.  Catalan:   Ueber  einen  besondern  Fall  der  binomischen 
Formel. 

XVII.  F.  Deruyts:  Ueber  die  Darstellung  der  Homographie 
2.  Gattung  auf  den  kubischen  Regelflächen.  —  Ueber  eine  gemein- 
same Eigenschaft  der  normalen  Curven  der  linearen  Räume. 

C.  Servais:  Ueber  die  Nabelpunkte  auf  den  Flächen  2.  Grades. 
E.  Catalan:  Neue  Noten  zur  Algebra  und  Analysis.  H. 

Annuaire  de  l'Academie  Royale  des  sciencea,  des  lettre«  et  des 
beaux-art*  de  Belgique.  1888.  1889.  54™  55»*  annee.  Bruxelles 
1889.  F.  Hayez. 
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Das  Annuairc  enthält  den  bürgerlicheu  Kaieuder,  die  Einrich- 
tuugcn  and  Gesetze  der  Akademie,  die  Preiserteilungen ,  das  Vcr- 
zeichniss  der  Mitglieder  und  biographische  Notizen  über  folgende 
Mitglieder  nebst  Portrait :  Gaebard,  Duprez,  Franck,  Gcefs,  Nypels, 
Vandenpeecrcbom  (im  Jahrg.  54),  Piuebart,  Tielemans,  De  Keyscr, 
Marchai,  Nolet  de  Brauwcre  van  Stceland,  Cornct  (im  Jahrg.  55) 
dann  das  Vcrzcichuiss  der  Gesellschaften,  Institute  und  Zeitschriften, 
mit  welchen  die  Akademie  in  Bezichuug  steht.  H. 

Rendiconto  dell'  Acadcmia  dellc  scienze  fisiche  e  matematiche 
(Sezione  della  Societä  Reale  die  Napoli).  Serio  2».  Vol.  II.  (Anno 
XXVII.)    Napoli  1888. 

Der  2.  Jahrgang  cuthält  folgende  mathematische  Arbeiten. 

A.  Del  Rc:  Ueber  gewisse  Systeme  von  Flächeu  4.  und  6.  Gra- 
des, welche  bei  linearer  Transformation  einer  gewissen  Regelflächc 
4.  Grades  auftreten.  —  Die  polaren  Flächen  verbunden  bezüglich 
auf  einen  Connex  von  Ebenen  und  Geraden  und  auf  eine  fundamen- 
tale algebraische  Fläche.  —  Ueber  die  reellen  polaren  Systeme, 
welche  gegebene  reelle  polare  Systemo  doppelt  berühren. 

A.  Capelli:  Untersuchung  der  in variantiven  Operationen  zwischen 
mehrere  Reihen  vertauschbarer  Variabein  mit  einer  andern  iuvari- 
antiven  Operation  zwischen  denselben  Reihen.  —  Ein  Reciprocitäts- 
geeetz  für  die  in  variantiven  Operationen  zwischen  2  Reihen  von 
Variabein. 

E.  Pascal:  Ueber  eine  Anwendung  der  Methode  eine  invari- 
autiven  Form  einer  kubischeu  Binären  mittelst  des  vollständigen 
Systems  auszudrücken.  —  Ueber  einige  invariantive  Formen  des 
Systems  zweier  biquadratiseben  Binären. 

U.  Masoni:  Ueber  eine  neue  Formel  aufgestellt  für  die  Be- 
rechnung der  Schussweite. 

R.  Marcolongo:  Ueber  die  conforme  Abbildung  der  Pseudo- 
sphäre  uud  ihre  Anwendungen.  —  Ueber  das  Gleichgewicht  eines 
biegsamen  und  nicht  dehnbaren  Fadens.  —  Ueber  das  Theorem  von 
Poisson.  —  Ueber  die  Variation  eines  bestimmten  Iutegrals  uud  Über 
die  Theorie  der  Differentialgleichungen  1.  Ordnung. 

E.  Nanu  ei:  Die  hypereyklischen  Flächen. 

D.  Montesauo:  Ueber  die  Raumcurvc  5.  Ordnung  vom  Ge- 
schlecht 1.  H. 

Mathesis,  recueil  mathematique  ä  Tusage  des  ecoles  speciales 
et  des  etablissements  d'instructiou  moyenncs,  publie  par  P.  Mansio  n, 
Professeur  ordinaire  a  l'Uuiversite  de  Gand,  Membre  de  l'Ac.  roy. 
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de  Belg.  etc.  et  J.  Nenberg,  Professeur  ordinaire  ä  rUniversite  de 
Liege,  Membre  do  la  Soc.  roy.  des  sc.  de  Liege.  Ut  pictara  ma- 
thesis.  Tome  neuvieme.  Gaod  1889.  Ad  Hoste.  Paris,  Gauthier- 
Villars  et  fils. 

Der  9.  Jabrgaug  enthält  folgende  Arbeiten. 

J.  Casey:  Neuere  elementare  Geometrie. 
Pb.  Breton:  Ueber  einen  Gcsamtabriss  dor  descriptiven  Geo- 
metrie. 

J.  C.  Malet:  Einige  Eigenschaften  der  dreiknotigen  Curve  4. 
Grades. 

E.  Gel  in:  Problem  der  unzugänglichen  Geraden.  —  Sätze  Uber 
Minima. 

G.  Ru88o:  Ueber  ein  classisches  Problem. 

Ol.  Servais:  Ueber  einen  gewissen  dem  Krttmmungskreis  ana- 
logen Kreis  —  Umkebrbarkeit  der  linearen  Transformation. 

E.  Vigarie:  Ueber  die  Aehnlichkeitscentra  zweier  Kreise. 

E.  Lueas:  Ueber  die  tripolarou  Coordinaten. 

G.  de  Longchamps:  Ueber  den  Joachimsthal 'sehen  Kreis. 

U.  Brocard  und  P.  Mansion:  Die  geradliuige  Trigonometrie 
zurückgeführt  auf  eine  einzige  Formol  (nach  Ozauam). 

P.  Mansion:  Ueber  die  Ozanam'sche  Formel.  —  Der  kürzeste 
Weg  auf  der  Kugel. 

G'  Peano:  Eine  neue  Form  der  Taylor'schen  Formel. 

A.  Thire:  Entwickelung  des  ebenen  Schnitts  des  Kegels. 

E.  Wasteels:  Fundamentale  Eigenschaft  der  parallelon  Curven. 

E.  Cesaro:  Innere  Untersuchung  einiger  ebenen  Linien. 

W.  Mantel:  Ueber  eine  imaginäre  Protection. 

Fauquembergue:  Ueber  eine  unbestimmte  Gleichung. 

E.  Lebon:  Ueber  die  Beweise  einiger  metrischen  Eigenschaften 
des  Dreiecks. 

E.  Catalan:  Ueber  eine  arithmetische  Aufgabe. 
Brandza:  Ueber  die  gemeinsamen  Tangenten  an  2  Kreise. 

Cl.  Thiry,  Aubel,  E.  Jamet,  Demoulin  und  Gob,  Man- 
sion und  Neuberg:  Noten.  H. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde.  Deel  XVI.  Amsterdam  18Ö9. 
Sikken  en  Co. 

Der  16.  Teil  enthält  folgende  Arbeiten. 

F.  J.  van  den  Berg:  Ueber  geradzahlige  magische  Quadrate 
—  Nachschrift  über  Systeme  zweier  Kreise  oder  Kegelschnitte,  in 
und  um  welche  sich  dasselbe  Vieleck  beschreiben  lasst.  —  Ueber 
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die  Bestimmung  eines  Dreiecks,  dessen  Winkelhalbirende  gegeben 
sind. 

H.  Ekama:  Die  sphärischen  cyktoidalen  Linien.  —  Die  durch 
Punkte  von  Kegelschnitten,  die  ohne  zu  gleiten  auf  andern  Curven 
rollen,  beschriebenen  Linien.  —  Nachschrift 

D.  Coelingh:  Zwei  cyklische  Transformationen. 

W.  Mantel:  Ueber  die  Anzahl  gemeinschaftlicher  Lösungen 
algebraischer  Gleichungen. 

J.  J.  van  Laar:  Ueber  die  Anzahl  der  Primzahlen  unterhalb 
einer  beliebigen  Zahl.   Bestimmung  der  untern  Grenze. 

M.  C.  Paraira:  Ueber  Reserveberechnung  für  Lebensversiche- 
rungscontracte.  H. 


Digitized  by  Google 


Mathematische 
und  physikalische  Bibliographie. 

XXVIL 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Abhandlungen  zur  Geschichte  der  Mathematik.  5.  Hft.  Leipzig, 
Teubncr.   5  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  J.  1883.  Dargestellt  v.  der 
physikal.  Gesellschaft  zu  Berlin.  39.  Jahrg.  2.  u.  3.  Abth.,  entli. 
Physik  d.  Aethers  u.  d.  Erde.  Red.  v.  E.  Rosochatius  u.  B.  Schwalbe. 
Berlin,  G.  Reimer.   38  Mk. 

Gerland,  E.,  Beiträge  zur  Geschichte  der  Physik.  Fortsetzung 
d.  Verzeichnisses  der  bis  auf  unsere  Zeit  erhaltenen  Orig.- Apparate. 
Leipzig,  W.  Engelmann.   50  Pf. 

Graf,  J.  H.,  Geschichte  der  Mathematik  u.  der  Naturwissen- 
schaften in  bernischen  Landen  vom  Wiederaufblühen  der  Wissen- 
schaften bis  in  die  neuere  Zeit.  3.  Hft.  [1.  Abth.]:  Die  1.  Hälfte 
d.  XVIII.  Jahrh.   Bern,  Wyss.    1  Mk.  20  Pf. 

Jahrbuch  üb.  die  Fortschritte  der  Mathematik.  Hrsg.  v.  M. 
Henoch  u.  E.  Lampe.  19.  Bd.  Jahrg.  1887.  Berlin,  G.  Reimer. 
11  Mk. 

Lasswitz,  K.,  Geschichte  der  Atomistik  vom  Mittelalter  bis 
Newton.  1.  Bd.  Die  Erneuerung  der  Korpuskulartheorie.  Hamburg, 
Voss.    20  Mk. 

Methode  und  Priiicipien. 

Brockmann,  F.  J.,  Versuch  e.  Methodik  zur  Lösung  planime- 
trischer  Konstruktionsaufgaben.  Mit  zahlreichen  Beispielen.  Leipzig, 
Teubner.    1  Mk.  50  Pf. 

Isen  krähe,  C ,  üb.  die  Fernkraft  u.  das  durch  Paul  DuBois- 
Reymond  aufgestellte  dritte  Ignorabimus.    Leipzig,  Teubner.    1  Mk. 

Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  Nr.  7.  u. 
6.   Leipzig,  W.  Engelmann.   Geb.  4  Mk.  20  Pf. 
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Litterarischer  Berieht 

XXXIV. 

Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Geschichte  der  Atomistik  vom  Mittelalter  bis  Newton.  Von 
Kurt  Lasswitz.  Erster  Band.  Die  Erneuerung  der  Korpuskular- 
theorie.  Hamburg  und  Leipzig.   Leopold  Voss.   518  S. 

Es  lässt  6ich  wol  nicht  verkennen,  dass  eine  Geschichte  der 
Atomistik  sich  nicht  in  gleichem  Falle  befindet  mit  der  Geschichte 
einer  Wissenschaft.  Eine  Doctrin  kann  erst  dann  eine  Geschichte 
erlangen,  nachdem  sie  auf  feste  Principien  gegründet  ist;  der  Autor 
muss  über  die  anfänglichen  Hauptfragen  selbst  im  klaren  sein, 
um  Uber  Leistungen  der  Vorzeit  berichten  zu  können;  andernfalls 
wird  er  bei  unwesentlichen  Dingen  sich  ins  breite  verlieren  und  die 
fruchtbaren  Gedanken,  welche  oft  die  Zeitgenossen  nicht  verstanden 
haben,  unbeachtet  lassen.  Die  Atomistik  aber  ist  bis  heute  ein  dis- 
ponibles Feld  für  Hypothesen,  die  sich  jeder  Erfinder  einer  Theorie 
frei  wählen  darf,  und  über  die  so  wenig  Kritik  geübt  zu  werden 
pflegt,  dass  man  ihre  vollständige  Ausführung,  den  Nachweis  ihrer 
Vereinbarkeit  und  logischen  Berechtigung  meistens  der  Zukunft  tiber- 
lässt  Hier  entbehrt  das  Studium  der  Geschichto  gänzlich  der  Lei- 
tung durch  eine  fortschreitende  Entwicklung  nach  einem  Ziele.  Man 
würde  von  ihr  nur  die  Zusammenstellung  einer  Keihc  von  Meinungen 
zu  erwarten  haben ,  höchstens  beeinflusst  durch  Tendenzen  der  Zeit. 
Da  ist  es  denn  bei  gegenwärtiger  Bearbeitung  erfreulich,  dass  die 
Cbarakterisirung  wenigstens  nicht  an  solchen  Momenten  nrhtlos  vor- 
beigeht, die  heutzutage  bedeutungslos  scheinen,  obwol  ihnen  ein  dau- 
ernder Inhalt  nicht  abgesprochen  werden  kann.  In  der  Tat  ist  in 
den  Berichten  Uber  die  Ansichten  des  Mittelalters  ein  Fortschritt 

Arth.  d.  Xfttfc.  u.  Phj«.  2.  R«ih«,  T.  IX.  2 
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der  Auffassung  nicht  zu  erkennen;  aber  die  Angriffe  und  Verteidi- 
gungen der  Lehren  sind  in  sofern  von  historischem  Interesse,  als 
sie  zeigen,  wo  und  wann  die  Gedanken  zuerst  auftreten.  Der  Ver- 
fasser sagt  im  Vorwort,  der  vorliegende  Versuch,  eine  Geschichte 
der  Atomistik  herzustellen,  sei  aus  seinen  Bemühungen  hervorge- 
gangen, die  Corpusculartheorie  des  17.  Jahrhunderts  in  ihrem  Zu- 
sammenhange mit  der  Entstehung  der  modernen  Naturwissenschaft 
und  Philosophie  zu  studiren.  Er  beschränke  sich  deshalb  auf  die 
Zeit  von  dem  beginnendem  Kampfe  gegen  die  scholastische  Physik 
bis  zur  Einführung  des  Begriffs  der  fern  wirkenden  Kräfte  durch 
Newton;  die  antike  Atomistik  trete  somit  nur  unter  dem  Gesichts- 
punkte ihrer  Gegner  und  Erneuerer  auf.  Im  ersten  Buche,  welches 
vornehmlich  einleitenden  Charakter  trage,  habe  er  nicht  vermeiden 
können,  über  Teile  der  griechischen  und  orientalischen  Philosophie 
zu  berichten,  in  denen  er  die  gebotenen  Quellen  einer  selbständigen 
philologischen  Kritik  zu  unterziehen  nicht  in  der  Lage  gewesen  sei. 
Weun  seine  mathematisch-naturwissenschaftliche  Vorbildung  sich  hier 
als  ein  Hemmniss  erwiesen  habe,  so  sei  dieselbe  hoffentlich  der  sach- 
lichen Durchdriugung  des  Hauptproblems  zu  gute  gekommen,  welches 
der  Geschichte  der  Physik  angehöre  und  von  der  philologisch-histo- 
rischen Seite  allein  nicht  zugänglich  gewesen  wäre.  Eine  Reihe  von 
Specialfragen  habe  müssen  berührt  werden,  über  welche  Vorarbeiten 
kaum  oder  doch  sehr  lückenhaft  vorhanden  seien ;  in  dieser  Hinsicht 
könne  das  Buch  vielleicht  dazu  dienen ,  für  gewisse  Capitel  der  all- 
gemeinen Physik  (z.  B.  Aggregatzustäude ,  Bewegungslehre,  Elasti- 
cität,  Gravitation,  Cohäsiou,  Vacuum  u.  a.)  die  Grundzüge  zu  einer 
Geschichte  darzubieten.  Die  historischen  Untersuchungen  seien  ihm 
indes  nur  das  Mittel  gewesen,  um  in  der  Entwickelung  der  Frage 
nach  dem  Wesen  des  Körpers  eino  abgeschlossene  empirische  Tat- 
sache zu  gewinnen,  an  welcher  ein  erkenntnisskritisches  Problem 
sich  studiren  lasse,  nämlich  die  Theorie  der  Materie  zur  Enthüllung 
der  Bedingungen  der  Naturerkenntniss  überhaupt.  Aus  diesem  Grunde 
bilden  der  systematische  und  der  historische  Teil  für  ihn  eine  in  der 
Darstellung  nicht  zu  trenneude  Einheit.  Die  vorstehenden  Aeusse- 
rungen  sind  in  einigen  Punkten  etwas  unbestimmt  Das  Ende  der 
umfassten  Periode  ist  entschieden  kenntlich:  nach  Hinzutreteu  des 
Experiments  durch  Baco  und  der  Dynamik  durch  Newton  musste 
die  Frage  nach  den  Atomen  eine  ganz  andre  Gestalt  gewinnen;  nur 
ward  sie  infolge  davon  nicht  enger  begrenzt,  sondern  bedeutend  er- 
weitert. Jedenfalls  war  der  Abschluss  an  dieser  Stelle  deutlich  moti- 
virt.  Der  gewählte  Anfang  hingegen  ist  in  keiner  charakteristischen 
Weise  bezeichnet.  Das  Buch,  welches  mit  der  Abneigung  der  Kir- 
chenväter gegen  die  Physik  beginnt,  enthält  auch  von  da  an  weiter 
nichts  über  einen  Kampf  gegen  die  scholastische  Physik,  den  der 
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Verfasser  gemeint  haben  könnte,  überdies  in  einer  Zeit,  welche  dem 
Bekanntwerden  des  Aristoteles  vorausgieng.  Sollte  der  Kampf  epoche- 
machend sein,  so  hätte  wenigstens  der  damalige  Zustand  der  Doctrin, 
gegen  den  er  sich  richtete,  näher  angegeben  werden  müssen.  Ferner 
ist  nicht  wol  ersichtlich,  welcher  Art  Znsammenhang  der  Verfasser 
zwischen  der  Corpusculartheoric  des  17.  Jahrhunderts  und  der  Ent- 
stehung der  modernen  Naturwissenschaft  und  Philosophie  gesucht 
hat  Da  die  spätere  Zeit  nicht  auf  die  frühere  wirken  kann,  so 
müsste  der  Verfasser  letztere  als  von  ersterer  abhängig,  d.  h.  dio 
Wissenschaft  als  auf  Meinungen  einzelner  Personen  gebaut  betrachtet 
haben.  Von  der  deutschen  Philosophie  auf  ihrem  2')Ojährigem  Irr- 
gange möchte  eine  solche  Ansicht  schon  Platz  haben:  mit  ihr  steht 
aber  die  Naturwissenschaft  nicht  auf  gleicher  Stufe.  Weiterhin  folgt 
eine  rätselhafte  Stelle.  Von  welcher  Art  muss  eine  mathematisch- 
naturwisseuschaftiiehe  Vorbildung  sein,  dass  sie  alsHemmniss  bei  Ab- 
fassung eines  historischen  Werkes  erscheint?  Soll  vielleicht  der 
Leser  ergänzend  hinzudenken:  „ohne  philologische  Vorbildung"? 
Dass  er  dazu  kein  Recht  hat,  ist  selbstverständlich;  der  Sinn  bleibt 
also  dunkel.  Dem  positiven  Teile  des  Satzes  über  den  Nutzen  jener 
Vorbildung  kann  man  nur  in  vollem  Masse  beistimmen.  Sehr  dunkel 
ist  ferner  die  Stelle,  in  welcher  der  Verfasser  erklärt,  dass  seine 
historischen  Untersuchungen  nur  dem  Zwecke  sachlicher  Erkenntniss 
dienen  sollen.  Von  welcher  abgeschlossenen  Tatsache,  von  welchem 
Probleme  die  Rede  ist,  sucht  man  vergeblich  zu  errateu.  Die  Frage 
nach  dem  Wesen  des  Körpers  ist  ein  Titel  für  eine  Welt  von  Fra- 
gen. Die  Geschichte  kann  uus  das  Gebiet  derselben  einigermassen 
entfalten  und  vergegenwärtigen,  die  vorgefundenen  Mängel  könueu 
zur  idealen  Vervollständigung  antreiben ;  immer  aber  finden  wir  uns 
auf  den  umgekehrten  Weg  hingewiesen,  durch  eigenes  sachliches  Studium 
erst  die  historischen  Tatsachen  zu  beseelen  und  zu  beleuchten.  Dass 
beides  untrennbar  zusammengehört,  wird  auch  am  Schlüsse  ausge- 
sprochen; nur  hätte  nicht  der  Schein  erweckt  werden  sollen ,  als  ob 
die  Geschichte  zur  Lösuug  der  Fragen  führte.  In  der  Einleitung 
sucht  der  Verfasser  nach  einem  Eiuteiluiigspriucip.  Die  doctriuäro 
Einteilung  nach  den  Annahmen  von  Atomen  und  vom  Continuum 
verwirft  er  und  entscheidet  sich  für  eiue  solche  nach  dem  Interesse 
der  Erkenntniss  vom  Wesen  der  Materie.  Es  sei  zu  unterscheiden 
das  erkenntnisskritischo,  das  metaphysische  und  physikalische  In- 
teresse. Was  hat  nun  diese  Einteilung  mit  der  Abfassung  des 
Buches  zu  tun,  welche  sich  durchweg  biographisch  an  dio  Lehrcu 
der  Schriftsteller  anschliesst?  Von  wessen  Intere  se  ist  die  Rede? 
Ist  es  das  Interesse  ebeu  dieser  Gelehrten  oder  das  der  Neuzeit? 
Wo  tiudet  der  Verfasser  in  der  Atomistik  bis  Newton  physikalisches 
Interesse  hervortretend?  Wozu  soll  überhaupt  die  ganze  Ausführung 
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an  dieser  Stelle  dienen,  da  doch  nichts  vorkommt,  worauf  sie  Bezog 
hat?  Soll  sie  vielleicht  eineu  Ersatz  bieten  für  den  mangelnden  Zu- 
sammenhang der  einzelnen  Lebren V  Wenn  wir  nnn  gleich,  nicht 
nur  in  einleitenden  Worten,  sondern  auch  in  vorkommenden  Urteilen, 
vielfach  logische  Präcision  vermissen,  so  bleibt  doch  das  Werk, 
namentlich  in  Anbetracht  dass  es  das  erste  seiner  Art  ist,  als  vielseitig 
eingehende  Charakteristik  der  Beschäftigung  einer  langen,  an  Wissen- 
schaft wenig  ergibigen  Zeit  mit  Fragen,  die  sich  dem  denkenden 
Laien  wie  dem  Theologen  und  dem  Kosmophantasten  von  Alters  her 
bis  jetzt  als  nicht  zu  umgehende  entgegenstellen,  ein  sehr  verdienst- 
liches und  dankenswertes  Unternehmen.  Ueber  die  Richtigkeit  mögen 
diejenigen  entscheiden,  welche  die  Quellen  genauer  kennen.  Hoppe. 

Kommentar  zu  dem  Tractatus  de  numeris  datis  des  Jordanus 
Nemorarius  Buch  I.  und  II.  Von  Prof.  Maximilian  Curtze. 
Sonderabdruck  aus  dem  Oster-Programm  1890  des  Königl.  Gymna- 
siums /u  Thorn.   Thorn  1890.   Ernst  Lambeck.   4#.   19  S. 

Das  gegenwärtige  Programm  enthält  nur  das  1.  Buch  des  Trac- 
tatus, das  zweite  ist  fttr  nächstes  Programm  angesagt.  In  Betreff 
der  vorhandenen  und  der  herausgegebenen  Schriften  von  Jord.  Nem. 
ist  zu  verweisen  auf  die  Einleitung  zur  Aufgabe  der  4  Bücher  seiner 
Geometrie,  welche  vor  3  Jahren  erschienen  und  im  31.  litt.  Bericht 
S.  29  unter  Mitteilung  der  darauf  bezüglichen  Angaben  besprochen 
worden  ist.  Hiernach  ist  der  in  Rede  stehende  Tract.  de  num.  datis 
bereits  von  Treutlein  herausgegeben.  Da  jedoch  manuichfache  Fehler 
in  der  Ausgabe  zu  berichtigen  waren,  so  war  hinreichender  Anlass 
den  Text  hier  zu  erneuern.  Neben  jedem  der  29  Sätze,  welche  der 
Text  über  algebraische  Transformationen  gibt,  steht  in  zweiter  Spalte 
in  deutscher  Sprache  und  modernem  Ausdruck  der  Inhalt.  Ohne 
diesen  Commentar  würde  man  schwerlich  den  Sinn  aus  den  Worten 
entnehmen  können,  wenn  man  sich  nicht  mit  dem  eingeführten  Ge- 
brauche vertraut  gemacht  hat  Datus  heisst  ein  numerus,  der  ge- 
geben oder  nach  den  vorausgehenden  Sätzen  aus  gegebenen  zu  finden 
ist.  Der  Lehrgang  lässt  das  methodische  Princip  erkennen,  die 
Lösung  einer  Aufgabe  zur  Lösung  anderer  zu  verwenden.  So  werden 
in  einem  Satze  zwei  Unbekannte  aus  Product  und  Differenz  gefun- 
den ,  in  einem  spätem  ergibt  sich  daraus  die  Lösung  der  quadrati- 
schen Gleichung.  H. 

Festschrift,  herausgegeben  von  der  Mathematischen  Gesellschaft 
in  Hamburg  anlässlieb  ihres  200jährigen  Jubelfestes  1890.  Erster 
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Teil:  Geschichte  der  Gesellschaft  von  1690  bis  1890,  zugleich  Anfang 
von  Band  II  der  „Mitteilungen14.  Leipzig  1890.  B.  G.  Tcubner. 
103  S. 

Die  zu  ihrem  diesjährigen  Jubelfeste  herausgegebene  Schrift 
macht  sehr  reichhaltige  historische  Angaben,  von  denen  wir  hier  nur 
einige  hervorheben  wollen.  Der  Name  der  Gesellschaft  hat  zweimal 
gewechselt:  bei  ihrer  Stiftung  darch  Heinrich  Meissner  und  Valentin 
Heins  hiess  sie  „Kunstrechnungsübende  Societät4-,  100  Jahre  später 
„Gesellschaft  zur  Verbreitung  der  mathematischen  Kenntnisse'4,  erst 
von  1860  an  „Mathematische  Gesellschaft'4.  Ihre  Statuten  und  die 
Gestaltung  ihres  Vereinslebens  haben  nur  allmählich  teilweise  Aende- 
rungen  erfahren.  Von  Anfang  bis  jetzt  bestaud  sie  aus  einer  ge- 
ringem Anzahl  einheimischer  Mitglieder,  einer  weit  grössern  aus- 
wärtiger und  aus  gewählten  Ehrenmitgliedern.  Der  Verkehr  mit 
den  auswärtigen  Mitgliedern  ward  bis  zur  Ausgabe  der  „Mitteilun- 
gen44 durch  Jahrbriefe  von  Seiten  des  Jahrverwalters  unterhalten. 
Die  Zusammenkünfte  der  einheimischen  Mitglieder  waren  der  zwang- 
losen Unterhaltung  bei  Thee  und  Tabak  gewidmet,  erst  in  der  neue- 
sten Zeit  giengen  Vorträge  voraus.  Antrieb  zur  Vereinigung  war 
anfanglich  und  langezeit  das  Bedürfniss  mancher  Rechenlehrer  arith- 
metische und  algebraische  Fragen  und  Speculationen  über  die  For- 
derungen der  Schule  und  kaufmännischen  Praxis  hinaus  zu  verfolgen ; 
dies  änderte  sich  erst  im  zweiten  Jahrhundert.  Die  Festschrift  teilt 
die  Geschichte  der  Gesellschaft  in  4  Perioden:  die  Gründungs-, 
Kunstrechnungs-,  technische  uud  wissenschaftliche  Periode.  Die  erste 
(30  Jahre)  charakterisirt  sich  durch  den  Einflnss  der  hervorragenden 
Mitglieder,  Meissner,  Heins,  Zimmermann  und  Halcke,  über  deren 
Wirken  ausführlicher  berichtet  wird,  die  zweite  (70  Jahre)  durch 
den  exclusiven  Beschäftigungszweig,  die  dritte  (70  Jahre)  durch  die 
überwiegende  Beteiligung  der  Ingenieure  und  die  Richtung  auf  prak- 
tische Aufgaben,  insbesondere  der  Nautik,  des  Wasserbaues  und  der 
Astronomie.  Die  vierte  (30  Jahre)  hebt  endlich  alle  Beschränkungen 
der  Beschäftigung,  welche  sie  noch  von  der  allgemeinen,  ideellen 
Wissenschaft  trennten,  auf.  Hier  wächst  die  Beteiligung  sofort  und 
schnell  in  einem  alles  frühere  weit  übertreffendem  Masse.  Nachdem 
besonders  viele  auswärtige  Mitglieder,  infolge  häufiger  Uebersiede- 
lung,  ihren  Wohnsitz  in  Holland  hatten,  hat  sich  von  der  Hamburger 
Gesellschaft  die  Amsterdamer  Wiskundig  Genootschap  abgezweigt, 
mit  ihr  indes  stets  eine  gegenseitig  fördernde  Verbindung  unter- 
halten. Als  Beigabe  folgt  eine  Schrift  von  Bierens  de  Haan  ent- 
haltend Materialien  für  die  Geschichte  der  Mathematischen  Gesell- 
schafts-Mitylieder  in  den  Niederlanden. 

H. 
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C.  W.  Borchardt  et  son  oenvrc.  Par  M.  M.  d'Ocagoe, 
ingeuieur  des  pouts  et  cbauss6es.  Extrait  de  la  Revue  des  qaestions 
scicutifiques,  janvier  1890.  Bruxelles  1890.  Polleunis,  Centerick  et 
de  Smot.    11  S. 

Der  Verfasser  lenkt  von  Aufang  an  die  Aufmerksamkeit  auf  das 
internationale  Verhalten  der  Männer  der  Wissenschaft  in  Zeiten,  wo 
die  Nationen  politisch  verfeindet  sind.  Es  ist  wol  nicht  daran  zu 
zweifeln,  dass  ihn  bei  Herausgabe  gegenwärtiger,  zunächst  für  fran- 
zösische Leser  bestimmter  Schrift  das  Bestreben  leitete,  auf  eine 
Annäherung  der  französischen  und  deutschen  Mathematiker  zu  ge- 
genseitiger Ergänzung  hinzuwirken.  Er  erkennt  nun  auf  jeder  von 
beideu  Seiten  einem  Manne  die  auszeichnende  Begabung  für  diesen 
Zweck  und  den  vorzüglichen  Eiufluss  in  dieser  Richtung  zu.  In  Frank- 
reich sei  es  der  berühmte  und  verehrte  Gelehrte,  den  alle  reinen 
Analytiker  auf  dieser  Seite  der  Laudesgrenze  ihren  Lehrmeister 
nennen.  Der  Name  wird  nicht  ausgesprochen,  vielleicht  aus  politi- 
schen Rücksichten.  In  Deutschland  aber  sei  es  vor  Alleu  Borchardt. 
Hierfür  wird  angeführt,  dass  Borchardt  während  des  Krieges  Gelegen- 
heit fand  seine  Sympathien  für  die  französischen  Mathematiker  zu 
offenbaren,  und  dass  ihm  die  Pariser  Akademie  noch  in  der  Zeit  der 
am  höchsten  erregten  Leidenschaften  durch  die  Aufuahmc  unter  ihre 
Correspoudenten  ihren  von  dieser  Sympathie  erhaltenen  Eindruck 
bezeugte.  Fügt  man  den  glänzeuden  Empfang  hinzu,  welcher  Bor- 
chardt bei  seiner  Anwesenheit  auf  der  Pariser  Ausstellung  zuteil 
ward,  so  ist  das  Urteil  des  Verfassers,  welcher  ihn  als  die  geeiguetc 
Persönlichkeit  rühmt  das  gute  Einvernehmen  zwischen  den  franzö- 
sischen und  deutschen  Gelehrten  aufrecht  zu  erhalteu ,  gewiss  voll- 
kommen gerechtfertigt.  Das  Erscheinen  des  ersten  Bandes  der  von 
G  Hettner  auf  Veranlassung  der  Berliuer  Akademie  herausge- 
gebenen gesammelten  Werke  Borchardt's  bietet  dem  Verfasser  Anlass 
zunächst  zu  obiger  Charaktcrisiruug,  dann  zur  Mitteilung  des  Inhalts 
nebst  biographischen  Notizen  aus  deutscher  Quelle.  H. 

Esquisse  historique  sur  la  marchc  du  developpemcnt  de  la  geo- 
m^trie  du  triangle.  Par  M.  ßmi le  Vig ari e  &  Toulouse.  Asso- 
ciation Franchise  pour  l'avancemeut  des  sciences,  fusionnee  avec 
l'Association  Scientitique  de  France.   Congres  de  Paris  1889. 

Was  zunächst  den  Gegenstand  der  Schrift  betrifft,  so  wird  die 
Doctrin,  von  deren  Geschichte  sie  eine  Skizze  gebeu  will,  genannt 
Geometrie  des  Dreiecks,  mit  keinem  Worte  bestimmt;  wir  köuuen 
Begriffe  und  Grenzen  nur  aus  dem  Inhalte  zu  entnehmen  suchen. 
Das  Dreieck,  vou  dem  die  Rede,  ist  stets  eiu  Fuudamentaldrcicck  zur 
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Destiromug  ebener  Gebilde,  doch  mit  dem  wesentlichen  Unterschied 
gegen  die  Theorie  der  trimetrischen  Coordinaten,  die  nirgends  er- 
wähnt wird,  dass  in  letzterer  mit  dem  Dreieck  nicht  die  Gebilde, 
sondern  deren  Beziehungen  zum  Dreieck,  hier  hingegen  bei  unver- 
änderten Beziehungen  die  Gebilde  vnriircn.  Die  Gebilde  sind  Punkte, 
Kreise,  Kegelschnitte  u.  s.  w.  ohne  Einschränkung.  Von  dieser  Geo- 
metrie des  Dreiecks  sagt  nun  der  Verfasser,  sie  existirte  erst  seit 
1873.  Die  Epoche,  mit  der  sie  beginnt,  nachdem  lange  vorher 
Toricelli,  Viviani,  Crelle,  C.  F.  A.  Jacobi,  Grebc  und  viele  Andre 
Ober  merkwürdige  Punkte  des  Dreiecks  Arbeiten  geliefert  haben, 
die  jedoch  als  einzeln  stehend  keineu  Wissenschaftszweig  bilden, 
macht  Lemoioc  auf  dem  ersten  Cougress  der  Association  francaisc 
durch  eine  grössere  Anzahl  von  Entdeckungen,  sofern  andre  Mathe- 
matiker, namentlich  Brocard,  von  andern  Gesichtspunkten  ausgehend 
auf  gleiche  Resultate  geführt  werdeu.  Das  schliesslicho  chronolo- 
gische Litteraturverzeichuiss  gibt  die  Titel  von  240  Sehriftcu  Uber 
den  genannten  Gegenstand  ohue  Anspruch  auf  Vollständigkeit  vou 
1750  bis  1889.  Viele  derselben  sind  nach  ihren  Leistungen  vorher 
kurz  charaktcrisirt  H. 


Geometrie. 

Elemoute  der  projectivischen  Geometrie.  Auf  Grund  neuer  vom 
Professor  Carl  Küpper  herrührender  Definitionen  und  Beweise 
leichtfasslich  zusammengestellt  von  Wilhelm  Rulf,  Professor  an 
der  k.  k.  deutschen  Staatsgewerbeschule  in  Pilsen.  Mit  vielen  in  den 
Text  gedruckten  Holzschnitten.  Halle  a.  S.  1889.  Louis  Nebcrt. 
96  S. 

Die  Lehrmethode  hat  der  Verfasser  den  Vorträgen  vou  Küpper 
entnommen  und  zur  Einführung  in  die  Elemente  der  projectivischen 
Geometrie  verwandt.  Das  Buch  setzt  keine  geniale  Geistesrichtung 
voraus,  sondern  gibt  denjenigen,  welche  vorher  mathematisches  Denken 
auf  euklidischer  Gruudlage  erlernt  haben,  concinnc,  exaete  Auskunft 
über  die  erforderlichen  Begriffe,  ist  daher  nicht  bloss  für  die  Schule, 
sondern  auch  für  freie  Kenntuissnahme  geeignet.  Es  umfasst  die  Colli- 
neation  uebst  deren  Eigenschaften,  besonders  ausführlich  und  viel- 
seitig in  Anweudung  auf  Kegelschnitte.  H. 

Einleitung  in  die  projectivische  Geometrie  der  Ebene.  Ein 
Lehrbuch  für  höhere  Lehranstalten  und  für  den  Selbstunterricht. 
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Nach  den  Vorträgen  des  Herrn  C.  Küpper  bearbeitet  von  Dr.  Karl 
Bobek.   Leipzig  1889.   B.  G.  Tcubner.   210  S. 

Das  vorliegende  Buch  ist  eine  Bearbeitung  der  Vorträge,  welche 
C.  Küpper  seit  18ß7  an  der  Prager  technischen  Hochschule  über 
Geometrie  der  Lage  gehalten  hat.   Der  Verfasser  war  bestrebt ,  die 
Strenge  und  Klarheit  der  Vorträge,  unbeschadet  ihrer  Kürze,  wieder- 
zugeben.   An  dem  Umfango  des  Lehrstoffs  ist,  wie  sich  annehmen 
lässt,  nichts  gekürzt  worden ;  Einiges  wird  bezeichnet,  was  ohne  Nach- 
teil für  das  Folgende  weggelassen  werden  kann,  und  der  letzte  Ab- 
schnitt über  Curven  dritter  Ordnung  hat  nur  die  Bestimmung  zum 
Studium  derselben  anzuregen.   Immer  aber  ist,  wol  infolge  davon, 
dass  auf  eiue  sehr  knapp  bemessene  Unterrichtszeit  Rücksicht  ge- 
nommen werden  musste,  der  Lehrgang  ziemlich  zusammen  gedrängt - 
obwol  in  allen  Stücken  prücise  und  zum  Verständniss  ausreichende 
Auskunft  erteilt  wird,  so  möchte  doch  wegen  der  allzuhohcu  An- 
sprüche an  die  Vorstellungsgabo  der  Hörer  das  Dargebotono  kaum 
zu  bewältigen  sein.  U. 


Einleitung  in  die  analytische  Geometrie.  Von  Dr.  J.  Frisch- 
auf, Professor  an  der  Universität  Graz.  Dritte,  sehr  vermehrte 
Auflage.   Graz  1889.   Leuscbncr  u  Lubeusky.    76  S. 

Der  Titel  ist  entschieden  unrichtig.  Das  Buch  enthält  uichta 
weiter  als  die  Coordinatenlobre  mit  Anwendung  auf  die  Kegelschnitte 
und  Flächen  2.  Grades  nebst  ciuigeu  Hindeutungen  auf  allgemeinere 
Begriffe,  in  durchaus  synthetischem  Lehrgang,  sowie  einige  Aufgabcu 
zur  Uebuug.  H. 


Mink's  Leitfaden  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  und 
des  Raumes  für  den  Unterricht  an  höheren  Lehranstalten.  Zweite 
Auflage,  vollständig  umgearbeitet  und  erweitert  von  Dr.  Ernst  W. 
Fiedler,  Professor  an  der  Kantonschulo ,  Privatdocent  am  eidg. 
Polytcchuikum  in  Zürich.  Mit  40  Holzschnitten  im  Text  Berlin 
1889.    Nicolai.   90  S. 

Der  Titel  ist  entschieden  unrichtig.  Es  lässt  sich  nur  annehmen, 
ilass  bei  Usurpation  desselben  der  Bearbeiter  (cVenso  wie  der  Autor) 
von  der  Existenz  einer  analytischen  Geomctrio  nichts  gewusst,  mit- 
hin auch  wol  mit  höherer  Aualysis  überhaupt  keine  Bckauntschaft 
(gemacht  hat.  Das  Buch  entwickelt  die  Lehre  von  den  Coordinatcn 
und  zwar  gegenüber  der  1.  Auflage:  n  verbes  serter  Auffassung  der 
Bedeutung  des  schiefwinkligen  Systems)  mit  Anwendung  auf  Gerade, 
Kreis,  Kegelschnitte,  Ebene,  Kugel  und  Urndreh ungskegel,  vorzugs- 
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weise  gerichtet  auf  Elemente  der  synthetischen  Geometrie.  Beim 
Kegel  findet  sich  auch  die  Steiner'sche  Herleitung  der  Focaleigen- 
schaften  des  ebenen  Schnittes.  H. 


Ein  mit  der  Theorie  algebraischer  Flächen  zusammenhängendes 
planimctrisches  Problem.  Von  Dr.  Bützbergor.  Bern  1889.  Jcut 
u.  Reinert.   31  S. 

Das  in  Rode  stehende  Problem  Ist,  das  Dreieck,  dessen  Seiten 
x,  ?/,  z,  aus  seinen  winkclhalbirenden  Transversalen  a,  ß,  y  zu  be- 
stimmen.  Es  führt  auf  die  3  analogen  Gleichuugcn: 

y*(*  +  jr  +  «)(—*  +  Jf+*)  -  etc. 

Hiernach  sind  die  gesuchten  Seiten  die  Coordinaten  des  Schnitts 
dreier  Flächen  4.  Grades.  Diese  werden  discutirt  und  viele  Sätze 
über  Flächen,  die  damit  in  Zusammenhang  stehen,  hergeleitet. 

H. 


Leitfaden  der  darstellenden  Geometrie.  Von  Christoph 
Dietsch,  Realschulrektor.  Mit  93  in  den  Text  eingedruckten 
Figuren  und  vielen  Aufgaben.  Zweite,  vermehrte  uud  verbesserte 
Auflage.   Erlangen  und  Leipzig  1889.   Andr.  Deichert.    136  S. 

Der  vorliegende  Leitfaden  schliesst  sich  dem  Bedürfnisse  der 
Realschulen  an.  Er  unterscheidet  sich  von  andern  Lehrbüchern  vor 
allem  durch  die  Fixiruug  der  Gebilde  der  einzelnen  Aufgaben  mit- 
telst Coordinaten.  Sämtliche  Autgaben  sind  so  gewählt,  dass  sich 
übersichtliche  Constructionen  ergeben,  und  dass  die  zur  Lösung 
nötige  Zeichnung  anf  ein  Quartblatt  geht.  Jede  Aufgabe  ist  mit 
einer  Reihe  so  gewählter  Zablenfälle  versehen,  dass  die  Schüler  un- 
unterbrochen zu  selbständiger  geistiger  Arbeit  angeregt  werden. 
Nach  erläuternder  Einleitung  behandelt  das  Buch  die  Bestimmung 
der  Lage  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen,  danu  die  Bestimmung 
von  Eutfernungen  uud  Winkeln,  dann  das  Dreikant,  danu  die  Be- 
stimmung ebenflächiger  Körper  ;  im  Anhang  folgen  vermischte  Auf- 
gaben. H. 

Constructive  Geometrie  der  Kegelschnitte  auf  Grund  der  Focal- 
eigenschaften.  Einheitlich  entwickelt  von  Adalbert  Breuer,  k.  k. 
Reallebrcr  in  Trautenau,  Böhmen.  Ein  Lehrbuch  für  höhere  Unter- 
richtean stalten  und  für  den  Selbstunterricht  Mit  80  in  den  Text 
gedruckten  Original-Figuren.   Eisenach  1888.  J.  Bacmeister.  110  S. 
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ludern  die  EntwickeluDg  der  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
stets  vom  Allgemeinen  ausgebt,  die  Specialfälle  aber  sogleich  an- 
schliesst,  wird  der  Kegelschnitt  als  Ort  eines  Punktes  erklärt,  dessen 
Entfernungen  von  einem  festen  Punkte  und  von  einer  festen  Ge- 
raden proportional  sind.  Die  Fälle  imaginärer  und  unendlich  ferner 
Puukte  und  Geraden  kounten  natürlich  obue  Lücken  der  Betrach- 
tung nicht  ausgeschlossen  werden.  H. 

Die  Normalform  der  allgemeinen  Kegelscbnittsglcichung.  Ein 
Beitrag  zur  analytischen  Geometrie.  (Mit  8  Textfiguren.)  Von 
Adalbert  Breuer,  k.  k.  Realien rcr  in  Trauteuau,  Böhmen. 
Eiscnach  1888.   J.  Bacmeister.    39  S. 

Der  Verfasser  benutzt  die  iu  seiner  (im  Vorigen  besprochenen) 
„Coustr.  Gcom.  d.  Kegelschu."  gegebenen  Darstellung  des  Kegel- 
schnitts als  Ort  unmittelbar  zu  dessen  Ausdruck  in  Coordinaten,  in- 
dem er  letztere  für  allgemeine  Axculage  einführt.  Die  so  erhaltene 
quadratische  Gleichung,  welche  er  die  Normalform  nennt,  zeigt  dann 
eine  Axe,  «inen  Brennpunkt  und. die  Directrix  sofort  an.  Alle  Be- 
stimmungsstücke werden  dann  hergeleitet,  daun  die  Aufgabe  gelöst, 
die  allgemeine  quadratische  Gleichung  in  jene  Normalform  überzu- 
führen, dann  die  Gleichung  discutirt  H. 


Vermischte  Schriften. 

Festschrift,  herausgegeben  von  der  Mathematischen  Gesellschaft 
in  Hamburg  anlässlich  ihres  200jährigen  Jubelfestes  1890.  Zweiter 
Teil:  Wissenschaftliche  Abhandlungen,  zugleich  Band  II  der  „Mit- 
teilungen".   Leipzig  1890.    B  G.  Teubuer.    189  S. 

Die  im  2.  Bande  enthaltenen  Abhandlungen  sind  folgende. 

H.  Bruns:  Note  zur  Störungstheorio. 

M.  Cautor:  üeber  einige  Constructionen  von  Lionardo  da 

Vinci. 

S.  Günther:  Die  Knotenlinien  der  Atmo-  und  Hydrosphäre. 
A.  Hurwitz:  Ucber  die  Wurzeln  einiger  transcendenten  Glei- 
chungen. 

K.  Kronecker:  Ueber  die  Dirichlet'sche  Methode  der  Wert- 
bestimmung  der  Gauss'schen  Reihen. 

E.  Netto:  Ueber  den  grossten  gemeinsamen  Teiler  zweier  ganzen 
Functionen. 
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Th.  Reye:  Der  gegenwärtige  Stand  unserer  Konntniss  der  ku- 
bischen Rauracurven,  übersichtlich  dargestellt. 

R.  Sturm:  Ueber  die  sogenannten  Strahlencougrucnzen  ohne 
Brennflächen. 

H.  Ahlborn:  Zum  Pentagramma  mirificum. 

W.  Bock:  Combinatorische  Ableitung  einiger  Eigenschaften  der 
0  Functionen. 

E.  Busche:  Beweis  des  quadratischen  Reeiprocitiitsgesetzes  in 
der  Theorie  der  aus  den  4.  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten  coiu- 
plexen  Zahlen. 

Eich ler:  Die  Darstellung  der  eyklischen  Curvcu  und  ihre  Be- 
deutung für  die  Schwingungstheoric. 

E.  Hoppe:  Methode  zur  Prüfung  der  homogenen  Magnetisirung 
eines  Magnctstabes. 

P.  Jä  lisch:  Zur  Theorie  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen. 

H.  Kcferstein:  Leber  den  Begriff  der  Zahl. 

J.  Kiessling:  Zur  Erklärung  des  Sehens  mit  bewaffnetem 
Auge. 

A.  Köpcke:  Aualy  tische  Darstellung  einer  differeutiirbarcu 
Function  mit  Oscillationcn  in  jedem  Intervalle. 

H.  Krüss:  Spectralapparat  mit  automatischer  Einstellung  von 
Prismen. 

W.  Lazarus:  Die  sociale  Gesetzgebung  und  die  Mathematik. 

J.  Schröder:  Ueber  deu  Zusammenhang  der  hyperclliptiscben 
a  und  fr  Functionen. 

H.  Schubert:  Kegelschnitt-Anzahlen  als  Functionen  der  Raum- 
Dimension  n.  H. 


Bulletin  de  la  Societe  Mathematiquo  de  France;  publie  par  les 
Sccretaires.   Tome  XVII.    Paris  1889. 

Der  17.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

F.  Lucas:  Statik  der  Polynome. 

R.  Perrin:  Versuch  einer  vollständigen  Theorie  des  Systems 
zweier  quadratischen  ternareu  Formen. 

E.  Carvallo:  Formeln  der  Quatiruioucn  für  die  Reiluclion  der 
vielfachen  Integrale  auf  einander. 

Ch.  Bioche:  Ueber  die  Linienelemente  auf  Regelflächcu.  — 
Bemerktingen  über  die  Krümmungsliuien,  welche  durch  einen  Nabel- 
punkt gehen.  —  Ueber  die  Bertrand'schcn  Curven. 

M.  Frolov:  Gleichheit  von  Gruppen  auf  2  Grade. 

Issaly:  Geometrische  Studie  über  die  Krümmung  der  Pseudo- 
Flächen. 
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Borde  116:  Elementarer  Beweis  eines  von  E.  Catalau  aufge- 
stellten Satzes. 

E.  Goursat:  Ueber  eine  Eigenschaft  der  kleinsten  Flächen. 

C.  A.  Laisant:  Ueber  eine  merkwürdige  Determinante.  —  Note 
über  die  Variationen  des  Verhältnisses  von  4  Punkten,  deren  3 
fest  sind. 

M.  d'Ocagne:  Ueber  die  Bernoulli'schcn  Zahlen.  —  Ueber  die 
isometrischen  Curven  einer  Geraden  in  Bezug  auf  ein  System  zu- 
sammenlaufender Geraden. 

X.  Antomari:  Ueber  eine  charakteristische  Eigenschaft  der 
geodätischen  Linien  eines  Kegels. 

Gomes  Teixeira:  Note  Ober  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichung  2.  Ordnung. 

E.  Picard:  Ueber  gewisse  vierfach  periodische  Ausdrücke. 

A.  Jonquiere:  Note  über  die  Reihe  2n-*z*. 

G  Koenigs:  Ueber  die  Gesetze  einer  Centraikraft,  welche 
Function  der  Entfernung,  und  für  welche  alle  Trajectorien  alge- 
braisch sind. 

J.  Porrott:  Ueber  einen  im  „Bulletin"  ausgesprochenen  empi- 
rischen Satz  (s.  XVI.   129.  Catalan). 

A.  E.  Pellet:  Ueber  die  nach  einem  Prim-Modul  reducirten 
Functionen. 

Laquiere:  Ueber  ein  kinematisch  geometrisches  Problem. 

H.  Jeffery:  Ueber  die  Identität  der  Knoten  einer  Curve  4. 
Ordnung  und  der  Knoten  ihrer  Contravarianten  4.  und  6.  Grades. 

Papel  ier:  Anwenduog  der  Quatornionenrecbnung  auf  die  Unter- 
suchung der  Flächen  2.  Grades.  U. 


Atti  della  Reale  Academia  dei  Lincei.  Anno  CCLXXXVI.  1889. 
Serie  quarta.  Rendieonti  pubblicati  per  cura  dei  Segretari.  Vo- 
lume V.   Roma  1889. 

Der  5.  Band  enthält  folgende  mathematische  Abhandlungen. 

Pincherle:  Die  recurrenten  Systeme  1.  Ordn.  2.  Gr.  -  Neue 
Beobachtungen.  —  Einige  Sätze  über  die  Kettenbrüche. 

Guccia:  Ueber  die  Gasse  und  die  Anzahl  der  Wendepunkte 
einer  algebraischen  Curve  mit  beliebig  vielen  Singularitäten.  — 
Ueber  eine  Eigenschaft  der  algebraischen  Flächen  mit  beliebig  vielen 
Singularitäten.  —  Ueber  den  Schnitt  dreier  algebraischen  Flächen 
in  einem  singulären  Punkte  und  über  eine  Frage  betreffend  die  ra- 
tionalen Transformationen  im  Räume. 

Govi:  Gebrauch  der  centralen  und  centrischen  Ebenen,  der 
polaren  und  polischen  Punkte  und  der  entsprechenden  Ebenen  zur 
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Bestimmung  der  conjugirten  Brennpunkte,  des  Ortes,  der  Lage  und 
Grösse  der  Bilder  in  optischen  Systemen.  -  Von  den  entsprechen- 
den Punkten  derselben  auf  sph&rischen  Flächen. 

Ricci:  Ueber  gewisse  Systeme  von  Functionen.  —  Ueber  einen 
Punkt  der  Theorie  der  ternären  quadratischen  Differentialformen. 

Pizzetti:  Ueber  eine  Verallgemeinerung  des  Princips  des  arith- 
metischen Mittels.  —  Ueber  eine  gewisse  Formel  für  die  Wahrschein- 
lichkeit der  Beobachtungsfehler.  —  Ueber  die  Berechnung  des  mitt- 
leren Fehlers  eines  Systems  von  Beobachtungen. 

Vol terra:  Von  den  complexen  Variabein  in  höhern  Mannich- 
faltigkeiten.  —  Ueber  die  conjugirten  Functionen.  —  Ueber  ihre 
Functionen  und  Differentialparameter. 

Padova:  Ueber  die  infinitesimalen  Deformationen. 

Tone  Iii:  Ueber  eine  Classe  partieller  Differentialgleichungen 
mter  Ordn.  —  Einige  sie  betreffende  Formeln. 

Cesäro:  Ueber  die  Formeln  von  Maxwell.  —  Fundamentale 
Formeln  für  die  innere  Analysis  der  Curven. 

Crescini:  Ueber  die  Bewegung  einer  auf  fester  Ebene  rollen- 
den Kugel. 

Bianchi:  Ueber  die  Systeme  linearer  Gleichungen  mit  voll- 
ständigen Differentialen.  —  Ueber  die  quadratischen  Formen  mit 
complexen  Coefficienten  und  Unbestimmten.  —  Ueber  die  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  2.  Ordn. 

Arzela:  Functionen  von  Linien. 

Reina:  Ueber  dio  „oricieli"  der  pseudosphärischen  Flächen.  — 
Von  einigen  Eigenschaften  der  chrakteristischen  Linien. 

Beltrami:  Ein  italienischer  Vorläufer  von  Legendre  und  Lo- 
batschewsky.  -  Ausdchnuug  des  Alembert'schen  Princips  auf  Elek- 
trodynamik. 

Montesano:  Ueber  die  involutorische  Transformation  des  Rau- 
mes, welche  ein  Telraedercomplex  bestimmt. 

Pueci:  Vom  charakteristischen  Winkel  und  Linien  der  Flächen. 

Wolynski:  Galileo  Galilei  in  Rom  1624. 

Morero:  Ueber  die  helikoidale  Bewegung  der  Flüssigkeiten. 

Siacci:  Ueber  die  Kräfte,  welche  gleiche  Verrückungen  her- 
vorbringen. 

Bigiavi:  Ueber  die  linearen  Differentialgleichungen. 

Castelnuovo:  Anzahl  der  Räume,  welche  mehrere  Gerade  in 
einem  Räume  von  n  Dimensionen  schneiden. 

Cerruti:  Ueber  die  Deformation  einer  isotropen  Hohlkugel  für 
gegebene  Verrückungen  der  Punkte  ihrer  2  Grenzflächen. 

Bortolotti:  Ueber  einen  Satz  der  Theorie  des  Zusammenhangs. 

Marco  longo:  Ueber  die  Deformation  einer  isotropen  homo- 
genen Kugel  für  specielle  Grenzbedingungen.  H. 
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tieschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Bibliotheca  mathomatica.  Zeitschrift  f.  Geschichte  der  Mathe- 
matik. Hrsg.  v.  G.  Eneström  Jhrg.  1890.  (4  Nrn.)  Nr.  1.  Ber- 
lin, Mayer  &  M.   Jährlich  4  Mk. 

Festschrift,  hrsg.  v.  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg 
anlässlich  ihres  200jährigen  Jubelfestes  1890.  3.  Tl.  Hamburg, 
Verlagsanstalt  u.  Druckerei.    Geb.   4  Mk. 

Lasswitz,  K.,  Geschichte  der  Atomistik  vom  Mittelalter  bis 
Newton.  2.  Bd.  Höhenpuukt  u.  Verfall  der  Korpuskulartheorie  d. 
17.  Jahrh.   Hamburg,  Voss.    20  Mk. 

Ostwald 's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften.  Nr.  10 
1  Mk.  50  Pf.;  Nr.  11.  3  Mk.;  Nr.  12.  1  Mk.  50  Pf.  Leipzig,  Engel- 
mann. 

Prometheus.  Illustrirte  Wochenschrift  üb.  die  Fortschritte  der 
angewandten  Naturwissenschaften,  hrsg.  v.  0.  N.  Witt  1.  Jahrg. 
1 889/9 J.   Nr.  27.   Berlin,  Mückeuberger.   Vierteljährlich  3  Mk. 

Rosenberger,  F.,  die  Geschichte  der  Physik  in  Grundzügen 
m.  synchrouist.  Tabellen  der  Mathematik,  der  Physik  u.  beschreib. 
Naturwissenschaften,  sowie  der  allgemeinen  Geschichte.  3.  Tbl.  Ge- 
schichte der  Physik  in  den  letzteu  100  Jahren.  2.  Abth.  (Schluss 
d.  Werkes.)    Braunschweig,  Vicweg  &  S.    10  Mk.  40  Pf. 

Methode  und  Principlen. 

Pochmaun,  E.,  „Wärme  ist  nicht  Kälte  u.  Kälte  ist  nicht 
Wärme4*  od.  c.  daraus  abgeleitete  neue  mechan.  Wärme-Theorie  f. 
die  gesammte  organ.  u.  unorgao.  Welt.   Linz,  Fink.    2  Mk. 

Reinhard,  Ph. ,  Methode  f.  den  Rechcnuutcrricht.  Text  u. 
Auflösgn.  m.  Probe.   2.  An*.   Bern,  Schmid,  Francke  &  Co.   50  Pf. 
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XXXV. 


Methode  und  Principien. 

Elemente  der  Psychophysik.  Von  Gustav  Theodor  Fech- 
ner.  Zweite,  unveränderte  Auflage  mit  Hinweisen  auf  des  Verfassers 
spätere  Arbeiten  und  einem  chronologisch  geordneten  Vcrzcicliniss 
seiner  sämmtlichcn  Schriften.  Erster,  zweiter  Theil.  Leipzig  1889. 
Breitkopf  u.  Härtel.   346  -f  571  S. 

Die  2.  Auflage  ist  von  W.  Wundt  besorgt:  vollzogen  ist  die 
Berichtigung  von  Druckfehlern,  in  Noten  beigefügt  die  von  Fechuer 
später  gegebene  Berichtigung  von  Textfeldern,  die  ohne  Eiufluss  auf 
das  Uebrige  sind,  auf  spätere  Berichtigung  verwiesen,  wo  ein  Ganzes 
später  abgeändert  worden  ist.  Die  Idee  des  Werkes  wird  vom  Ver- 
fasser selbst  durchaus  zutreffend  im  Vorwort  charaktcrisirt.  Die 
gesamte  Untersuchung  basirt  auf  keiner  Ansicht  über  das  Wesen 
der  Seele,  beschränkt  sich  vielmehr  gauz  auf  Fragen,  die  davon  un- 
abhängig sind.  Es  wird  also  nicht  vorausgesetzt,  dass  die  Seele  ein 
.  physikalisches  Object  sei,  d.  h.  ein  solches,  dessen  Vorgäuge  und 
Tätigkeiten  aus  Ursachen  eindeutig  hervorgehen.  Die  Willensfrei- 
heit, somit  die  gleichzeitige  Möglichkeit  verschiedener  Vorgäuge  im 
psychischen  Gebiete  wird  nicht  in  Frage  gestellt.  Dass  eino  solche 
Verzweigung  mit  durchgebender  Gesetzmässigkeit  verträglich  ist,  zeigt 
die  mathematische  Analysis.  Die  Verzweigung  erschwert  die  Unter- 
suchung, aber  macht  sie  nicht  illusorisch.  Unter  den  uuendlich 
vielen  constanten  Beziehungen,  welche  ungeachtet  aller  Verzweigung 
denkbar  bleiben  und  gesucht  werden  können,  hat  die  vorliegende 
Schrift  sich  nur  einer  zugewandt,  der  quantitativen  Abhängigkeit  der 
Sinuesempfindnngen  von  deren  Reizen.    DasB  eine  solche  für  alle 

Arch.  d.  Math.  u.  Phj».   2.  Reib«,  T.  IX.  3 
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Seelen,  für  alle  Zeiten,  für  alle  bekannten,  mutmasslichen  und  un- 
bekannten Umstände  gültig  besteht,  ist  offenbar  apriori  durch  nichts 
gewährleistet.  Eine  Function  von,  man  weiss  nicht  wie  vielen  Ar- 
gumenten ist  zu  bestimmen  durch  beliebig  viele  Werte,  welche  be- 
kannten Werten  einiger  dieser  Argumente  entsprechen.  Der  Ver- 
fasser kennt  die  Schwierigkeit,  lässt  sich  aber  dadurch  nicht  ab- 
schrecken. Dasselbe  Experiment  z.  B.  Öfters  wiederholt  gibt  nicht 
das  gleicho  Resultat,  denn  jede  Wiederholung  ändert  den  Zustand 
der  Nerven.  Er  betrachtet  die  Veränderlichkeit  nur  als  hinzukom- 
mende Forderung  auch  diesen  Einflass  zu  erforschen  und  zu  berück- 
sichtigen. In  der  Entdeckung  der  ersten  constanten  Relation  ist 
ihm  E.  H.  Weber  vorausgegangen.  Sie  betrifft  nicht  den  Lauf  der 
gesuchten  Function,  sondern  nur  gewisse  Grenzen.  Auf  diese  be- 
ziehen sich  auch  Fechner's  Untersuchungen.  Die  bcbaudeltcn  The- 
mata sind:  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  für  Seeiontätigkeit;  daa 
Weber'schc  Gesetz;  die  Schwelle  des  Bcwusstscins  der  Empfindung; 
Schwellenwerte  in  deu  verschiedenen  Sinnesgebieten;  Parallelgesetz 
zum  Wcber'schcn  Gesetze  bezüglich  auf  veränderte  Empfindungs- 
fähigkeit; Gesetzo  der  Misch ungsphänomenc;  Formeln  und  Folge- 
rungen des  psychischen  Masses;  specielle  Untersuchungen  über 
einige  Empfiudungsgcbiete;  innere  Psychophysik ;  Historisches. 

Hoppe. 


Richtigstellung  der  in  bisheriger  Fassung  unrichtigen  mechani- 
schen Wärmetheorie  und  Gruudzügo  eiuer  allgemeinen  Theorie  der 
Actherbcwegungcn.  Von  Albert  R.  v.  Miller-Hauen  fei 8, 
Professor  a.  D.  in  Graz.   Wien  1889.   Manz.   256  S. 

Als  unrichtig  bezeichnet  der  Verfasser  die  Annahme  derW'ärme- 
theoric,  dass  die  innere  Wärme,  d.  h  diejenige,  welche  nach  Abzug 
des  Wärmeäquivalents  der  äussern  Arbeit  von  der  Gesamtwärmo 
noch  im  Reste  bleibt,  bloss  von  dem  Anfangs-  und  Endzustande 
eines  Körpers  abhauge,  und  behauptet,  dass  vielmehr  die  Gesamt- 
wärmo bloss  vom  Anfangs-  und  Endzustände  abhängig  sein  müsse. 
Aus  der  Gleichung 

dQ  BU+Apdv 

leitet  er  für  Gase  ab: 

c  —  ct         dv     p  v  —  pq  v0 
11  A    =  V  dt "  ~  T-/0~ 

was  nur  für  constanten  Druck  zutrifft.  Nach  seiner  Berichtigung 
ist  dagegen 

dU  —  etBt-{-jtoBp\   dQ  —  cx  Bt  -f-  Av  dp  -f-  Ap  dv 
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was  allein  den  letztem  Wert  für  R  liefert.  Als  einen  weitem  Fehler 
bezeichnet  er  es,  die  Temperatur  aus  der  Hauptformel  auszuschei- 
den und  abgesondert  iu  eine  Beziehung  zur  Gesamtwärmc  zu  setzen, 
welcher  eine  ansehnliche  Zahl  von  Tatsachen  widerspreche.  Der 
Versuch  einer  allgemeinen  Theorie  der  Actherbewegungcn ,  welcher 
den  2.  Teil  der  Schrift  ausmacht  und  die  Theorie  der  Wärme,  des 
Lichtes  und  der  Elektricitüt  umfasst,  legt  die  Annahme  zweier 
Aether,  eines  raumerfüllendcu  und  eines  aus  Molccülen  bestehenden, 
zugrunde.  Einzige  Kraft,  genannt  Centraikraft,  ist  die  Anziehung 
der  Molccülc  nach  Ncwton'schcm  Gesetze.  Als  Endergebniss  wird 
ausgesprochen,  dass  dieser  Aether  in  seinem  Doppclsein  der  Träger 
aller  Erscheinungen  ist,  und  dass  diese  durch  seine  Bewegungen 
hervorgebracht  werden.  H. 


Optische  Häresien,  erste  Folge  und  das  Gesetz  der  Polarität. 
Von  Robert  Schcllwien.  Halle  a  S.  1888.  C.  E.  M.  Pfeffer. 
108  S. 

Unter  dem  Titel  „Optische  Häresien44  erschien  2  Jahre  früher 
eine  Schrift  von  R.  Schcllwien,  ganz  oder  zum  Teil  über  dieselben 
Gegenstände,  welche  im  15.  litt.  Bericht  S.  35.  besprochen  ist.  T)io 
gegenwärtige  nimmt  darauf  wcdcr.Bczug,  noch  erwähnt  sie  dieselbe; 
daher  kann  sie  nicht  wol  ihre  Fortsetzung  sein  sollen.  Doch  auch 
als  Verbesserung  kann  man  sie  wenigstens  nicht  gelten  lassen;  denn 
während  sich  in  der  vorigen  Arbeit  noch  manche  Gedanken  er- 
kennen Hessen,  findet  man  jetzt  nur  Phantasien  ohne  deutlich  be- 
grenzte Begriffe.  Es  genüge  zur  Charakterisirung,  2  unter  6  „Sätzen44 
anzuführen,  die  sich  ihm  aus  seiner  Einleitung  ergeben  haben:  „3. 
das  Sein  der  einzelnen  Naturwesen  fliesst  ganz  aus  dem  all-einigen 
Leben,  ihr  Wirken  auf  einander,  der  Naturprocess,  allein  aus  ihnen 
selbst;  4.  das  all-ciuigc  Leben,  sowol  das  göttliche  urschöpferische, 
als  das  menschliche  nachschöpfcrische,  ist  Geist;  das  natürliche  Leben 
der  Einzelwesen  ist  Uubewusstsciu."  Wie  wenig  der  Verfasser  sich 
Rechenschaft  über  seine  Begriffe  gibt,  zeigt  der  erste  Satz  der  Ein- 
leitung, welcher  augenscheinlich  sein  Auttreten  überhaupt  motiviren 
soll.  Er  behauptet,  die  Praxis  der  Naturwissenschaft  und  ihre  zur 
Zeit  herrschende  Theorie,  die  atomistisch-mechanischc,  stünden  nicht 
in  Eiuklaug  mit  einander  —  uud  zwar  sofern  erstere  sich  auf  Er- 
fahrung gründete;  letztere  ein  Sein  construirte,  das  in  der  Erfahrung 
nicht  gegeben  wäre  und  ihr  sogar  widerspräche.  Hätte  der  Verfasser 
hier  nur  zu  Rate  gezogen,  was  er  später,  obwol  einzeln,  selbst  sagt, 
so  würde  dio  ganze  Behauptung  in  nichts  zerronnen  sein.  Dass  von 
jeder  Erfahrung  dasselbe  gilt,  was  er  der  Theorie  zuschreibt,  ist 
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leicht  genug  zu  bemerken:  selbst  die  einfachste  Erfahrung,  die  Ge- 
sichtswahrnehmung eines  Körpers,  ist  mehr  als  das  Gegebene  in  ihr, 
die  Gesichtsempfindung;  sie  construirt  ein  Sein  ausser  dem  Gegebe- 
nen, den  Körper  ausser  dem  gesehenen  Teile  der  Oberfläche,  ein  Sein 
das  sich  gleich  bleibt,  wenn  die  Empfindung  sich  verändert.  Eben- 
sowenig kann  eine  Erfahruugswissenschaft  ohne  Theorie  existiren, 
mithin  ist  es  unsinnig  von  einer  Discrepanz  beider  zu  reden,  als 
wenn  sie  zwei  unabhängige  Wege  der  Erkenntniss  wären  oder  sich 
tatsächlich  je  für  solche  ausgegeben  hätten.  Wol  zu  bemerken,  nicht 
von  einzelnen  Punkten  der  Theorie,  die  mit  den  Beobachtungen  un- 
vereinbar wären,  ist  hier  die  Rede,  denn  solche  sind  nirgends  auf- 
gewiesen, sondern,  wie  es  in  der  unmittelbar  folgendon  Erläuterung 
ausdrücklich  ausgesprochen  ist,  die  Theorie,  meint  der  Verfasser, 
befindet  sich  darum  nicht  im  Einklang  mit  der  Erfahrung,  weil  die 
Atome  andere  Dinger  sind  als  die  Objecte  directer  Beobachtung. 
Das  Iuhaltsverzeichuiss  lässt  in  einer  Reihe  allgemeiner  Frageu 
neue  Erklärungsversuche  erwarten.  Allein  die  Ausführung,  deren 
Einheitlichkeit  nur  darin  besteht,  dass  überall  dieselben  Wörter  von 
philosophischem  Klange  auftreten,  geht  nicht  einmal  soweit  auf  die 
Fragen  ein,  dass  es  zu  erseheu  wäre,  was  sich  der  Verfasser  dabei 
gedacht  hat.  Hoppe. 


Zwei  Materien  mit  drei  Fundamental  -  Gesetzen  nebst  einer 
Theorie  der  Atome.  Erklärungen  der  verschiedenen  Zustäude  der 
Materien,  uämlich  der  Atome,  Aggregatformen  uud  chemischen  Ver- 
bindungen, sowie  der  Wärme,  Elektricität  und  des  Magnetismus 
nebst  einigen  Anwendungen  der  Atomtheorie  auf  die  Himmelskörper. 
Wissenschaftlich  bchaudelt  vou  Wilhelm  Bühler,  Ingenieur.  Stutt- 
gart 1890.   W.  Kohlhammer.   62  S. 

Der  Verfasser  nimmt  pondcrable  Materie  und  eineu  Aether  an, 
der  aus  starren  kugelförmigen  Atomen  besteht  Erstere  zieht  sich 
und  den  Aether  au,  sich  in  (— 2)ter,  den  Aether  in  ( — 4) ter  Potenz 
des  Abstands;  der  Aether  stösst  sich  in  (—4)  ter  Potenz  der  Ent- 
fernung ab.  Den  Atomen  wird  Rotation  zugeschrieben.  Es  werden 
teils  Rechnungen,  teils  Betrachtungen  angestellt  und  aus  beiden  einige 
summarische  Schlüsse  in  Betreff  des  Chemismus,  der  Elektricität 
u.  s.  w.  gezogen,  deren  Resultate  mit  empirischen  Tatsachen  ver- 
einbar sind.  Hoppe. 


Versuch  einer  Methodik  zur  Lösung  planimetrischer  Konstrnk- 
lonsaufgaben.   Mit  zahlreichen  Beispielen.    Zusammengestellt  von 
/.  J.  Brock  manu,  vorm.  Oberlehrer  am  Köuigl.  Gymnasium  zu 
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Cleve.  Mit  fünf  Holzschnitten.  Leipzig  1889.  B.  G.  Teubner. 
111  S. 

Das  Vorliegende  hat  nichts  zu  tuu  mit  dem  Bestreben  mancher 
Didaktiker,  oinc  gemeinsame  Methode  für  Lösung  ciuos  woitest  mög- 
lichen Bezirks  von  Aufgaben  aufzustellen,  somit  dem  Schüler  das 
nicht  immer  erfolgreiche  Suchen  nach  Lösungen  zu  ersparen.  Ein 
solches  Ziel  möchte  die  Bezeichnung  als  „Versuch"  vermuten  lassen. 
Vielmehr  baudelt  es  sich  hier,  ohue  Ertiudung  neuer  Mittel  und  Wcgo, 
allein  um  leichtfassliche,  georduete  Darleguug  der  allgemeinen  Priu- 
eipien  und  Elemente,  mit  denen  der  Schüler  bei  Behandlung  alier 
Aufgaben  bekannt  und  vertraut  sein  oder  werden  muss.  Es  wird 
das  Wesen  der  Analysis  nebst  der  Anwendung  der  Oerter  und  der 
Reduction  erst  im  allgemeinen  auseinandergesetzt,  dann  au  125  Bei- 
spielen gezeigt,  dauu  au  mehrern  derselben  die  daraus  folgeudo 
Construction  und  der  Beweis  ausgeführt,  endlich  das  Verfahren  bei 
der  Determinatiou  gelehrt.  Zu  freier  Uebuug  sind  noch  179  neue 
Aufgaben,  manche  mit  Ratschlägen,  hinzugefügt.  IL 


Sammlungen. 

J.  Lieblein's  Sammlung  vou  Aufgaben  aus  der  algebraischen 
Analysis  zum  Selbstunterricht.  Zweite,  verbesserte  und  vermehrte 
Auflage  herausgegeben  vou  Dr.  W.  Läska.  Prag  1889.  G.  Neuge- 
baucr.   180  S. 

Eine  reiche  Auswahl  interessanter  Aufgaben  über  die  Arton  der 
Functionen,  über  cyklometrische  Functionen,  Grenzwerte,  Stetigkeit 
und  Uu8tetigkeit ,  Gleichungen,  unendliche  Reihen,  Doppelreihen, 
Reihenentwickelungeu,  unendliche  Producte,  Functionen  Complcxer 
uud  Kettenbrüche,  entnommen  aus  einer  grössern  Anzahl  von  Werken 
und  Abhandlungen,  welche  bei  allen  einzelnen  Aufgaben  angeführt 
sind,  und  geordnet  nach  den  Doctrinen,  denen  sie  zugehöron,  findet 
sich  hier  vom  Verfasser  zusammengestellt,  vom  Herausgeber  der 
2.  Auflage  vermehrt.  H. 


Uebuugsbuch  der  Algebra.  Von  Adolf  Sickonberger,  Pro- 
fessor am  k.  Luitpoldgymnasium  in  Müuchcn.  Erste  Abteilung: 
Erste  und  zweite  Stufe  der  Rechnungsarten  einschliesslich  der  linearen 
Gleichungen  mit  eiuer  uud  mehreren  Unbekannten.   Zweite  Abtei- 
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Jung:  Dritte  Stufe  der  Rechnungsarten,  quadratische  Gleicbuugen, 
Reihen,  Kombinatorik.  Müuchcu  1890.  Theodor  Ackermann.  102 
+  136  S. 

Das  Ucbuugsbuch  ist  bestimmt,  dem  „Leitfaden  der  elementaren 
Mathematik"  von  A.  Sickenberger  zur  Ergänzung  zu  dienen.  Die 
Reihenfolge  der  Aufgaben  folgt  gruppenweise  den  Paragraphen  des 
Lehrbuchs.  Dio  Data  sind  teils  in  Buchstaben,  teils  in  Zahlen  auf- 
gestellt.   Der  Umfang  ist  auf  dem  Titel  genannt.  H. 

Ucbungsbuch  zur  Arithmetik  und  Algebra,  enthaltend  die  For- 
meln, Lehrsätze  und  Auflösnngsmethodcn  in  systematischer  Anord- 
nung und  eino  grosso  Anzahl  von  Fragen  und  Aufgaben.  Zum 
Gebrauche  au  Gymnasien,  Realgymnasien  und  andern  höheren  Lehr- 
austalten  bearbeitet  von  Dr.  E.  Wrobcl,  Gymnasiallehrer  in  Rostock. 
Erster  Teil.  Die  7  arithmetischen  Operationen.  Proportionen. 
Gleichungen  ersteu  Grades  mit  einer  uud  mehreren  Unbckauuten. 
Zweiter  Teil.  Pensum  der  Obcrsckuuda  und  Prima  des  Gymnasiums. 
Rostock  1890.    Willi.  Werther.    291  +  189  S. 

Resultate  zu  dem  Ucbungsbuch  zur  Arithmetik  uud  Algebra. 
Erster,  zweiter  Teil.  Herausgegeben  von  Dr.  E.  Wrobcl,  Gymnasial- 
lehrer in  Rostock.  Rostock  1889.  1890.  Wilh.  Werther.  82  +  97  S. 

Das  Buch  ist  keine  blosse  Sammlung  vou  Beispielen  zur  Ucbuug, 
sondern  entwickelt  vorgäugig  dou  ganzen  Lehrinhalt,  für  joden  Ab- 
schnitt, durch  Fragen,  welche  auf  die  Begriffsbestimmungen  und  auf 
die  Lehrsätze  hinführen,  stellt  dann  die  Sätze  und  Regeln  auf  und 
lässt  dann  Beispiele  zur  Ausrechnung  folgen ;  es  ist  demgemäss  zur 
sorgfältigsten  Rcpetition  des  Unterrichts  wie  zur  Einübung  einge- 
richtet. Dio  Gegenstände  des  2.  Teils  sind  die  quadratischen,  Ex- 
ponential-  uud  logarithmischeu  Gleichuugeu,  arithmetische  Reihen 
höherer  Ordnung,  geometrische  Reihen,  Kctteubrüchc,  diophautischc 
Gleichungen,  Conibiuatorik,  Wahrscheinlichkeit,  binomischer  uud 
polynomischer  Lehrsatz  Dio  Rechenaufgaben  beginnen  meist  mit 
solchcu,  die  nur  das  Verständuiss  prüfen  uud  sofort  zu  beantworten 
siud.  Die  „Resultate"  übergehen  diese  und  geben  nur,  was  dein 
Lehrer  zustatten  kommt.  1J. 

Naturwissenschaftliche  Anwendungen  der  Differentialrechnung. 
Lehrbuch  und  Aufgabensammlung.  Verfasst  von  Dr.  Arwcd  Fuhr- 
mann, ordcntl.  Professor  an  der  Königl.  techuischeu  Hochschule  zu 
Dresden.  Mit  28  Holzschnitten.  Berlin  1888.  Ernst  u.  Korn. 
148  S. 
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Das  Vorliegende  ist  der  erste  von  6  Teilen  des  gleichzeitig  an- 
gekündigten üesamtwerks :  „Anwendungen  der  Infinitesimalrechnung 
in  den  Naturwissenschaften,  im  Hochbau  und  in  der  Tochuik."  Dass 
dem  Techniker  dio  Keuutuiss  der  Differential-  und  Integralrechnung 
vielfach  zustatten  kommt ,  ist  wol  keiu  Zweifel.  Wenn  er  gleichwol 
beim  Studium  derselben  den  Eindruck  erhält,  dass  die  böhero  Ana- 
lysis  sich  nur  in  äusserst  geringem  Masse  mit  denjenigen  mathe- 
matischen Fragen  beschäftigt,  die  ihm  sein  Fach  bietet,  so  ist  die 
Erklärung  sehr  leicht.  Die  Mathematik  muss,  auch  wo  sie  dio  Ziele 
der  Praxis  verfolgt,  um  ihres  Fortschritts  willen  andero  Woge  gehen 
als  dio  Technik;  sie  muss  idealisireu  und  zerlegen,  was  in  der  Natur 
vereinigt,  ist;  unmittelbare  Berührungspunkte  bieten  sich  daher  nur 
wenige;  dieso  sind  vereinzelt  und  werdeu  oft  nicht  als  solcho  cr- 
kaunt.  Um  so  verdienstlicher  ist  das  gegenwärtige  Unternehmen, 
Beispiele  derart  in  hinreichender  Auzahl  zu  sammeln,  dass  dadurch 
der  Zusammenhang  der  Doctriu  mit  der  Praxis  beständig  im  Bc- 
wusstsein  erhalten  bleibt.  Dio  Einteilung  schliesst  sich  au  die  Doctriu 
an,  deren  Erläuterung  auch  jedem  Abschnitte  vorausgeschickt  wird, 
währeud  die  Anwendungen  zu  verschiedeneu  Zweigen  der  Technik 
gehören.  Den  Anfang  bildet  die  Theorie  der  Wirkungen  von  Mos- 
suugs-  und  Bcobachtungsfehlern;  darauf  folgt  Einiges  über  Bewegung 
und  Auzichuug.  Den  ferneren  Inhalt  machen  die  Linien  und  Flä- 
chen, vieldeutige  Symbole,  Maxima  und  Minima  und  Reihen  aus. 


Die  einfache  Erdzeit  mit  Stundcuzonen  uud  festem  Wcltmeridian 
als  Zifferblatt  ohne  Störung  der  Tageszeiten  für  alle  Länder  uud 
Völker  der  Erde.  Dargestellt  von  Friedrich  Buchholtz,  Pre- 
diger cm.    Berlin  1Ö90.    C.  F.  Conrad,    31  S. 

Der  Redeform  der  Schrift  zufolge,  welche  bei  Auseinander- 
setzung der  bekanntesten  Dinge  unmässig  lange  verweilt,  ist  dieselbe 
für  Leser  bestimmt,  die  in  der  mathematischen  Geographie  unbe- 
wandert, in  den  heimischeu  Vorstellungen  noch  zu  sehr  befangen 
sind.  Diese  Unkundigen  sucht  der  Verfasser  zu  belehren  und  für 
ein  eigenes  Project  einzunehmen  in  einer  Frage,  an  der  sie  nur  in 
sofern  beteiligt  sein  können,  als  sie  von  unvernünftigen  Anordnungen 
zu  leiden  haben,  ohne  doch  je  dazu  berufen  zu  sein,  für  Hebung  der 
Uebelständc  etwas  zu  tun.    Zeigt  es  uuu  schou  Mangel  an  Ueber- 
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legung,  dass  er  seineu  Vorschlag  betreffend  eine  gemeinsame  Zeit- 
rechnung au  die  unriebtigo  Adresse  bringt,  so  ist  dieser  Mangel 
noch  auffälliger  dadurch,  dass  er  mit  keinem  Worte  sagt,  für  welchen 
Gcscbäftsbezirk  seine  Zeitrechnung  gelten  soll.    Auf  dem  Titel  und 
an  ciuer  Stelle  der  Schrift  ist  angedeutet,  dass  der  Verfasser  die 
Zeitrechnung  nach  dem  Mittag  jedes  Ortes  nicht  aufzugeben  denkt. 
Auch  stellt  sich  die  Notwendigkeit  sie  beizubehalteu  durch  die  Er- 
wägung heraus,  dass  im  durchschnittlichen  Leben  eines  Menseben 
die  Frage  nach  der  Ortszeit  die  Frage  nach  der  Erdzeit  viel  tau- 
sendmal überwiegt.    Soll  aber,  wie  der  Titel  es  verspricht,  die  Orts- 
zeit nicht  gestört  sein,  so  ist  es  ferner  unerlässlich ,  dass  alle  für 
das  bürgerliche  Leben  geltenden  Bekanntmachungen ,  iu  Kaleudcr, 
Cursbnch  u.  s.  w.,  so  weit  sie  sich  auf  einen  Ort  beziehen,  in  Orts- 
zeit berechnet  sind.    Die  Mühe  einer  einmaligen  Umrechnung  ist 
versehwindend  gering  gegen  die,  welcho  alle  Bürger  bei  jedesmaliger 
Umrechnung  haben  würden.    Da  iu  vielen  Ländern  hiernach  nicht 
verfahren  wird,  so  hätte  der  Verfasser  doch  darüber  Klarheit  geben 
müssen ,  welches  Verfahren  er  bei  seinem  Vorschlag  im  Sinne  hat, 
d.  h.  welche  Grcnzeu  er  der  Anwendung  der  verschiedenen  Zeit- 
rechnungen geben  will.    Statt  dessen  ist  fast  in  der  ganzen  Schrift 
nur  von  einer  Zeit,  der  Erdzeit,  die  Rede,  in  einer  Weise,  als  ob 
alle  Uhren  nach  derselben  zu  stellen  seien,  im  Widerspruch  mit  zwei 
einzeluou  Aeusserungeu.    Nach  natürlicher  Betrachtung  ergibt  sich, 
dass  mindestens  zweierlei  Zeitrechnung  unentbehrlich  ist,  die  Ortszeit 
für  das  bürgerliche  Leben  einschliesslich  der  Reiseu  und  der  Cor- 
respondeuzen,  und  die  vou  der  Längendifferenz  uuabhängige  Erdzeit 
für  die  Verwaltungen  der  Institute  der  Astronomie,  Telegrapbie, 
Eisenbahnen  und  Post.   Dass  statt  der  letztem  eine  grosse  Anzahl 
verschiedener  Zeitrechnungen  mit  unregelmftssigcr  Abgrenzung  existi- 
ren,  ist  der  Ucbelstand,  gegen  den  mit  Recht  der  Verfasser  seinen 
Vorschlag  richtet.    Dieser  unterscheidet  sich,  wenn  wir  ihn  aus- 
drücklich auf  letztere  Bestimmung  beschränken,  sehr  löblich  von 
dem  Projecte,  für  welches  neuerdings  häufig  in  den  Zeitungen  agitirt 
wird,  welches  statt  das  Uebel  zu  vermindern  es  vermehren  und 
Deutschland  iu  die  Misere  der  Nachbarstaaten  durch  Nachahmung 
mit  hineiuziehen  will.    Der  Vorschlag  des  Verfassers  geht  dahin,  den 
Meridian  des  Uebergangs  der  Tageszählung,  deu  der  Behringstrasse, 
auch  zum  Ausgangspunkt  der  Stundenzählung  zu  wählen,  die  Teile 
der  Stundo  aber  von  15  zu  15  Grad  Länge  (er  uennt  die  Streifen 
zwischen  den  Meridianen  sehr  uneigentlich  Zonen)  neu  zu  zählen. 
Die  Vorteile  einer  solchen  Anordnung  im  Vergleich  mit  der  bis- 
herigen liegea  zutage;  ebenso  deutlich  ist  es  aber  auch,  dass  der 
Vorteil  noch  grösser  wird,  uud  allerlei  Uuzuträglichkciteu,  veranlasst 
durch  dio  Durchschueiduug  der  Länder  von  Greuzmeridianen  weg- 
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fallen,  wenn  wir  die  Stundengrenzen  ganz  streichen  und  gemeinsame 
Tageszeiten  über  die  ganze  Erde  einführen.  Der  gewöhnliche  Fehler 
in  der  Besprechung  des  Projcctos  besteht  in  der  Vermischung  der 
zwei  Zeitrechnungen,  dio  nun  einmal  bestehen  müssen,  die  daher  aus 
einander  zu  halten  sind,  und  von  denen  nie  die  eine  iguorirt  werden 
sollte.  Derselbe  Fehler  erklärt  iu  der  vorliegenden  Schrift  zunächst 
die  überflüssige  Anordnung  der  sogeu.  Stuudcuzoneu,  die  doch  wol 
nur  aus  dem  Gcdaukeu  eutsprungen  ist,  die  Erdzeit  müsse  zugleich 
dio  Ortszeit  vertreten  und  derselben  stets  uaho  bleiben;  ferner  die 
eigentümliche  Meiuuug  des  Verfassers,  in  Deutschland  seien  die 
Eisenbahnen  gezwungen  nach  Osten  schneller  zu  fahren  als  nach 
Westen  ,  damit  die  Hin-  und  Rückreise  nach  Ortszeit  gleiche  Dauer 
hat  —  wer  stellt  denn  eine  solche  Forderung?  —  ferner  eine  Acussc- 
rung  über  die  zu  grosso  Mühe  der  Umrechnung  bei  Herstellung  der 
Fahrpläne,  welche  aber  die  Schuld  stalt  der  Vielheit  der  Zeitrech- 
nungen vielmehr  der  regelmässigen  Zeitübertragung  beizumessen 
scheint-,  im  ganzen  liegt  auch  wol  derselbe  Fehler  dem  Schweigen 
über  das  Vcrhältuiss  der  beidcu  Zeitrcchuungcu  zugrunde. 

Hopp  e. 


Dio  Konstanten  der  physischen  Libratiou  des  Mondes  abgeleitet 
aus  Schlüters  Königsberger  Heliometer-Beobachtungen  von  Dr.  Ju- 
lius Franz,  Obscrvator  und  Privatdoeent.  Sondcrabdruck  aus 
Band  38  der  Astronomischen  Beobachtungen  auf  der  Königl.  Uui- 
vcrsitäts-Stern warte  zu  Königsberg.  Königsberg  i.  Pr.  1889.  R.  Lcu- 
pold.    Fol.   47  S. 

Die  ersten  noch  ziemlich  unsichern  Bestimmuagcn  der  Constauten 
der  physischen  Libration  des  Mondes  sind  von  Nicollct,  Kreil  und 
Stambucchi  durch  Messung  der  Differenzen  in  Uectasccnsion  und 
Declination  zwischen  einem  Moudkrater  und  dem  Mondrande  gemacht 
worden.  Dann  hat  Wichmanu  dieselben  auf  Grund  von  Heliometer- 
beobachtungen nach  der  von  Bessel  augegebenen  Methode  bestimmt, 
nach  ihm  auch  Hartwig.  Nach  eigner  Berechnung  auf  Giuud  der 
besten  und  andauerndsten  Heliometerbeobachtungeu  von  Schlüter 
fand  der  Verfasser  erhebliche  Abweichungen,  die  auch  einigen  weiter 
gehenden  Berücksichtigungen  zuzuschreiben  siud.  In  der  vorliegen- 
den Schrift  wird  zuerst  die  Theorie  der  physischen  Libration  dar- 
gelegt; dann  folgt  dio  Vergleichung  mit  der  Theorie  von  Wichmanu, 
danu  nähere  Angaben  über  Schlüters  Beobachtungen,  Wichmann's 
vorbereitende  Rechnungen,  dio  Coustanten  des  Heliometers,  der 
Wärmefactor,  der  Schraubenwert,  periodische  Schraubenfehler,  die 
Rcductiou  der  Beobachtungen,  die  Refraction,  die  Lage  des  Kraters 
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gegen  die  Mitte  der  Mondscheibe,  der  Eiufluss  der  Mondphase,  der 
selcnographischo  Ort  des  Kraters,  die  Bedinguugsgleichuugeu,  Nor- 
malgleichungcn  und  Auflösungen,  Schlussfolgcrungeu ,  Anwendungen 
auf  Beobachtungen  des  Mondortes,  daun  10  Tabellcu.  IL 


Lehrbuch  der  Meteorologie  für  Studierende  und  zum  Geb  rauche 
in  der  Praxis.  Von  Dr.  W.  J.  van  Böbber,  Abteilungsvorstand 
der  deutschen  Seewarte.  Mit  120  Holzschnitten  und  5  Tafelu. 
Stuttgart  1890.   Ferdinand  Enke.   391  S. 

Das  Vorliegende  ist  eine  erschöpfende  Zusammenstellung  der  bis 
jetzt  erreichten  Kenntuisso  der  atmosphärischen  Erscheinungen,  soweit 
sie  sich  auf  beobachtete  Tatsachen  uud  daraus  gefolgerte  Gesetze 
beziehet!.  Physikalische  Erklärung  der  Vorgänge,  für  welche  die- 
selbe nicht  ausreichend  gegeben  werden  kann,  wird  nicht  versucht. 
Der  Verfasser  bezeichnet  seine  Behandluugsweisu  als  eineu  Mittelweg 
zwischen  den  Lehrbüchern  von  Sprung  und  von  Mohn.  Die  der 
Reiho  nach  behaudcltcu  Themata  sind  folgende:  Erdatmosphäre, 
Temperatur,  Luftdruck,  Wasscrdampf ,  Bewegung  der  Luft,  Nieder- 
schläge, elektrische,  optische  Erscheinungen,  Wechselwirkung  der 
meteorologischen  Elemente,  Stürme,  praktische  Meteorologie  (Wcttcr- 
telegraphic).  Als  Beilagen  sind  gegeben:  Isothermen  für  Januar 
und  Juli,  Meerestempcratureu  für  Februar  uud  August,  Isobarcu  für 
Jauuar  uud  Juli,  Wolkentafel.  II. 


A.  F.  Möbius.  Die  Hauptsätze  der  Astrouomie.  7.  Auflage. 
Für  Schulen  uud  zur  Sclbstbelehrung  umgearbeitet  und  erweitert  von 
Professor  H.  C  r  a  n  z.  Mit  29  Figuren  uud  eiuer  Tabelle.  Stuttgart 
1890.    G.  J.  Göschen.    16°.    111  S. 

Das  Vorliegende  ist  eine  Auswahl  astronomischer  Lehren,  die 
sich  für  den  Schulunterricht  eignen.  Ausgehend  von  den  dem  Wiss- 
begicrigen  nächst  liegenden  Fragen  über  die  Wehkörper  behandelt 
es  die  Geschichte  der  Erforschung,  die  successiveu  Fortschritte  in 
der  genaueren  Bestimmung  und  somit  dio  empirische  Begründung  der 
Lehren.  Die  Gegenstände  sind  der  Reihe  nach:  Erde,  Sonuc,  Mond, 
Plauctcn,  Kometen  uud  Meteore,  Fixsterne.  H. 

Ucbcr  das  Gcoid.  Mit  einer  Figureutafel.  Inaugural-Disser- 
tation  von  Ignaz  Bischoff,  Privatdocent  an  der  techn.  Hochschule 
München.   Müncheu  1889.   F.  Straub.   32  S. 
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Im  ersten  der  2  Teile  der  Schrift  werden  die  Relationen  aufge- 
stellt, welche  für  jede  Gestalt  der  Erdoberfläche  genau  geltcu,  diese 
dann  für  das  Rotationsellipsoid  entwickelt  und  dio  Formeln  für 
kleine  Entfernungen  reducirt.  Im  2.  Teile  werden  die  Abweichungen 
des  Gcoids  vom  Rotationsellipsoid,  ausgedrückt  durch  dio  Wiukci 
zwischen  der  Vcrticalo  eines  Orts  und  der  Azimutebeno  eines  andern, 
aus  Mondbeobachtungen  berechnet.  Als  Unterscheidendes  seiner 
Methode  gegenüber  der  von  Helmert  gibt  der  Verfasser  an,  dass  sie 
frei  von  der  Theorie  des  Mondes  ist,  ohne  ihr  indes  einen  Vorzug 
zuzuschreiben.  II. 


Janus,  ein  Datumweiscr  für  alle  Jahrhundertc.  Von  Dr.  phil. 
J.  L  Do  Marius.   Leipzig  (1890).  Dyk. 

Der  Datumweiscr  besteht  aus  einer  Tafel  23  ctm  breit,  18  ctm 
hoch,  mit  einem  Schieber,  der  für  jedes  Jahr  einzustellen  ist,  und 
dann  für  jeden  Monatstag  den  Wochentag  angibt.  Auf  der  Kehr- 
seite stehen  viele  Notizen.  Bewegliche  Feste  sind  nicht  berücksich- 
tigt, dagegen  der  Unterschied  des  julianischen  und  gregorianischen 
Kalenders.  II. 


Himmel  und  Erde.  Populäre  illustrirte  Monatsschrift.  Heraus- 
gegeben von  der  Gesellschaft  Urauia.  Redactcur  Dr.  Wilh.  Meyer. 
I.  Jahrgang.    Berlin  1889.   Hermauu  Pactcl. 

Dio  neue  Zeitschrift  verfolgt  den  ausgesprochenen  Zweck:  „dio 
Popularisirung  der  Naturwissenschaften  uud  dio  Freude  an  der  Natur- 
erkenutniss  zu  fördern."  Dicso  Angabo  ist  ohne  Zweifel  zu  weit 
gefasst.  Die  tatsächliche  Wirksamkeit  coucentrirt  sich  auf  ein  viel 
engeres  Feld.  Zweige  der  Naturwissenschaft  wie  Zoologie  und  Botanik 
sind  zuuächst  ganz  ausgeschlossen.  Die  Erde  hat  überhaupt  unter 
den  Weltkörpcrn  nur  den  Vorzug,  dass  unsere  Kenntniss  von  ihr 
weiter  reicht ;  dagegen  handelt  es  sich  um  tellurische  Vorgänge  nur 
soweit  analoge  auch  auf  andern  Weltkörpern  erforscht  werden  kön- 
nen, wozu  auch  atmosphärische  Erscheinungen,  Vulcanausbrüche  und 
im  Intercsso  kosmogouischcr  Fragen  manches  Gcoguostisches  gehört. 
Daher  ist  das  Ziel  noch  immer  vollständig  umfassend  ausgedrückt, 
wenn,  wir  sagen,  dass  die  Freude  au  der  Kenutuiss  und  Beobachtung 
der  Himinclscrscheinungcn  gefördert  werden  soll.  Der  erste  Jahr- 
gang enthält  folgende  Abhandlungen. 

J.  V.  Schiaparelli:  Ucbor  die  beobachteten  Erscheinungen 
auf  der  Oberfläche  des  Planeten  Mars. 
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W.  Foerstor:  Ueber  die  Ziele  der  Popularisirang  der  Natur- 
wissenschaften im  Hinblick  auf  diese  Zeitschrift.  —  Das  Wissen  über 
das  Tierkreislicbt. 

D.  Brauns:  Der  Strand  von  Pozzuoli  und  der  Serapis  Tempel 
im  neuen  Lichte  dargestellt. 

F.  K.  Ginzcl:  Ueber  historischo  Sonnenfiusternisse. 

J.  Schein  er:  Die  spectrographischo  Bestimmung  der  Bewegung 
der  Himmelskörper  in  der  üosichtslinie.  —  Ueber  die  Bedeutung  der 
photographischen  Methoden  in  der  Astronomie. 

0.  Jesse:  Die  leuchteuden  Nachtwolkcn. 

H.  Seeliger:  Ueber  einige  Aufgaben  der  Photometrie  des 
Himmel  8. 

H.  Mohn:  Die  norwegische  Nordmeerexpedition. 

E.  Wagner:  Die  ungewöhnlichen  atmosphärischen  Erschei- 
nungen nach  dem  Ausbruche  des  Krakatau. 

E.  S.  Holden:  Die  Lick-Stcrnwarto. 

L.  Sohncko:  Neuere  Theorie  der  Luft-  und  Gewitter-Elek- 
tricitat. 

L.  W  ei  neck:  Der  Fortschritt  der  Selenographie. 

0.  T.  Shormann:  Unser  Wissen  über  das  Zodiakallicht 

Auf  die  Abhandlungen  folgt  in  jedem  Hefte:  Feuilleton,  Mit- 
teilungen, Bibliographisches.  H. 

Atrouomischcr  Kalender  für  1890.  Nach  dem  Mustor  des  Karl 
von  Littrow 'schon  Kalcuders  herausgegeben  von  der  k.  k.  Stern- 
warte. Neue  Folge.  Neunter  Jahrgang.  Wien,  Carl  Gerold's  Sohn. 
131  S. 

Die  Beilagen  enthalten  Folgendes.  Neue  Planeten  und  Kometen. 
Uebersicht  des  Planetensystems,  uud  zwar  Bahnelemente  der  grossen 
Planeten,  der  Satelliten,  der  Astroidcn,  deren  Verzeichuiss  alpha- 
betisch und  nach  der  Zeit  ihrer  Entdeckung.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Annalcs  de  la  Faculte  des  Sciences  de  Toulouse  pour  les  sei- 
ences  mathematiques  et  les  scienecs  physiques.  Publiees  par 
un  comite  de  redaction  composc  des  professeurs  du  mathematiques, 
de  physique  et  de  chimie  de  la  Faculte.  Sous  les  auspices  du  Mi- 
uistere  de  Instruction  publique  et  de  la  Municipalite  de  Toulouse, 
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avec  le  concours  da  conseil  general  de  la  Haute-Garonne.  Tome 
III.   Armee  1889.    Paris  1889.   Gauthier-VUlars  et  tils. 

Der  3.  Band  enthält  folgende  Abhandlaugen. 

A.  Legoax:  Anziehang  eines  homogenen  oder  ans  homogcuen 
Schichten  bestehenden  EHipsoids  auf  einen  äussern  Punkt.  —  Uebcr 
die  Integration  der  Gleichung  d**  =  Ecu*+2Fdudi  -f  Ger*. 

X.  Stouff:  Uebcr  gewisse  Fucbs'sche  Gruppen  und  eine  Er- 
weiterung der  Theorie  der  quadratischen  Formen. 

Lerch:    Ueber  gewisse  Entwickelungen  in  trigonometrische 

a\vlUvU« 

Andoyer:  Uebcr  ein  geometrisches  Problem. 

E.  Cosserat:  Ueber  deu  Kreis  als  erzeugendes  Element  des 
Baumes.  —  Ueber  die  bilinearen  Formen. 

G.  Berson:  Ueber  den  Einfluss  des  Stosses  auf  die  zurück- 
bleibende Magnetisirung  eines  Nickelstabes. 

Stiel tj es:  Ueber  die  Reduction  einer  nach  absteigenden  Po- 
tenzen oiner  Yariabein  fortschreitenden  Reihe  auf  einen  Ketteubruch. 

V.  Rouquet:  Untersuchung  eines  Complexes  6.  Orduuug. 

Chaurin:  Untersuchungen  über  die  rotatorisch  magnetische 
Polarisation  im  Islandspath. 

P.  Appell:  Ueber  die  homogenen  Differentialgleichungen 
2.  Ordnung  mit  constanten  Coefficicnten. 

G.  Berson  u.  A.  Destrem:  Untersuchung  über  die  Elektrolyse. 

C.  Bioche:  Ueber  die  Systeme  von  Curven,  welche  die  Erzeu- 
genden einer  Regeltiäche  homographisch  teilen. 

Carvallo:  Praktische  Methode  der  vollständigen  numerischen 
Auflösung  algebraischer  oder  transcendentor  Gleichungen.  H. 
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G'eschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Fink,  K.,  kurzer  Abriss  n. Geschichte  der  Elemcntar-Mathcmatik 
m.  Hinweisen  auf  die  sich  anschliessenden  höheren  Gebiete.  Tübingen, 
Laupp.    4  Mk. 

Fortschritte  d.  Elektrotechnik.  Hrsg.  v.  K.  Strecker.  3.  Jahrg. 
Das  Jahr  1889.    1.  Hft.    Berlin,  Springer.   5  Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  J.  1884.  Dargestellt  v.  der 
physikal.  Gesellschaft  zu  Berlin.  10.  Jahrg.  1.  Abth.,  enth.  Physik 
der  Materie.    Red.  v.  E.  Budde.    Berlin,  G.  Reimer.    11  Mk. 

Gühne,  B.,  Abriss  der  Geschichte  der  Elektrizität.  Dresden, 
v.  Zahn  <fc  J.    1  Mk.  20  Pf. 

Jahrbuch  üb.  die  Fortschritte  der  Mathematik.  Hrsg.  v.  M. 
Henoch  u.  E.  Lampe.  19  Bd.  Jahrg.  1887.  2.  Hft.  Berlin,  G. 
Reimer.    8  Mk. 

Zum  50-jährigen  Bestehen  der  Nicolai- Hauptsteruwarte.  Beschrei- 
bung d.  30-zölligon  Rcfractors  u.  d.  astrophysikalischen  Observatoriums. 
Leipzig,  Voss'  Sort.    Kart.  20  Mk. 

Methode  nnd  Principien. 

Bernhard,  W.,  üb.  das  Naturgesetz  v.  der  Erhaltung  der  Kraft. 
Ein  populärer  Vortrag.    Schwäb.-Hall,  Staib.    50  Pf. 

Ehrhardt,  F.,  Mechanismus  u.  Tcleologie.  Eine  Abhandlg. 
üb.  die  Principien  der  Naturforschung.  Leipzig,  Reislaud.  3  Mk.  CO  Pf. 

Kerz,  F.,  weitere  Ausbildung  der  Laplace'schen  Nebularhypo- 
these.   2.  Nachtrag.   Leipzig,  Spamer.    1  Mk.  60  Pf. 

Knabe,  K.  F.  A.,  üb.  deu  direkten  Beweis.  Cassel,  Rinning. 
80  Pf. 
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Litterarischer  Bericht 

XXXVI. 


Geometrie. 

Uebcr  Curven  ohne  Wendepunkte.  Habilitationsschrift  von  Dr. 
Hermann  Brunn.  Mit  6  Tafeln.  München  1889.  Theodor  Acker- 
mann.  74  S. 

Es  werden  die  Eigenschaften  derjenigen  ebenen  Curven  unter- 
sucht, die  sich  überall  nach  derselben  Seite  hinkrümmen  und  ganz 
im  Endlichen  liegen.  Der  aualytische  Ausdruck  stellt  sio  dar  als 
Enveloppen  einer  Taugente,  die,  wenn  die  Curve  geschlossen  ist,  mit 
einer  periodischen  Function  ihres  Richtungswinkels  variirt.  Das 
Gegenwärtige  ist  die  Fortsetzung  der  Inauguraldissertation  des  Ver- 
fassers „Ueber  Ovale  und  Eiflächen".  Die  Ovalen  entsprechen  dem 
besondern  Falle,  wo  die  Periode  jener  Function,  die  sonst  Vielfaches 
von  2»,  -=»2«  ist.  Die  Eiflächcn  sind  das  Analoge  im  Räume. 
Auch  die  gegenwärtige  Arbeit  geht  am  Schlüsse  etwas  auf  die  ana- 
logen Flächen  und  darüber  hinaus  auf  die  analogen  Gebilde  von 
mehr  Dimensionen  ein.  Die  untersuchten  Themata  nach  der  allge- 
meinen Theorie  sind  wie  folgt  bezeichnet:  Buschenveloppen,  Ovalen, 
eine  Erzeugungsweise  von  Ovalen,  Sätze  über  Ovale  und  Eiflächen, 
Ellipsen,  Verallgemeinerung  des  Höldcr'schen  Mittelwcrtsatzes. 

H. 

Ueber  eiue  transcendonto  Minimalfläche,  welche  eine  Schar 
algebraischer  Raumcurven  vierten  Grades  enthält.  Von  Dr.  Wilhelm 
Thienemann,  Oberlehrer  am  Kgl.  Gymnasium  zu  Essen.  Leipzig 
1890.   Gustav  Fock.   22  S. 

Arch.  d.  Math.  n.  Thjt.   2.  Reihe,  T.  IX.  4 
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Die  untersuchte  Fläche  hat  die  Gleichungen: 

r  —  $(»•*  —  f—2)C082g>  —  21ogr 

y  =  |(r»  -  r-2)  8in  2<p ;    *  =  2(r  +  t-*)  COS  <p 

Anlass  sie  zu  untersuchen  bot  ihre  Erwähnung  von  H.  A.  Schwarz 
in  Cr.  Journ.  LXXXVII.  146.  Die  algebraischen  Parameterlinien 
r  =  const  sind  der  Schnitt  zweier  Cylinder,  deren  Axen  parallel  der 
*  und  y  Axe,  und  liegen  auf  einem  Rotationskegel  um  die  z  Axe. 
Die  Discussiou  schlicsst  sich  einem  Satze  von  Schwarz  über  die 
Kegel,  welche  eine  Minimalfläche  umhüllen,  und  der  Behandlungs- 
weise  der  Minimalflächen  von  Weierstrass  au  und  führt  das  daselbst 
allgemein  Gegebene  an  den  genannton  besonderen  Gebilden  durch. 

H. 

Synthetische  Beweise  planimetrischer  Sätze.  Von  W.  Fuhr- 
mann, Professor  am  königl.  Realgymnasium  auf  der  Burg  in  Königs- 
berg, Ostpreussen.  Mit  14  lithographischen  Tafeln.  Berlin  1890. 
Leonhard  Simion.   190  S. 

Das  Vorliegende  ist  eine  Schule  des  Beweisens  planimetrischer 
Sätze,  welche  den  Schulunterricht  dahin  zu  ergänzen  bestimmt  ist, 
dass  der  Schüler  sich  die  Fähigkeit  aneigne,  Beweise  für  gegebene, 
nicht  im  Schulcursus  enthaltene  Sätze  aufzufinden.  Der  Gebrauch 
des  Buches  ist  nicht  sofort  zweifellos  ersichtlich.  Es  besteht  aus 
Anweisung  und  aus  einer  grosseu  Anzahl  durchgeführter  Beweise 
für  beispielsweise  aufgestellte  Sätze.  Dass  der  Schüler,  bevor  er  an 
LösuDg  von  Uebungsaufgabcn  geht,  sich  mit  den  hier  erteilten  sehr 
umfangreichen  Lehren  bekannt  raachen  solle,  kann  wol  nicht  die 
Meinung  des  Verfassers  sein.  Damit  würde  durch  Einschiebuug 
einer  zu  langen  reeeptiven  Arbeit  der  Zweck  der  Uebungsaufgabcn, 
das  Bewusstseiu  selbständig  produetiver  Tätigkeit  zu  wecken,  ver- 
eitelt werden.  Bei  Beschränkung  auf  ein  geringes  Mass  an  solchen 
Lehren  lässt  sich  eher  ein  Nutzen  davon  erhoffen,  und  so  finden 
wir  in  manchen  neuern  Uebnngsbüchern  als  Beihülfe  für  die  weniger 
begabten  Schüler  in  der  Kürzo  zusammengestellt,  was  dieselben 
wissen  müssen,  um  mit  Erfolg  nach  Lösungen  zu  suchen.  Es  scheint 
nun  dem  Verfasser  zunächst  darum  zu  tun  gewesen  zu  sein,  den 
ganzen  hierher  gehörigen  Lehrstoff  im  weitesten  Umfange  systema- 
tisch zu  verarbeiten.  Daraus  ist  eine  viel  verzweigte  Theorie  her- 
vorgegangen, die  sogar  im  gegenwärtigen  einfachsten  Falle,  wo  alle 
Resultate  gegeben  und  nur  die  Beweise  zu  suchen  sind,  einen  be- 
deutenden Inhalt  umfasst  Der  Gebrauch  dieses  Werkes  lässt  sich 
auf  mannicbfaltige  Weise  denken:  dem  Lehrer  bietet  es  eine  grosse 
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Aas  wähl  deisen,  was  sich  zur  Anwendung  eignet;  der  Schüler, 
welcher  nach  erhaltener  Vorbildung  sich  gern  weiter  mit  Geometrie 
beschäftigt,  kann  darin  manche  Anregung  empfangen.  Die  Haupt- 
abschnitte sind:  Angabe  allgemeiner  Ziele  und  Regeln;  die  verschie- 
denen Methoden  und  Httlfsmittel  bei  den  Beweisen;  Erläuterung  der 
Beweismethoden  durch  Beispiele;  1.  Stufe:  Grundsätze,  Fundamental- 
sätze über  die  Parallelen,  das  gleichschenklige  Dreieck,  Congruenz 
der  Dreiecke,  Peripheriewinke];  2.  Stufe:  Untersuchung  ttbor  zu- 
sammenhangende Eigenschaften  der  Dreiecke  in  Bezug  auf  deren 
BerQhrungskreise ,  Anwendungen  von  Proportionen,  Sätze  Uber 
Flächen;  3.  Stufe:  Benutzung  aller  möglichen  Httlfsmittel,  der  tri- 
gonometrischen Functionen,  der  harmonischen  und  projectiven  Ge- 
bilde, Darstellung  von  zusammenhangenden  Eigenschaften  von  Figuren; 
Anhang:  die  grundlegenden  und  elementaren  Eigenschaften  der  Bro- 
card'schen  Geometrie,  Sätze  derselben  vorzugsweise  bezüglich  auf 
bestimmte  Kegelschnitte.  H. 

Grundlagen  einer  Isogonalcentrik.  Von  J.  Schick.  Tübingen 
1889.   Franz  Fues.   91  S. 

Die  Schrift  ist  aus  dem  Correspondenzblatt  für  die  Gel.  u.  Real- 
schulen Würt.  besonders  herausgegeben.  Zur  Erklärung  des  Gegen- 
standes geht  Folgendes  voraus.  Fällt  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  Senkrechte  auf  die  Seiton  eines  beliebigen  Vielecks  und 
verbindet  die  Fusspunkte  der  Reihe  nach,  so  heisst  das  so  gebildete 
Vieleck  das  Fusspuuktsvicleck  jenes  Punktos ,  man  nennt  es  ortho- 
gonischccntrisch  zum  ersten,  den  Punkt  das  Orthogonalcentrum,  die 
Senkrechten  Orthogonalvectoren ,  die  Radien  der  Ecken  von  jenem 
Centrum  aus  Eckenvectoren.  Hier  wird  nur  auf  Dreiecke  Anwen- 
dung gemacht.  Vom  Fusspunktdreieck  hat  Steiner  folgendes  be- 
wiesen. Die  3  Lote  von  den  Ecken  des  Urdreiecks  auf  seine  Seiten 
gefallt  schneiden  sich  in  einem  Punkte  Pt\  die  Eckenvectoren  von 
dem  Centren  P  und  P,  bilden  mit  den  Seiten  des  Urdreiecks  gleiche 
Winkel;  die  6  Fusspunkte  für  P  und  Px  liegen  auf  einem  Kreise 
um  die  Mitte  von  PPX;  Px  ist  der  Mittelpunkt  des  Umkreises  eines 
Dreiecks,  dessen  Ecken  die  Gegenpunkte  von  P  in  Bezug  auf  die 
Seitou  sind;  P  und  Pt  sind  die  Brennpunkte  einer  Ellipse,  welcho 
die  Dreiecksseiten  berührt.  Diese  Eigenschaften  erweisen  sich 
äusserst  ergibig  für  Dreieckssätze,  deren  Theorie  die  Isogonalcentrik 
genannt  wird.  H. 

Untersuchung  der  Flächen,  welche  sich  durch  eindeutig  auf  ein- 
ander bezogene  Strahlenbündel  erzeugen  lassen.  Von  Karl  D oeh le- 
rn an  n.  München  1889.  Theodor  Ackermann.  40  S. 
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Die  Beziehung  der  Strahlenbüudel  ist  die,  dass  die  entsprechen- 
den Strahlen  zweier  Bändel  sich  schneiden ;  die  von  ihnen  erzengten 
Flächen  sind  es,  die  untersacht  werden.  Die  Untersuchung  schliefst 
sieh  an  die  Arbeiten  von  Jonquieres  (Nouv.  Ann.  2.  ser.  III.  1864) 
und  Dewulf  (Bull,  des  sc.  Math,  et  Astr.  1873)  an.  H. 

Elemente  der  darstellenden  Geometrie  zum  Schulgebrauche  zu- 
sammengestellt von  Wenzeslaus  Pözl,  Professor'für  Mathematik 
und  darstellende  Geometrie  an  der  k.  Industrieschule  zu  München. 
München  1890.   Theodor  Ackermann.   107  S. 

Obwol  die  verschiedenen  zu  Gebote  stehenden  Darstellungs- 
weisen  im  Anfang  erklärt  werden,  handelt  das  Buch  allein  von  der 
Darstellung  durch  Orthogoualprojection  und  zwar  fast  ausschliesslich 
auf  2  zu  einander  senkrechten  Ebenen.  Es  soll,  wie  der  Verfasser 
sagt,  ein  Leitfaden  für  den  Schulgebrauch  sein  und  den  Lehrer  nicht 
ersetzen;  nur  den  grundlegenden  und  den  schwierigem  Aufgaben 
habe  er  die  nötige  Ausführlichkeit  gewidmet.  Die  der  Reibe  nach 
behaudelten  Gegenstände  sind:  die  Darstellung  des  Punktes,  der 
Geraden,  der  Ebene,  die  gelehnte  Gerade,  die  gegenseitige  Lage  von 
Punkten,  Geraden  und  Ebenen,  deren  Umformung  und  Neigung, 
Polygone,  Dreikant,  Polyeder ,  deren  Schnitte  mit  Ebenen  und  unter 
sich.  Die  Figuren  stehen  im  Texte.  H. 

Ausgewählte  Abschnitte  aus  einer  synthetischen  Geometrie  der 
Kegelschnitte.  Von  F.  11.  G.  Fischer.  Abhandlung  zu  dem  Jahres- 
bericht der  städtischen  Realschulo  zu  Leipzig  für  das  Schuljahr 
Ostern  1889-1890.   4°.   35  S. 

Die  ausgewählten  Themata  sind:  Kegelschnitt  und  Gerade;  Pol 
und  Polare,  Durchmesser  und  Mittelpunkt;  zugeordnete  Punkte  und 
Gerade;  Durchmesser  uud  Axen;  Brennpunkte  und  Leitlinien,  zu 
einander  senkrechte  Tangeuteu ;  Kegelschnitt  und  Kreis.  Die  Figuren 
sind  auf  Tafeln.  Der  erste  Satz  (Carnot'schor  S.)  ist  kein  Muster 
exaeten  Ausdrucks.  H. 


Technik. 

Dr.  J.  Frick's  physikalische  Technik,  specicll  Anleitung  zur 
Ausführung  physikalischer  Demonstrationen  und  zur  Herstellung  von 
physikalischen  Demonstrations-Apparaten  mit  möglichst  einfachen 
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Mitteln.  Sechste,  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage.  Von  Dr.  Otto 
Lehmann,  Professor  der  Physik  an  der  technischen  Hochschule  au 
Karlsruhe.  In  zwei  Bänden.  Erster  Band.  Mit  708  in  den  Text 
eingedruckten  Holzstichen.  Braunschweig  1890.  Friedrich  Vieweg 
und  Sohn.   725  S. 

Die  Anleitung  geht  vielfach  auf  solche  Experimente  ein,  deren 
Demonstrationsmittel  vom  Lehrer  (oder  auch  von  den  Schülern) 
selbst  angefertigt  werden  können ;  doch  ist  sie  auch  beim  Gebrauche 
fertiger  Apparate  nicht  Oberflüssig,  da  zur  Behandlung,  zu  kleinen 
Veränderungen  und  Reparaturen  der  Apparate  dem  Lehrer  stets  die 
zugehörigen  technischen  Kenntnisse  und  technisches  Urteil  unent- 
behrlich sind.  Sie  scbliesst  sich  an  den  Gang  des  physikalischen 
Unterrichts  an,  wodurch  von  selbst  der  Zweck  wissenschaftlicher  For- 
schung bei  den  Experimenten  unberührt  bleibt.  Davon  unabhängig 
ist  nur  der  1.  Teil,  welcher  handelt:  von  der  Einrichtung  des  Locals, 
der  Behandlung,  dem  Reinigen,  Repariren  und  Aufstellen  der  Appa- 
rate. Der  2.  Teil  betrifft  nun  einzeln  die  Versuche  über  das  Gleich- 
gewicht der  Kräfte,  dann  über  die  Wärme,  und  zwar  erst  über  die 
Zustandsänderungen  der  Körper  durch  Wärme,  dann  Uber  Thermo- 
dynamik, zuletzt  über  Wärmeleitung.   Hiermit  schliesst  der  1.  Band. 

H. 

Der  Betrieb  und  die  Schaltungen  der  elektrischen  Telegraphen. 
Unter  Mitwirkung  von  mehreren  Fachmännern  bearbeitet  von  Prof. 
Dr.  Karl  Eduard  Zetzsche,  Kaiserl.  Telegraphen-Ingenieur  a.  D. 
Zugleich  als  2.  Hälfte  des  dritten  Bandes  des  Handbuchs  der  elektri- 
schen Telegraphie.  Heft  1.  Mit  117  in  den  Text  gedruckten  Ab- 
bildungen.  Halle  a.  S.  1890.   Wilhelm  Knapp. 

Obgleich  das  Buch  getrennt  vom  Gesamtwerke  herausgegeben 
wird,  ist  es  doch  wesentlich  ein  dazu  gehöriger  Teil,  es  setzt  die 
(mutmasslich)  darin  erteilten  allgemeinen  Kenntnisse  voraus  und 
handelt  nur  von  den  Verschiedenheiten  der  Erfordernisse,  Einrich- 
tungen und  Betriebsweisen  im  weitesten  Umfange  der  heutigen  Ver- 
kehrs-Telegraphie.  H. 


Vademecum  für  Elektrotechniker.  Praktisches  Hülfs-  und  Notiz- 
buch für  Ingenieure,  Elektrotechniker,  Werkmeister,  Mechaniker  u.  s.  w. 
Begründet  von  E.  Rohrbeck,  herausgegeben  von  Dr.  W.  A.  Nip- 
poldt,  Physiker  und  Elektrotechniker  in  Frankfurt  a.  M.  Siebenter 
Jahrgang  des  Kalenders  für  Elektrotechniker.  1890.  Mit  vielen 
Holzschnitten.   Halle  a.  S.   Wilhelm  Knapp.  470  S. 
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Dieser  Jahrgang  ist  der  erste,  welcher  yom  neuen  Herausgeber 
besorgt  ist.  Veränderungen  und  Vermehrungen  sind  im  ganzen,  ob- 
wol  nicht  einzeln  namhaft,  angezeigt  Wenig  über  die  Hälfte  des 
Buchs  betrifft  die  Elektrotechnik  selbst,  auch  die  Mathematik, 
Mechanik  und  Physik  ist  berücksichtigt.  Auch  beschränkt  es  sich 
nicht  auf  die ,  eigentlich  allein  von  eiuem  Vadcmecum  zu  erwarten- 
den, Angaben,  sondern  gibt  aueh  manche  Lehren,  die  in  der  Schule 
erledigt  sein  könntcu.  Es  scheint,  dass  viele  Einsendungen  erfolgt 
sind,  welche  gerado  in  Bezug  auf  die  vorbereitenden  Teile  Wünsche 
geäussert  haben;  denn  laut  dos  Vorworts  sind  eben  diese  im  neuen 
Jahrgang  ausführlicher  behandelt  worden.  Die  Gegenstände  der 
Elektrotechnik  sind:  elektrische  Kraftmaschinen,  elektrische  Beleuch- 
tung, elektrische  Kraftübertragung,  Tolegraphio,  Tclephonie,  Eisen- 
bahntelegraphie,  Elektrolyse  und  Galvanoplastik,  Eisenbahnwesen, 
elektrische  Eisenbahnen,  Blitzableiter.  H. 


Jahrbuch  für  Elektrotechnik  1888  —  89.  Unter  der  Mitwirkung 
der  Herren:  Dr.  A.  Krebs  in  Berlin-,  Dr.  Ed m.  Hoppe  in  Ham- 
burg; Dr.  G.  Erl  wo  in  iu  Berlin;  Dr.  0.  May  in  Frankfurt  a.  M.; 
Ingenieur  Friedrich  Drexler  in  Wien;  Telegr.-Ingenicur  E. 
Müller;  Tclegr.-Iuspector  Löbbccko  in  Frankfurt  a.  M.;  Dr.  V. 
Wietlisbach  iu  Bern;  Dr.  J.  G.  Wallentin  in  Troppau  heraus- 
gegeben von  Professor  Dr.  G.  Krebs  in  Frankfurt  a.  M.  und  C. 
Grawiukcl,  Obcr-Telegr.-Iugenicur  in  Berlin.  Zweiter  Jahrgang. 
Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.  Hallo  a.  S.  1890. 
Wilhelm  Knapp.   226  S. 

Der  2.  Jahrgang  enthält  12  belehrende  Abhandlungen  über  fol- 
gende Gegenttände.  A.  Krebs:  Die  elektrischen  Maschinen.  — 
E.  Iloppo:  Dio  Accomulatoron.  —  G.  Erl  wein:  Galvanische 
Elemente.  —  A.  Krebs:  Dio  elektrischen  Messinstrumente.  — 
0.  May:  Dio  Entwickelung  des  elektrischen  Lichtes.  —  F.  Drex- 
ler: Dio  elektrische  Kraftübertragung.  —  Elektrische  Bogenlampen, 
Glühlampou  uud  Installationsteile.  —  E.  Müller:  Telegraphie.  — 
Löbbecke:  Eiseubabn-Telegraphen-  und  Signalwescn.  —  V.  Wiet- 
lisbach: Fernsprechwesen.  —  G.  Wallentin:  Fortschritte  der 
Galvanostegio ,  Galvanoplastik,  Elektrometallurgie,  der  elektrischen 
Bearbeitung  der  Metalle  in  letzter  Zeit  und  einige  neue  Anwendungen 
der  elektrolytischen  Vorgänge.  —  A.  Krebs:  Atmosphärische  Elek- 
tricität,  Blitzgefahr  und  Blitz  Schutzvorrichtungen.  H. 
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Erd-  und  Himmelsknnde. 

Annales  de  l'Observatoiro  astronomique  magnätique  et  nieteoro- 
logique  de  Toulouse.  Tome  I.  renfermant  les  travaax  ex6cutes  de 
1873  ä  la  fin  de  1878  sous  la  direction  doM.  F.  Tisserand,  an- 
cien  Directeor  do  rObservatoire  de  Toulouse,  Membre  de  PInstitut 
du  Bureau  des  Longitudes  etc.,  public  par  M.  ß.  Baillaud,  Di- 
recteur  de  l'Observatoire,  Doyen  de  la  FaculU  des  Sciences  de  Tou- 
louse. 1880.  Tome  II.  renfermant  une  partie  des  travaux  exäcutäs 
de  1879  a  1884  sous  la  direction  de  M.  B.  Baillaud.  1886.  Paris. 
Gauthier-Villars. 

Der  1.  Band  beginnt  mit  historischen  Angaben  über  das  Obser- 
vatorium und  dem  Verzeichniss  der  1873  vorhandenen  Instrumente. 
Dann  folgen  4  Abhandlungen. 

F.  Tisserand:  Ueber  die  säculären  Verrückungen  der  Bahn- 
ebene des  8.  Satelliten  (Japhet)  vom  Saturn.  —  Ueber  die  Bewegung 
der  Apsiden  des  Saturn  und  die  Bestimmung  der  Masse  des  Ringes. 
—  Ueber  den  Ring  des  Saturn. 

J.  Perrottin:  Theorie  der  Vesta. 

Dann  folgen  tabellarische  Beobachtungsresultate,  nämlich  Durch- 
gang des  Mercur  über  die  Sonne  d.  6.  Mai  1878,  Eklipsen  des 
Mondes,  Satelliten  des  Jupiter,  des  Saturn,  grosser  Nebel  im  Orion, 
Sternschnuppen,  Zodiakallicht,  Sonneuflecke. 

Der  2.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

6.  Bigourdan:  Geschichte  der  Astronomie  zu  Toulouse  vom 
Anfang  bis  zur  Gründuug  des  Observatoriums.  —  Verglcichung  ver- 
schiedener Beobachtungen  von  Sonne,  Mercur,  Venus  und  Jupiter 
gemacht  vou  Vidal  zu  Miropoix  mit  den  Tafeln  von  Le  Verrier. 

B.  Baillaud:  Ueber  die  numerische  Bercchnang  der  bestimmten 
Integrale.  —  Ueber  die  Entwickelung  der  Störungsfunction.  —  Be- 
stimmung der  Bahnen  der  5  innern  Satelliten  des  Saturn. 

Brillouin:  Elektrisches  Schlagwerk  einer  astronomischen  Uhr. 

Dann  folgen  tabellarische  Beobachtungsresultate.  H. 
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Physik. 

The  mathematical  theory  of  electricity  and  magnetism.  By  H. 
W.  Watson,  D.  Sc.  F.  R.  S.  and  S.  H.  Burbury,  M.  A.  Vol.  II. 
MagnetiBm  and  electrodynamics.  Oxford  1889.  Clarendon  Press. 
256  8. 

Der  1.  Band  ist  im  17.  litt.  Berichte  S.  7  besprochen.  Die 
Gegenstände  des  2.  Bands  sind  folgende.  Magnetische  Erscheinun- 
gen; magnetische  Induction  und  indneirter  Magnetismus;  gegenseitige 
Beziehungen  zwischen  Magnoten  und  geschlossenen  elektrischen  Strö- 
men; inductiye  Wirkung  von  Strömen  und  Magneten,  Faraday's 
Inductionsgesetze;  Messungssysteme;  allgemeine  Gleichungen  des 
elektromagnetischen  Feldes;  Theorie  der  inducirten  Ströme  auf  lei- 
tenden Flächen;  besondere  Fälle  der  Inductionen;  Theorien  von  Am- 
pere und  Andern;  elektrische  Theorio  des  Lichts.  H. 

Berechnung  elektrischer  Messungen  an  zahlreichen  Beispielen 
dargestellt  von  W.  R.  P.  Hobbs,  Oberlehrer  an  der  Marino-Tor- 
pedo-Schule  zu  Portsmouth.  Aus  dem  Englischen  übersetzt  von 
0.  Kietzer.   Halle  a.  S.    1890.    Wilhelm  Knapp.   97  S. 

Das  Buch  lehrt  berechnen :  den  Gesamtwiderstand  von  Draht- 
verzweigungen, die  Teiluug  des  Stromes  in  Zweigströme;  Stromstärke 
bei  Hintereinauderschaltung  und  Ncbeneinauderschaltung,  einzeln  und 
verbunden,  und  bei  Gegeneinanderschaltung  von  Elementen,  elektro- 
motorische Kraft,  Widerstand,  Stärke  der  Batterien,  vorteilhafteste 
Anordnung  von  Elementeu,  Widerstand  von  Leitern,  elektrische  Be- 
leuchtung und  Verschiedenes.  Die  Uebersetzung  ist  so  wortgetreu 
als  möglich.    Die  Masse  sind  in  Meter  und  Gramm  umgerechnet. 

H. 

Elektrodynamik  mit  Berücksichtigung  der  Thermoelektrizität, 
Elektrolyse  und  der  Thermochemie.  Von  Dr.  Heinrich  Weber, 
Professor  an  der  Herzoglich  Technischen  Hochschule  zu  Braunschweig. 
Mit  eingedruckten  Holzsticheu.  Braunschweig  1889.  Friedrich 
Vieweg  und  Sohn.    177  S. 

Die  Gegenstände  des  Buches  sind  der  Beibe  nach:  der  galvani- 
sche Strom ;  das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie ;  die  Encrgie- 
gleichung  für  den  galvanischen  Strom;  Thermoelektricität ;  Elektro- 
lyse; Thermochemie;  Stromkreis  mit  Elektrolyt;  Wechselwirkung 
linearer  galvanischer  Ströme.  Es  legt  die  Auschauung  W.  Weber's 
zugruude  und  leitet  daraus  die  wichtigsten  Gesetze  aus  deu  ver- 
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schiedenen  Gebieten  der  Elektrodynamik  ab.  Fremden  Bearbeitungen 
schliesst  es  sich  allein  in  der  Thermoelektricität  an ,  wo  es  der  Dar- 
stellung von  Mascart  nnd  Jubert  gefolgt  ist.  In  Betreff  der  Litte- 
ratur  wird  auf  das  Werk  von  Wiedcmann  „Die  Lehre  von  der 
Elektricität"  verwiesen.  H. 


CJeber  die  inuere  Reibung  der  festen  Körper,  insbesondere  der 
Kry8talle.  Von  W.  Voigt.  Aus  dem  36.  Bando  der  Abhandl.  der 
Königl.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  zu  Böttingen.  Göttingen  1890. 
Dieterich*.    4°.   47  S. 

Die  innere  Reibung,  von  der  die  Rede  ist,  soll  eine  Kraft  sein, 
die  infolge  von  Geschwindigkeitsdifferenzen  innerhalb  eines  bewegten 
Körpers  auftritt,  auch  wenn  dieser  sich  vollständig  elastisch  verhält, 
wie  in  der  Tat  hier  vorausgesetzt  wird.  Aus  den  allgemeinen  Be- 
wegungsgleichungcn  eines  nicht  starren  Körpers  werden  erst  die 
Reibung8componenten  entwickelt  und  auf  Gruppen  von  Krystallen 
angewandt;  als  Coefficienteu  dor  Ausdrücke  ergeben  sich  3  Arten 
von  Constauten,  Elasticitätsraoduln,  Hauptreibungsmoduln  und  ab- 
geleitete Reibungsmoduln.  Dann  wird  die  Dämpfung  gleichförmiger 
langsamer  Schwingungen  cylindrischcr  Stäbe,  dann  die  Dämpfung 
unendlich  kleiner  Schwingungen  unendlich  dünner  cyliudrischer  Stäbe, 
dann  die  Functionen  der  Reibungsconstanten,  auf  welche  die  Beobach- 
tung gedämpfter  Schwingungen  von  Stäben  führt,  untersucht 

H. 


Compendium  der  Experimental-Pbysik.  Von  Dr.  G.  Reck- 
nagel,  Professor  am  K.  Gymnasium  zu  Passau.  Zweite  Auflage. 
Mit  61G  Abbildungen  in  Holzschnitt.  Kaiserslautern  1888.  J.  J. 
Tascher.    1008  S. 

Die  1.  Auflage  ist  im  222.  225.  und  236.  litt.  Bericht,  S.  13.  8 
45  besprochen.  Die  zweite  hat,  den  Fortschritten  der  Wissenschaft 
und  der  Technik  folgend;,  manche  Vermehrungen  erhalten.  Dem 
elektrischen  Potential  ward  ein  besonderet  Capitel  gewidmet;  die 
internationalen  absoluten  Masse  wurden  eingehend  behandelt  und 
und  überall  durchgeführt;  dio  einstromige  Dynamo-Maschine,  die 
elektrische  Kraftübertragung,  dio  elektrische  Beleuchtung  und  das 
Telephon  wurden  beschrieben  und  erörtert;  bei  der  Lehre  vom  Licht 
ward  die  Verwendung  der  Hauptebenen  zur  Construction  der  Bilder 
einer  Linse  hinzugefügt  H. 


4» 
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Vermischte  Schriften. 

The  Journal  of  the  College  of  Science,  Imperial  University,  Japan 
Vol.  II.  part  IV.  V.  Vol.  III.  Part  I.  II.  III.  Tokyo  1888.  1889. 
Published  by  the  university. 

Zu  den  im  26.  litt.  Ber.  S.  22.  aufgeführten  Arbeiten  kommen 
in  den  2  letzten  Heften  des  2.  Bandes  noch  folgende  hinzu: 

K.  Yamagawa:  Bestimmung  der  Wärmeleitung  des  Marmors. 

H.  Nagaoka:  Combinirto  Einwirkung  von  Torsioua-.und  Lon- 
gitudinalspannuugen  auf  die  Magnetisirung  vou  Nickel.  —  Ueber  die 
Magnetisirnng  nud  die  Coercitiv kraft  von  Nickeldraht  uuter  combi- 
nirter  Torsions-  und  Longitudinalspanuuug. 

D.  Kitao:  Beitrage  zur  Theorie  der  Bewegung  der  Erdatmo- 
sphäre und  der  Wirbelstürme. 

Der  3.  Band  enthält  die  Arbeiten : 

G.  Knott:  Ueber  die  Einwirkung  der  Torsion  (Jagging  and 
priming")  auf  den  Magnetismus  von  Eiseu-  und  Nickeldrahten,  längs 
denen  elektrische  Ströme  gehen. 

H.  Nagaoka:  Einwirkung  der  Torsion  auf  die  Magnetisirung 
von  Nickel  und  Eisen.  H. 

American  Journal  of  Mathematics.  Simon  Newcomb  Editor. 
Thomas  Craig  Associate  Editor.  Poblished  under  the  auspices 
of  the  Johns  Hopkins  University.  IfyaypaTov  &eyj(Oc  ov  ßktnofii- 
vav.  Volume  XII.  Baltimore  189J.  Publication  Agency  of  the 
Johns  Hopkins  University. 

Der  12.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

A.  R.  Forsyth:  Systeme  algebraisch  vollständiger  Ternarianten. 

Mac  Mahon:  Zweite  Abhandlung  Uber  eine  neue  Theorie  der 
symmetrischen  Functionen. 

P.  Appell:  Von  der  Homographie  in  der  Mechanik. 

F.  Franklin:  Ueber  einige  Anwendungen  circularer  Coordi- 
naten.  —  Ueber  confocale  bicirculare  Linien  4.  Grades. 

F.  N.  Cole:  Ueber  Rotationen  in  der  Vierdimensionengeo- 
metrie. 

H.  Poincare:  Ueber  die  partiellen  Differentialgleichungen  der 
mathematischen  Physik. 

H.  Fine:  Singulare  Lösungen  gewöhnlicher  Differentialglei- 
chungen. 

H.  Taber:  Ueber  die  Theorie  der  Matrice n.  H. 


Digitized  by  Google 


LitUraritcher  Bericht  XXX  VI. 


50 


Rendiconto  dell*  Accademia  dello  scienzo  fisiche  o  matematicbe 
(Sezione  della  Societa  Reale  di  Napoli).  Serie  2»  Vol.  III.  (Anno 
XXVIII.)   Napoli  1889. 

Der  8.  Band  enthält  folgende  mathematische  Arbeiten. 

P.  del  Pozzo:  Gleichung  einer  ebenen  Curvc  5.  Ordn.  mit  6 
Spitzen. 

A.  Capelli:  Ueber  gewisse  EntWickelungen  von  Determinanten. 
—  Ueber  die  Riemann'schc  Theorie  der  Abcl'schen  Functionen. 

G.  Pirondini:  Uibcr  die  Construction  der  Linien  des  Raumes. 

R.  Marcolongo:  Einige  Satze  über  die  cylindriscbcn  Func- 
tiooen  1.  Gattung.  —  Ueber  ciuige  Systeme  partieller  Differential- 
gleichungen. —  Gleichgewicht  der  Elastieität  eines  nur  von  einer 
uubogrcnzteu  Ebeno  begreuzten  Körpers. 

A.  del  Re:  Ueber  die  birationalen  Nullreciprocitätcu  der  Ebene. 

D.  Padelletti:  Ueber  die  graphische  Zusammensetzung  der 
Kräfte  im  Baume. 

G.  Cicconardi  und  G.  Tria:  Ueber  eiue  graphische  Varietät 
des  Stosses. 

Ferner  Nekrologe  von  Joseph  Meneghini,  Joseph  Sc- 
guenza,  Augelo  Geuoccui,  Eugen  Chevreul  und  Gilbert 
Govi.  H. 


Verslagen  en  Medodeelingen  der  Koninklijke  Akademie  van 
Wetenschappeu.  Afdeeling  Natuurkunde.  Derdo  roeks.  Zesde,  ze* 
veude  deel.   Amsterdam  1889,  189:).   Johannes  Müller. 

Der  6.  Band  enthält  folgende  mathematische  Arbeiten. 

Jan  de  Vries:  Ueber  ebene  polycdrale  Configurationen.  — 
Ueber  eine  Gruppe  regelmässiger  ebener  Contignrationcu.  —  Eine 
Rangordnung  Uber  eiu  Punktefeld  in  involutorischer  Gruppe.  — 
Ueber  die  desmische  Configuration  9M-  —  Ueber  ebene  Configuratio- 
neu,  welche  aus  den  Osculationsgruppen  der  kubischen  Curvc  ge- 
bildet werden  können.  —  Ueber  ebene  Configurationen,  worin  jeder 
Punkt  mit  2  Linien  iueideut  ist. 

D.  Bierens  de  Haan:  Baustoffe  zur  Geschichte  der  mathe- 
matischen und  physikalischen  Wissenschaften  in  den  Niederlanden. 

J.  Cardin  aal:  Das  Construireu  gebogeuer  Oberflächen  mittelst 
Flächenschnitte. 

F.  J.  van  der  Berg:  Nochmals  über  die  ßernoullischen  Coef- 
ficienten. 

P.  H.  Schonte:  Aequianharmonie  in  Harmonie  bei  Polsyste- 
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men  binärer  Formen.  —  Uebcr  Teteaeder  begrenzt  von  ähnlichen 
Dreiecken. 

Der  7.  Band  enthält  folgende. 

C.  Grinwis:  Uebor  2  Formen  ron  Energie  bei  rollender 
Bewegung. 

Jan  de  Vries:  Ueber  eine  Gruppe  regelmässiger  ebener  Cou- 
figurationen  und  einige  damit  zusammenhangende  Configurationen 
von  Puukten  und  Curven.  —  Neue  Eigenschaften  der  harmonischen 
Configuratiou  (243,  184).  —  Cyklischo  Vielecke  auf  ebenen  kubischen 
Curven. 

J.  C.  Kluyver:  Charakteristische  Zahlen  der  algebraischen 
Raumcurve. 

G.  F.  W.  Baehr:  Uebcr  die  Inflcxionspuukto  von  Poinsot's 
Herpothodie.  H. 


Das  enthüllte  Geheimniss  der  Pythia  oder  die  Kunst,  ohne 
Kenntniss  der  lateinischen  Sprache  auf  mathematischem  Wege  latei- 
nische Hexameter  zu  macheu ,  die  zugleich  weissagend  auf  eine  vor- 
gelegte Frage  die  Antwort  erteileu.  Von  F.  Mohr,  Vermessungs- 
revisor a.  D.  Mit  einem  Vorwort  von  Dr.  A.  Amt  hör.  Hannover 
1890.   Schmorl  u.  von  Seefeld  Nachf.   15  S. 

Der  Verfasser  zählt  die  Buchstaben  jedes  Wortes  der  Frage, 
bildet  durch  Combination  aus  diesen  Zahlen  mit  Anwendung  dreier 
Tabellen  eine  Tafel  von  ein-,  zwei-,  dreiziffrigen  Zahlen,  welche 
dann  gemäss  einer  vierten  Tabelle  in  Buchstaben  umgesetzt  wird. 
Diese  geben  dann  einen  lateinischen  Hexameter.  Die  Auzahl  der 
möglichen  Antworten  ist  nach  Berechnung  von  Amthor  531441. 
Eine  vollständige  Erklärung  des  Zusamenhangs  hat  er  nicht  aufzu- 
finden vermocht  Soviel  ist  jedoch  ersichtlich,  dass  die  Antworten 
nicht  einzeln  den  Fragen  entsprechen  könuen,  weil  man  jede  Frage 
in  Worte  kleiden  kaun ,  deren  jedes  eine  gegebene  Anzahl  Buch- 
staben hat.  Jede  Autwort  muss,  um  in  jedem  Falle  auf  die  gestellte 
Frage  zu  passen,  auf  jede  Frage  passen.  Die  Aufgabe  des  Erfinders 
bestand  also  iu  2  Arbeiten:  erst  531441  nichts  verratende  Hexameter 
zu  machen,  daun  die  Combiuationeu  gegebener  Zahlen  (es  sind  6 
unter  9)  nach  Hegeln  auf  je  einen ,  gleichgültig  welchen  Hexameter 
hinzuführen.  Beide  Arbeiten  lassen  den  Fleiss  des  Erfinders  be- 
wundern. Hoppe. 
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VII.  Lieowski. 
Zur  IiihahsV)cr»-»i-liniinji  drr  Flachf  n  urul  Körper. 
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